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Streszczenie 
W pracy przedstawiono zidentyfikowany model przek adni z batej pracuj cej w uk adzie 
nap dowym. Model wykorzystano do symulowania wp ywu lokalnych uszkodze  z bów kó  w 
ich wczesnych stadiach na posta  drga  przek adni. Sygna y drganiowe uzyskane w wyniku 
symulacji pozwoli y oceni  przydatno  przyj tej metody analizy drga  do wykrywania lokalnych 
uszkodze  kó .  
 

S owa kluczowe: przek adnia z bata, lokalne uszkodzenie, modelowanie, diagnozowanie. 
 

THE GEAR WHEEL LOCAL DAMAGES MODELLING FOR DIAGNOSTICS PURPOSE 
 

Summary 
The paper presents identifying model of gear working in power transmission system. Model 

was used to simulating early stages local damages effects on form of gear vibrations. Vibration 
signals obtained from simulations allowed testing method of vibration analysis taken to detect 
local damages of wheel. 
 

Keywords: gear transmission, local damage, modelling and diagnostics. 
 

 
1. WPROWADZENIE 
 

Zastosowanie w analizie dynamicznej modelu 
uk adu nap dowego z przek adni  z bat  wymaga 
przeprowadzenia identyfikacji parametrów tego 
modelu. Jednym z tych parametrów jest 
wspó czynnik strat mocy, który wp ywa na 
sprawno  przek adni. Identyfikacja tego 
wspó czynnika ma istotny wp yw na uzyskane 
wyniki bada  symulacyjnych i ich zgodno  pod 
wzgl dem jako ciowym i ilo ciowym z 
do wiadczeniem przeprowadzonym na obiekcie 
rzeczywistym. 

W przek adniach z batych moc tracona jest 
g ównie na skutek: tarcia i t umienia drga  
w warstwie oleju pomi dzy z bami, rozbryzgiwania 
oleju i tarcia w o yskach. Ze wzgl du na 
przypadkowo  i ró norodno  przyczyn 
rozpraszania energii w przek adni z batej dok adny 
opis matematyczny si  oporów jest znacznie 
utrudniony. Zidentyfikowany model dynamiczny 
przek adni mo e by  mi dzy innymi wykorzystany 
do symulowania lokalnych uszkodze  kó  z batych 
we wczesnych stadiach ich rozwoju. Wyniki takich 

bada  mo na wykorzysta  w diagnostyce 
miejscowych uszkodze  kó  z batych przek adni 
z batych do okre lania czu o ci ró nych metod 
analizy drga . 
 
 
2. MODEL DYNAMICZNY PRZEK ADNI 

Z BATEJ W UK ADZIE NAP DOWYM 
 
Schemat modelu dynamicznego przek adni z batej 
w uk adzie przeniesienia nap du przedstawiono na 
rys. 1. Równania ruchu wyznaczono z nast puj cej 
ogólnej zale no ci: 
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gdzie: 
EK - energia kinetyczna, 
V - energia potencjalna, 
D - energia dyssypacji, 
Qi - si y uogólnione, 
qi - wspó rz dne uogólnione. 
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Rys. 1. Schemat modelu dynamicznego przek adni z batej w uk adzie nap dowym 

 
 

3. STRATY MOCY SPOWODOWANE 
ROZBRYZGIWANIEM OLEJU 
 

 Straty wywo ane rozbryzgiwaniem oleju 
okre lono na podstawie [1, 2]. Dla jednego ko a 
z batego zanurzonego w oleju na g boko  H, 
bezwymiarowy wspó czynnik strat na 
rozbryzgiwanie oleju so wyznacza si  
z nast puj cych zale no ci empirycznych, które s  
poprawne jedynie w przyj tym uk adzie jednostek: 
dla H  25 mm i   10 m/s 
 

 
1

5107 N

bH
so , (2)  

 
dla H  25 mm i  < 10 m/s , a tak e dla 25 < H < 
50 mm niezale nie od pr dko ci wspó czynnik strat 
wynosi 
 

 
1

5

5,1

1020 N

bH
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dla H > 50 mm  
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bH
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gdzie : 
  – pr dko  obwodowa [m/s], 

b  – szeroko  ko a [mm], 
H  – g boko  zanurzenia [mm], 
N1  – moc przenoszona [kW], 

 – lepko  kinematyczna oleju [mm2/s]. 
 

Bezwzgl dna warto  mocy traconej na skutek 
rozbryzgiwania oleju No wynosi: 
 
 No = so·N1  (5) 
 
Analizuj c zale no ci 2÷5, mo na zauwa y , e 
warto  mocy traconej na rozbryzgiwanie oleju nie 
zale y od przenoszonej przez przek adni  mocy.  
 Wyst puj ca we wzorach 2÷4 lepko  
kinematyczna  oleju przek adniowego silnie zale y 
od jego temperatury. Na podstawie danych 
zawartych w [1] przedstawiono zmiany lepko ci 
kinematycznej  oleju w funkcji jego temperatury 
(rys. 2).  
 



DIAGNOSTYKA’26 – ARTYKU Y G ÓWNE 
AZARZ, Modelowanie lokalnych uszkodze  kó  z batych... 

39

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

1100

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temperatura [
o
C]

L
e
p

k
o

 k
in

e
m

a
ty

c
z
n

a
 [

m
m

2
/s

]

Hipol 30

Hipol 15

M40

AH30

Shell Aero

250

B3W

1

2

3

4,5

6

1

2

3

4

5

6

 
 

Rys. 2. Lepko  ró nych olejów w 
funkcji temperatury 

 
 Na potrzeby modelowania aproksymowano te 
zale no ci wielomianami (6). Zastosowano 
aproksymacj  wielomianow  (wzór 6), która 
wykazywa a najlepsz  korelacj  z danymi 
przedstawionymi na rys. 2. 
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   [mm2/s] ,                      (6) 
 
 

gdzie: 
T - temperatura oleju (20÷90) [oC], 
a5 ÷ a0 – wspó czynniki wielomianu  

 
Wyznaczane z powy szych zale no ci 

warto ci strat mocy na rozbryzgiwanie oleju 
przedstawiono na rys. 3. Warto ci te s  zgodne 
z wyznaczonymi podczas pracy przek adni przy 
ró nych pr dko ciach obrotowych bez obci enia. 
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Rys. 3. Moc strat mieszania oleju na 

stanowisku badawczym 
 
 

4. WYZNACZANIE STRAT MOCY NA 
STANOWISKU MOCY KR CEJ 
 

 Do bada  wykorzystano stanowisko pracuj ce 
w uk adzie mocy kr cej przedstawione na rys. 4. 
Pozwala ono na prac  badanych kó  przy ró nych 
pr dko ciach obrotowych oraz obci eniu 

regulowanym za pomoc  wa ków skr tnych, 
sprz g a napinaj cego i d wigni z obci nikami. 
W sk ad stanowiska wchodz  dwie przek adnie: 
zamykaj ca i badana, o jednakowym prze o eniu 
i rozstawie osi. Przek adnia zamykaj ca nap dzana 
jest silnikiem elektrycznym o mocy 15 [kW] za 
po rednictwem przek adni pasowej.  
 

 
 

Rys. 4. Schemat stanowiska 
badawczego FZG: 1 – przek adnia 
pasowa, 2 – silnik, 3 - wa ek, 4 – 
wa ek skr tny, 5 – os ona wa ka 

skr tnego, 6 – sprz g o pomiarowe 
momentu obrotowego, 7 – 

przek adnia zamykaj ca, 8 – wa ek 
sprz gaj cy, 9 – sprz g o napinaj ce, 

10 – przek adnia badana 
 
Parametry kó : 
 - odleg o  osi kó  91.5 mm, 
 - szeroko  kó  20 mm, 
 - modu  4.5 mm, 
 - liczba z bów w z bniku 16, 
 - liczba z bów w kole 24, 

- wspó czynnik przesuni cia zarysu  
  z bnika x1 = 0.8635, 

 - wspó czynnik przesuni cia zarysu ko a  
   x2 = -0.5. 

Materia  kó : 
- stal 20H2N4A naw glana i hartowana do  
   twardo ci 60 HRC. 

Straty mocy N wyznaczano przedstawion  
w [3] metod  bilansu cieplnego, stosuj c 
dodatkowe podgrzewanie przek adni. Metoda ta 
wykorzystuje zale no  pomi dzy przyrostem 
temperatury przek adni a moc  rozpraszan  
w przek adni: 

 

  (7) 
251,tconstQ

 
gdzie: 

 t – przyrost temperatury przek adni 
          wzgl dem temperatury otoczenia, 
 Q – moc grzania. 
 
Sprawno  przek adni wyznaczano 

z zale no ci: 
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gdzie: 
N – moc przenoszona przez przek adni , 

N – straty mocy odpowiadaj ce mocy 
grzania. 

 
 

5. STRATY W O YSKACH 
 

Przedstawiony w [4, 5] moment tarcia o yska 
przek adni wynosi: 
 

 lwt DPM 5,0  , (9) 

gdzie: 

 l - wspó czynnik tarcia w o ysku, 
 P- obci enie o yska, 
 Dw- rednica toczna o yska. 
 
Warto ci wspó czynnika l przyjmowano zgodnie 
z zgodnie z [4, 5]. 
 
 
6. STRATY SPOWODOWANE TARCIEM 

POMI DZY Z BAMI 
 

W zaz bieniu oprócz si y normalnej do 
powierzchni z bów wyst puje równie  skierowana 
prostopadle do niej si a tarcia. Sposób 
modelowania tarcia w zaz bieniu przedstawiono na 
rys. 5. Moment tarcia wspó pracuj cej pary z bów 

 wyznaczany jest z zale no ci: tM

 

 1TM t   (10) 

 
gdzie: 

T   - si a tarcia pary z bów, 

1  - rami  dzia ania si y tarcia zale ne od 

chwilowego po o enia punktu wspó pracy  
z bów na odcinku przyporu. 
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Rys.5. Modelowanie tarcia 

w zaz bieniu 
 

Chwilowe warto ci si y tarcia T  
wyznaczane s  z zale no ci (11). Jej znak zmienia 

si  na przeciwny, gdy rami  dzia ania 1  jest 

wi ksze od wspó rz dnej punktu tocznego C  

(rys. 5), poniewa  w punkcie tocznym zmienia si  
zwrot wektora pr dko ci po lizgu. 
 
 tzz fFT  , (11) 

 
gdzie: 

zF   - si a mi dzyz bna, 

tzf  - wspó czynnik tarcia. 

 
Warto ci sprawno ci przek adni z batej 

uzyskane w wyniku symulacji przy za o eniu 
wspó czynnika tarcia pomi dzy z bami zgodnie 
z   [4] porównano z wynikami bada  
do wiadczalnych na stanowisku mocy kr cej. 
Warto ci te by y znacznie ni sze od wyznaczonych 
w badaniach laboratoryjnych. Za o ono, e sposób 
modelowania strat w o yskach zalecany przez 
producentów nie wymaga weryfikacji, 
przeprowadzono dostrojenie modelu, wyznaczaj c 
now  charakterystyk  wspó czynnika tarcia 
w zaz bieniu w funkcji liniowej pr dko ci 
zaz biania si  (rys. 6). Otrzymane warto ci 
wspó czynnika tarcia mieszcz  si  w zakresie 
0,02÷0,06 i s  zgodne z danymi literaturowymi 
[5,6]. 

 
Wyznaczone w wyniku symulacji warto ci 

sprawno ci przek adni z batej porównano 
z warto ciami uzyskanymi na podstawie pomiarów 
na stanowisku mocy kr cej . Porównania 
dokonywano przy ró nych obci eniach przek adni 
oraz przy ró nych pr dko ciach obrotowych 
z bnika. W symulacji komputerowej uwzgl dniano 
zmiany temperatury oleju w przek adni powsta e na 
skutek zmian obci enia i pr dko ci obrotowej 
(rys. 7 i 8). 

 
Na rysunkach 9÷11 przedstawiono warto ci 

sprawno ci przek adni z batej uzyskane w wyniku 
symulacji i bada  laboratoryjnych przy ró nych 
obci eniach i pr dko ciach obrotowych. Warto ci 
te s  porównywalne, co potwierdza poprawno  
zastosowanego sposobu modelowania strat mocy 
w przek adni z batej. 
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Rys. 6. Wspó czynnik tarcia 

w zaz bieniu w funkcji pr dko ci 
zaz biania si  po dostrojeniu modelu 
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Rys. 7. Ustalona temperatura oleju 

oraz temperatura otoczenia 
zmierzona na stanowisku mocy 

kr cej przy pr dko ci obrotowej 
z bnika n1= 1350 [obr/min] 

i ró nych obci eniach 
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Rys. 8. Ustalona temperatura oleju 

oraz temperatura otoczenia 
zmierzona na stanowisku mocy 

kr cej przy momencie 
wej ciowym M1=92,6 [Nm] 

i ró nych pr dko ciach obrotowych 
z bnika 
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Rys. 9. Sprawno  przek adni 

zmierzona i uzyskana z symulacji 
komputerowej w funkcji momentu 

wej ciowego przy pr dko ci 
obrotowej z bnika 1350 [obr/min] 
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Rys. 10. Sprawno  przek adni 

zmierzona i uzyskana z symulacji 
komputerowej w funkcji pr dko ci 
obrotowej z bnika przy obci eniu 
momentem wej ciowym 92,6 [Nm] 

 

97.8

98

98.2

98.4

80 100 120 140 160 180

Moment obrotowy wej ciowy [Nm]

S
p

ra
w

n
o

 [
%

] symulacja

pomiar

 
Rys. 11. Sprawno  przek adni 

zmierzona i uzyskana z symulacji 
komputerowej w funkcji momentu 

wej ciowego przy pr dko ci 
obrotowej z bnika 450 [obr/min] 
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7. WYNIKI BADA  SYMULACYJNYCH 
KÓ  Z USZKODZONYMI Z BAMI 

 
 Badania symulacyjne prowadzono dla kó  
z batych o parametrach geometrycznych 
identycznych jak w jak w przypadku bada  
laboratoryjnych. Pr dko  obrotowa z bnika 
wynosi a 2700 obr/min, moment obci enia M=138 
Nm, b d losowy podzia ki w przypadku z bnika 
i ko a wynosi  4,5 m natomiast b dy okresowe 
zarysu wynosi y: -7 m w przypadku z bnika i 5 

m w przypadku ko a. Na rysunku 12 
przedstawiono symulowany przebieg przyspiesze  
drga  wa u z bnika w przypadku przek adni 
nieuszkodzonej. P kniecie u podstawy z ba ko a 
wywo uj ce zmniejszenie sztywno ci zaz bienia 
o 30% powoduje praktycznie niezauwa alne 
zmiany w przebiegu czasowym tego sygna u – rys. 
13.  
Nawet niewielkie zaburzenia amplitudy i fazy s  
atwo wykrywalne w sygnale resztkowym [8]. 

Sygna  resztkowy otrzymano usuwaj c z widma 
przyspiesze  drga  cz stotliwo ci zaz bienia i jej 
harmoniczne wraz z podstawowymi wst gami 
bocznymi a nast pnie stosuj c odwrotn  
transformacj  Fouriera powrócono do dziedziny 
czasu. Poniewa  ka de wej cie nowej pary z bów 
w przypór na skutek b dów losowych podzia ki 
generuje zaburzenia impulsowe to nawet w sygnale 
resztkowym uszkodzenie jest s abo widoczne –
rys.14. eby poprawi  mo liwo ci wykrycia 
uszkodzenia we wczesnym stadium sygna  
resztkowy poddano transformacie Wignera Ville’a 
(WV). 
Na rysunku 15 przedstawiono czasowo 
cz stotliwo ciowy rozk ad Wignera Ville’a sygna u 
resztkowego przy piesze  drga  wa u z bnika 
w przypadku kó  nieuszkodzonych. Wej cia 
w przypór kolejnych par z bów s  wyra nie 
widoczne, a b dy losowe podzia ki powoduj , e 
amplitudy widma w czasie, si  zmieniaj .  
 

 
Rys. 12. Przyspieszenia drga  wa u 

z bnika – ko a nieuszkodzone 
 

 
 

Rys. 13. Przyspieszenia drga  wa u 
z bnika – p kniecie u podstawy z ba 

ko a (zmniejszenie sztywno ci 
zaz bienia o 30%) 

 

 
 

Rys. 14. Sygna  resztkowy 
przyspiesze  drga  wa u z bnika – 

p kniecie u podstawy z ba ko a 
(zmniejszenie sztywno ci o 30%) 

 

 
 

Rys.15. Czasowo cz stotliwo ciowy 
rozk ad Wignera Ville’a sygna u 
resztkowego przyspiesze  drga  

wa u z bnika – ko a nieuszkodzone 
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Rys.16. Czasowo cz stotliwo ciowy rozk ad 
Wignera Ville’a sygna u resztkowego 

przyspiesze  drga  wa u z bnika – z b ko a 
p kni ty u podstawy (zmniejszenie sztywno ci 

zaz bienia o 6%) 
 

 
 

Rys.17. Czasowo cz stotliwo ciowy rozk ad 
Wignera Ville’a sygna u resztkowego 

przyspiesze  drga  wa u z bnika – z b ko a 
p kni ty u podstawy (zmniejszenie 

sztywno ci zaz bienia o 30%) 
 

Kolejne rysunki 16 i 17 przedstawiaj  rozk ad 
WV sygna u resztkowego w przypadku p kni cia 
z ba u podstawy, które spowodowa o odpowiednio 
zmniejszenie sztywno ci wspó pracuj cej pary 
z bów odpowiednio o 6% i 30 %. W rozk adzie 
WV wej cie w przypór p kni tego z ba jest 
wyra nie widoczne na tle innych zaz bie . 
W przedstawionych powy ej analizach czasowo 
cz stotliwo ciowych brano pod uwag  
nieu redniony sygna  przyspiesze  drga  
w obecno ci b dów losowych podzia ki. 
W zwi zku z tym pog bianie si  p kni cia 
prowadz ce do spadku sztywno ci z ba nie 
wywo ywa o znacz cej zmiany amplitudy 
w analizie WV. 
 

 
 

Rys. 18. Czasowo cz stotliwo ciowy rozk ad 
Wignera Ville’a sygna u resztkowego 

przyspiesze  drga  wa u z bnika – wierzcho ek 
z ba ko a wykruszony (zmniejszenie d ugo ci 

odcinka przyporu dwuparowego o 6%) 
 

 
 

Rys. 19. Czasowo cz stotliwo ciowy rozk ad 
Wignera Ville’a sygna u resztkowego 

przyspiesze  drga  wa u z bnika – 
wierzcho ek z ba ko a wykruszony 

(zmniejszenie d ugo ci odcinka przyporu 
dwuparowego o 30%) 

 
Podobne wyniki otrzymano analizuj c sygna  

resztkowy w przypadku wykruszenia wierzcho ka 
z ba ko a – rys. 18 i 19. Wej cie w przypór 
wykruszonego z ba jest w tym przypadku równie  
wyra nie widoczne w analizie WV sygna u 
resztkowego przyspiesze  a zwi kszanie 
wykruszenia z powodów wy ej wymienionych nie 
zmienia w istotny sposób amplitudy w analizie 
WV. 
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8. WNIOSKI 
 

Bior c pod uwag  wyniki bada  mo na 
stwierdzi , e przyrost temperatury oleju 
w przek adni spowodowany wzrostem przenoszonej 
mocy (rys. 7, 8) powoduje zmniejszenie strat mocy 
spowodowanych rozbryzgiwaniem oleju.  

Nale y uwzgl dnia  w badaniach modelowych 
zmiany lepko ci kinematycznych oleju w funkcji 
temperatury. 

Dostrojony model dynamiczny pozwala uzyska  
wyniki zgodne z do wiadczeniem. 

Analiza Wignera Ville’a sygna u resztkowego 
pozwala wykrywa  uszkodzenia kó  takie jak 
p kniecie z ba u podstawy lub wykruszenie 
wierzcho ka ju  we wczesnych stadiach 
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Bogus aw azarz 

– adiunkt 
w Instytucie Transportu 
Politechniki l skiej. 
Specjalizuje si  w zakre-
sie diagnostyki wibro-
akustycznej przek adni 
z batych, modelowania 
i wspomaganego kompu-

terowo projektowania uk adów przeniesienia 
nap du z przek adni  z bat  oraz metod 
przetwarzania sygna ów. Cz onek Polskiego 
Towarzystwa Diagnostyki Technicznej i Sekcji 
Podstaw Eksploatacji Komitetu Budowy Maszyn. 

 
 
 

  


