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Streszczenie 

W pracy zaproponowano zastosowanie analizy falkowej do rozwi zania niektórych problemów 
z przetwarzaniem niestacjonarnych sygna ów pomiarowych wyst puj cych w diagnozowaniu w z ów 
o yskowych maszyny pracuj cej w krótkotrwa ym ruchu obrotowym. Rozwa ania teoretyczne zosta y 

zweryfikowane na obiekcie rzeczywistym – górniczym wyci gu szybowym. Opracowana metodyka jest 
nowo ci  w diagnozowaniu tych urz dze  i zezwala na badanie o ysk w czasie ruchu, a nie jak 
dotychczas podczas postoju maszyny wyci gowej.  

 
S owa kluczowe: diagnostyka wibroakustyczna, przetwarzanie sygna ów, algorytmy oceny stanu. 

 
APPLICATION OF WAVELET ANALYSIS  IN MONITORING SYSTEMS OF BEARINGS  

OF HOISTING MACHINE 
 

Summary 
The authors proposed application of wavelet transform to solve some problems with processing of signals from 
diagnostic test of bearings. In the paper they consider bearings of a hoisting machine where measuring signals 
are nonstationary. The theoretical works were verified to hoisting machines and a new method might be used to 
tests while it running instead of tests while the machine is standstill.   
 

Keywords: vibroacoustical diagnostics, signal processing, algorithms of state evaluation. 

 
1. WST P 

 

Przetwarzanie sygna ów pomiarowych 
z wykorzystaniem transformaty falkowej w ostatnim 
czasie znalaz o wiele zastosowa  w badaniach 
wibroakustycznych. Falki stosowane s  diagnostyce 
maszyn i urz dze  np. silników spalinowych np.: 
[1], [2], przek adni z batych np. [3] czy te  
podzespo ów np. o ysk [4]. 

Jedn  z zalet tego narz dzia jest mo liwo  
przetwarzania sygna ów pomiarowych drga  
maszyn wiruj cych w krótkotrwa ych cyklach pracy 
[5], [6] dla których zmienna pr dko  obrotowa  
w czasie rozp dzania, jazdy ustalonej i hamowania, 
zmienne warunki obci enia, zale ne od obci enia 
powoduj , e sygna y pomiarowe maj  charakter 
niestacjonarny. 

Brak opracowanych dotychczas procedur 
przetwarzania tej klasy sygna ów - z jednej strony 
oraz mo liwo ci filtracyjne i aproksymuj ce falek – 
z drugiej, zainspirowa  autorów do opracowania 
ujednoliconej metodyki diagnozowania takich 
maszyn. Poni ej, na przyk adzie bada  
o yskowania ko a linowego górniczego urz dzenia 

wyci gowego, przedstawiono cz  otrzymanych 
rezultatów.  

 
 
 

 
 2. ANALIZA KINEMATYKI RUCHU 

URZ DZENIA WYCI GOWEGO  

 
   Niestacjonarno ci sygna u drga  o yska 

urz dzenia wyci gowego maj  bezpo redni zwi zek 
z kinematyk  ruchu  opisan  uk adem równa : 
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W rozwa anym przypadku pr dko  k towa jest 
zmienna, a równanie opisuj ce drgania harmoniczne 
ma posta : 
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gdzie:  A - amplituda drga , (t) - cz sto  drga , 
(t) - faza drga ;  (t)=0 

  
Dla warunków rozruchu i hamowania argument 

funkcji sinus wyst puj cej w równaniu (2) mo na  
wyznaczy  wg wzorów: 
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Dla liniowego narastania pr dko ci k towej 

równanie ruchu ma posta : 
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a przyspieszenie mo na wyznaczy   z zale no ci: 
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gdzie: A – jak wy ej,  – przyspieszenie k towe 
  

 3. IDENTYFIKACJA USZKODZENIA 

ELEMENTU O YSKA KO A 

LINOWEGO 

 
Do typowych uszkodze  eksploatacyjnych 

o ysk tocznych nale  uszkodzenia bie ni 
zewn trznej, bie ni wewn trznej, elementów 
tocznych i kosza. Ka de z nich ma swój obraz  
w widmie cz stotliwo ciowym sygna u 
pomiarowego. Uszkodzenia punktowe bie ni 
zewn trznej generuj  sygna  o cz stotliwo ci (Ball-
Pasing Frequency Outer-race BPFO): 

cos1
2

][
D

d
f

n
HzBPFO r   (6) 

uszkodzenia bie ni wewn trznej (Ball-Pasing 
Frequency Inner-race BPFI): 

cos1
2
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d
f

n
HzBPFI r  (7) 

a uszkodzenia elementu tocznego (Ball Spin 
Frequency BSF): 

2
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f

D

d
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gdzie: n- liczba elementów tocznych, fr- 
cz stotliwo  wzgl dna pomi dzy bie ni  
wewn trzn  a zewn trzn , d- rednica elementu 
tocznego, D – rednica o yska,  

 
Wzory (6)-(8)s  proste do zastosowania 

w przypadku stacjonarnego ruchu obrotowego 
maszyny, gdy cz stotliwo  wzgl dna fr pomi dzy 
bie niami wewn trzn  a zewn trzn  jest sta a, a do 
obliczania cz stotliwo ci mo na stosowa  klasyczny 
aparat matematyczny przekszta cenia Fouriera np. 
dla o ysk wentylatora, pompy, silnika 
elektrycznego itp. Metodyka ta jednak zawodzi, gdy 
za o enie sta ej pr dko ci obrotowej w czasie pracy 
nie jest spe nione tak jak w przypadku urz dze  
wyci gowych Pe ny cykl wydobywczy trwa 
w zale no ci od g boko ci szybu i pr dko ci jazdy 
od kilkudziesi ciu sekund do co najwy ej dwóch, 
trzech minut i sk ada si  kolejno z rozp dzania 

naczynia wydobywczego, jazdy z ustalon  
pr dko ci  oraz hamowania. Krótkie cykle pracy 
i ma e pr dko ci obrotowe, rz du kilkudziesi ciu 
obrotów w ci gu minuty s  dodatkowymi 
problemami, gdy  dla tych warunków istniej  
naturalne ograniczenia w obliczaniu widm FFT, 
techniki powszechnej w wi kszo ci wspó czesnej 
aparatury cyfrowej. Ponadto cz sto dodatkowym 
utrudnieniem s  zak ócenia towarzysz ce pomiarom, 
pochodz ce od pracy urz dzenia wyci gowego.  

Rysunek 1 przedstawia przyk ad sygna u 
pomiarowego zarejestrowany na obiekcie 
rzeczywistym oraz jego widmo. W sygnale zawarty 
jest sygna  uszkodzenia bie ni zewn trznej, lecz 
jego obraz w klasycznej transformacie Fouriera jest 
kompletnie nieczytelny.  

 
 

Rys. 1. Sygna  drga  bezwzgl dnych o yska 
jednolinowego ko a zabudowanego na wie y 
szybowej oraz jego widmo obliczone za 
pomoc  FFT 

 
W celu obserwacji zmian cz stotliwo ci 

rezonansowej uszkodzenia w czasie jazdy 
urz dzenia wyci gowego, sygna  czasowy 
transformowano na p aszczyzn  dwuwymiarow  
wyznaczon  przez wspó rz dne czas-cz stotliwo . 
W rozwa anym przypadku zastosowano ci g  
transformat  falkow  CWT (Continous Wavelet 

Transfrm)  z wykorzystaniem falki Morleta [7] 
opisan  wzorem:  

)5cos()( 2/2

xCet x  (9) 

 
Wyniki przetwarzania przedstawione s  na 

rysunku 1, na którym sk adnik energii sygna u 
pochodz cy od uszkodzenia bie ni o yska 
widoczny jest w postaci wspó czynników falkowych 
o podwy szonych warto ciach roz o onych na 
p aszczy nie czas-skala w kszta cie litery „U”.  
Prezentowana metoda zezwala na obserwacj  zmian 
poszukiwanego symptomu zarówno przy okresach 
zmiennej pr dko ci obrotowej dla rozruchu 
i hamowania, jak równie  dla okresu sta ej 
pr dko ci. W obrazie wspó czynników widoczne s  
równie  obszary podwy szonych wspó czynników 
falkowych nieskorelowanych ze zmienn  pr dko ci  
obrotow , które z punktu widzenia diagnostyki 
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o yska s  zak óceniami pochodz cymi 
prawdopodobnie od drga  konstrukcji wie y 
szybowej, losowego pobudzania do drga  
zwi zanego z prowadzeniem naczynie w szybie, 
parcia wiatru na konstrukcj  wie y, wspó pracy ko a 
i liny stalowej i innych. Znajomo  rozk adu 
poszukiwanych cz stotliwo ci na p aszczy nie czas-
skala zezwala na odfiltrowanie sygna u. 

 
Rys. 2. Sygna  drga  z rysunku 1  oraz rozk ad 

wspó czynników falkowych na p aszczy nie 
czas-skala 

 
 

   4. APROKSYMACJA SYGNA U DRGA  

O YSK  

 
Sygna  drganiowy rejestrowany podczas badania 

urz dze  wyci gowych charakteryzuje si  du  
zmienno ci  amplitudy sygna u oraz cz sto 
obecno ci  silnych zak óce . Zmiana dynamiki 
wynika z równa  (1)-(5), a o przyczynach zak óce  
wspomniano wcze niej. Dla potrzeb opracowania 
systemów monitorowania stanu istnia a potrzeba 
pozyskania jednorodnej bazy odniesie  
pomiarowych dla okresowych kontroli stanu 
o yskowania. Baza taka powinna zapewni  dobr  

korelacj  pomi dzy stanem technicznym urz dzenia 
a sygna em pomiarowym i powtarzalno  przebiegu 
niezale nie od wyst puj cych zak óce . 

Jednym z podstawowych problemów do 
rozwi zania w tym przypadku jest filtracja zak óce  
i aproksymacja sygna u pomiarowego. 

Sygna  pomiarowy s[n], gdzie n jest zmienn  
dyskretn   mo na rozpatrywa  jako sum  sygna u 
diagnostycznego f[n] oraz zak óce  W[n]. 

][][][ nWnfns   (10) 

Sygna  (10) mo emy zdekomponowa  
w przestrzeni sygna ów wzgl dem bazy ortogonalnej 
{gm}0<m<N  na: 

mmm gzgfgs ,,,  

 (11) 

Celem rozwa a  jest wyznaczenie estymatora 

Y
~

sygna u f  takiego, aby b d aproksymacji by  jak 

najmniejszy.  

 W przypadku deterministycznego podej cia do 
modelowania sygna ów wygodnie jest zastosowa  
nieliniow  estymacj  w bazach sygna ów [8]. W tym 
przypadku zamiast rozwa a  ca  klas  sygna ów 
jako pojedyncz  realizacj  procesu Y, badane s  
niezale nie od siebie ka da realizacja f bez 
wykorzystywania w asno ci probabilistycznych 
obliczonych poprzez u rednianie kilku realizacji. 
Nieliniowe estymatory s  niezale ne od sygna u 
i ich zachowanie jest ró ne w ka dej realizacji. 
Z punktu widzenia oblicze  ten przypadek jest 
trudniejszy do rozwa a  ni  podej cie 
z wykorzystaniem klasycznej filtracji Wienera 
sygna ów losowych za pomoc  optymalnych 
estymatorów liniowych, lecz wykorzystanie 
transformaty falkowej trudno ci te skutecznie omija.  

Dla estymacji nieliniowej estymator sygna u 
diagnostycznego ma posta : 

1

0

][,
~ N

m

mm gmgsY   (11) 

gdzie ][m  jest pewn  funkcj  zale n  od 

ka dej realizacji f procesu Y  i przybiera warto ci ze 

zbioru dwuelementowego  1,0][m .  

redni b d kwadratowy jest dany wyra eniem: 

1

0

22
][,,

~ N

m

mm mgsgfYf EE    

     (12) 

Poniewa  s=f+W  oraz z powodu faktu, e 
warto  oczekiwana szumu jest równa wariancji: 

22
, mgWE  równanie (12) mo emy zapisa : 

2222

2

][][1,

][,,

mmgf

mgsgf

m

mmE
 (13) 

Aby obliczy  najmniejsza warto  b du 
przyrównujmy pochodn  (13) do zera: 

2222
][][][21, mmmgf mE

 

 (14) 
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i po uproszczeniach mo emy napisa :   
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  (15) 

Je eli uwzgl dnimy warto ci ][m , to 

prawdziwa jest relacja: 

22
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,    dla       0
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Zatem je eli warto  zdekomponowanego 
sygna u w bazie ortogonalnej b dzie wi ksza ni  
wariancja szumu, to funkcja ][m  przyjmie 

warto  równ  jeden, co spowoduje, e estymator 

Y
~

 b dzie obliczany ze wzoru (11). W przeciwnym 

przypadku Y
~

przyjmie warto  równa zero. 
Rozwi zaniem problemu estymacji sygna u 
diagnostycznego jest wyznaczenie b du b d cego 
minimum funkcji: 

1

0

222
,,min

~ N

m

mgfYfE       (17) 

Idea obliczania b du estymacji wg powy szych 
wzorów jest intuicyjnie prosta w interpretacji jednak 
w praktyce trudna do zastosowania, poniewa  jak 
wspomnieli my powy ej ka da realizacja procesu 
jest niezale na i nie znamy warto ci f. Wyj cie 
 z sytuacji zaproponowali Donoho i Johnstone [9] 
wprowadzaj c estymacj  za pomoc  estymatorów 
progowych, które t umi  ka dy z obarczonych 
szumem wspó czynników mgZ ,  za pomoc  

pewnej funkcji nieliniowej tzn. mgZ ,  

takiej, e (11) ma posta : 

1

0

,
~ N

m

mm ggZY    (18) 

Idea estymacji za pomoc  wspó czynników 
progowych jest podobna do rozwa a  powy szych 
i w przypadku zastosowania dekompozycji w bazach 
falkowych sprowadza si  do porównania warto ci 
wspó czynników falkowych wzgl dem progu 
estymacji. Je eli wi c warto  wspó czynnika 
falkowego jest wi ksza od warto ci progu, to ta 
cz  informacji o sygnale zostanie zachowana.  
W przeciwnym przypadku wspó czynnik falkowy 
przyjmuje warto  zero i ta informacja w sygnale 
traktowana jest jako zak ócenie. Ze wzgl du na 
sposób estymacji funkcja nieliniowa 

T  dla      0

   dla    
)(

x

Txx
xh   (19) 

lub „estymacja mi kka” 

   T dla           0

T  dla   

   dla    

)(

x

xT x

TxTx

xs   (20) 

gdzie: T  - wspó czynnik estymacji progowej.  

Wykre lnie funkcje (19) i (20 ) przedstawione s  
na rysunku 3. 

 

Rys. 3. Estymacja warto ci wspó czynników 
falkowych za pomoc  estymatorów progowych 

Mo na powiedzie , e estymacja progowa 
twarda jest przeprowadzana wg zasady 
„przepuszczania lub odci cia” estymowanych 
warto ci funkcji (lewa cz  rysunku 3) , podczas 
gdy estymacja mi kka jest zasad  „zbli ania si ” do 
estymowanych warto ci lub ich „odci cia” (prawa 
cz  rysunku 3). Donoho i Johnstone [9] 

udowodnili, e dla h  b d redniokwadratowy 

estymacji z wykorzystaniem wspó czynników 
progowych zale y od d ugo ci wektora sygna u i jest 
nie wi kszy wzgl dem b du (17) ni  2 ln N+1 razy, 

je eli próg T jest równy NT ln2  . Estymator 
progowy mi kki wyznaczony dla tego samego T 

dostarcza cz sto wi kszy b d redniokwadratowy, 
ni  estymator twardy. Zdarza si  jednak, e 
w przypadku estymacji sygna ów zawieraj cych 
sk adniki nieustalone i przej ciowe estymacja 
mi kka dostarcza mniejszego b du. Wybór sposobu 
estymacji zale y zatem od rodzaju przetwarzanych 
sygna ów. 

Estymacja progowa w bazach falkowych 
dokonywana jest w trzech krokach: 

1. Dekompozycja wzgl dem dyskretnej orto-
gonalnej bazy falkowej w przedziale [0 N-1]: 

 mo e by  
definiowana jako „estymacja twarda”: 

Jj NmmJNmJjmj 20,20,0, ,    (21) 
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 Operacja ta oznacza rzutowanie sygna u 
pomiarowego na kolejne pary podprzestrzeni Vj  

i Wj dla j=1,2,..., J. W wyniku sygna  jest 

reprezentowany przez N 2-j  detali smj ,,  

dla ka dego j=1,2,...,J oraz N 2-j  

wspó czynników aproksymacji smJ ,,  na 

poziomi J.    

2. Estymacja progowa detali przekszta cenia 
falkowego   

Dla ka dego ze wspó czynników falkowych  
wyznaczana  jest warto  funkcji )(x  , co 

prowadzi do estymatora nast puj cej postaci: 

12

0
,,

1

12

0
,,

1

1

,

,
~

j

j

N

m

mjmj

J

j

N

m

mjmj

s

sY

  

     (22) 

Estymator Y
~

zast puj cy wspó czynniki fal- 
kowe zaszumionego sygna u diagnostycznego 
pe ni rol  podobn  do wyg adzania 
adaptacyjnego. W wyniku tej operacji warto  
zero przyjmuj  wszystkie wspó czynniki 
falkowe o warto ciach bezwzgl dnych 
mniejszych od progu estymacji. Gdy 
wspó czynnik falkowy (iloczyn skalarny 
sygna u i falki) jest wi kszy od progu estymacji, 
to z du ym prawdopodobie stwem przenosi 
istotne informacje diagnostyczne w sygnale. 
Du e warto ci wspó czynników falkowych 
wyst puj  przy ma ych skalach w otoczeniu 
ostrych zmian sygna u. Natomiast tam, gdzie 
wspó czynniki falkowe maj  ma e warto ci, 
oznacza to, e sygna  jest g adki.          

3.  Rekonstrukcja – powrót do jednowymiarowego 
sygna u w dziedzinie czasu nast puje za 
pomoc  odwrotnego przekszta cenia falkowego. 

 
Przedstawione powy ej metoda filtracji zak óce  

z bada  o ysk kó  linowych urz dze  wyci gowych 
jest przedmiotem publikacji [5],[6],[10],[11],[12].  

 
Przyk ad   
 
Przedmiotem bada  diagnostycznych by y 

o yska zabudowane w jednolinowym kole 
kieruj cym maszyny wyci gowej usytuowanej na 
zr bie. Zestaw pomiarowy sk ada  si  z przeno nego 
analizatora d wi ku i drga  typu SVAN 912 firmy 
SVANTEK i akcelerometru 393A03 firmy PCB.  
W rozpatrywanym przypadku zastosowano funkcj  
analizuj c  db10 z rodziny funkcji falek Daubechies 

[13]. Do analiz wykorzystywano oprogramowanie 
Wavelet Toolbox firmy MathWorks [14] pracuj ce 
w rodowisku MATLAB. Dekompozycj  sygna u 
oryginalnego na sk adowe przedstawiono na rysunku 
4. Dla estymacji sygna u przyspieszenia 
zastosowano algorytm bazuj cy na twierdzeniu 
Donoho i Johnsona [8] o wyznaczaniu estymatorów 
progowych z wykorzystaniem estymacji mi kkiej. 
Rysunek 5.7 przedstawia otrzymane wyniki, które 
mog  nast pnie s u y  do wyznaczania statystyk 
stanowi cych baz  odniesienia dla kolejnych 
pomiarów w czasie eksploatacji badanego o yska. 

     

 
 

Rys.  4. Wyniki procedury odszumiania 
z wykorzystaniem estymatorów progowych  

 
4. PODSUMOWANIE 

 
W pracy przedstawiono zastosowanie metod analizy 
falkowej do badania niestacjonarnych sygna ów 
diagnostycznych uzyskanych w czasie pomiarów 
o ysk tocznych kó  linowych urz dze  

wyci gowych. Zastosowanie tego narz dzia zezwala 
na przetwarzanie niestacjonarnych sygna ów 
pomiarowych, które s  znamienne w diagnostyce 
o yskowania maszyn pracuj cych w krótkotrwa ych 

cyklach roboczych. Transformata sygna u na 
p aszczyzn  czas-cz stotliwo  zezwala na 
obserwacj  ewolucji zmian cz stotliwo ci drga  
w tym cz stotliwo ci rezonansowej uszkodzenia, co 
z kolei zezwala na rozpoznanie symptomów 
uszkodzenia w sygnale. Z kolei w asno ci 
aproksymuj ce transformaty falkowej zezwalaj  na 
efektywn  filtracj  zak óce  i zastosowanie 
aproksymacji w algorytmach identyfikacji sygna ów 
tej klasy obiektów. 
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