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Streszczenie

W pracy podano model matematyczny sygnaty przejéciowego predkosci obrotowej silnika
elektrycznego. Przeprowadzono analiz¢ sygnatu wyznaczajac parametry procesu przejéciowego: czasy
opoZnienia i narastania oraz wartosci: poczatkowa i ustalong przebiegu.

Stowa kluczowe: model matematyczny sygnatu, sygnat nieokresowy, aproksymacja.

APPROXIMATION OF TRANSIENT SIGNAL OF ROTATIONAL SPEED USING FUNCTION OF
STANDARD

Summary

In the paper there was presented the mathematical model of the transient signal of rotational
speed of an electric motor. The analysis of the signal was done determining the parameters of the
transient process: delay and accretion times, initial and fixed values.

1. WPROWADZENIE

Sygnaly przejsciowe predkosci obrotowej watu
silnika elektrycznego naleza do grupy sygnaléw
nieokresowych.  Wykresy = czasowe  sygnatu
przejsciowego moga przedstawia¢ analityczne
rozwigzanie rownan ruchu, lub czeéciej zapis
wielkosci elektrycznej na wyjéciu przetwornika
predkosci  obrotowej. W  drugim przypadku
matematyczny  opis  rejestrowanego  sygnatu
mozemy otrzymac droga aproksymacji
uporzadkowanego w czasie zbioru danych.
W prostych przypadkach moga to byé wzory
empiryczne, w pozostatych zalecane jest uzycie
funkcji  Legendre’a.  Zastosowanie  szeregéw
Fouriera prowadzi do powstania znacznych bledéw
aproksymacji w punktach granicznych przedzialu
czasowego ktére spowodowane sg okresowoscig
szeregdw.

2. MODEL MATEMATYCZNY SYGNALU

Model matematyczny sygnatu przej$ciowego
predkosci obrotowej, ktory po raz pierwszy
przedstawiono w pracy [1,2] powstal na podstawie
analizy struktury czasowej sygnatu. Wspbirzedne
X1 punktéw ekstremalnych na wykresie czasowym

sygnalu  (rys.1) pozwolily wyrézni¢ szereg
wielkosci w dziedzinie czasu i wartosci sygnatu. W
dziedzinie czasu sa to:
-czas ‘makro’ t o warto$ci poczatkowej t,
n-1
-czas rzeczywisty r=t-t; 0<7= Z <l (1)
i=0
-czas ‘mikro’ 7 = t-1,0<7; <T, Ti=t;, -, 2)
-zmienna p= 7/ 7, gdzie 0<p <1,

n-1{

-zmienna p;= 7,/ T, p= Z kip, 3)
i=0

-wspétczynniki wypelnienia k; =T;/ T,

n-1
D k=1 (4).
0 =0

W dziedzinie wartosci sygnatu wyrdzniono:
-mikrofunkcje xi{ ;)=x(t)-x(1;), dla t; <t <t;,,,
x(t)=x"(n)dla x(t)> x(t)oraz x(7)=x(7)
dla x(t)< x(t;),

-mikrofunkcje unormowane h= x{7) / x(T)),
dla O<h; <1,
-funkcje unormowane A,k

n-1 n-1
O<h*= Z hiri" <l,oraz O<h' = Z hri <1,
i=0 i=0

-wspblczynniki normy r;*,r/,
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n-/
= xMTY Y xHT)
i=0
n-1
ri=x(T) Y, x(T).
i=0
Mikrofunkcje x; maja wiasciwosci:

Oz;)j#i
x(7)= .. ()
x(7,)Jj=1
Wynika stad, ze w czasie rzeczywistym z
funkcja xi(7) przyjmuje nastgpujace warto$ci
i

0,0<7<) T,

x{7)=

Wykazano [1], ze sygnaly sinusoidalne
zawieraja mikrofunkcje h; o wlasciwosciach
sygnatu przejsciowego h;=1/2(1-cosmt/T;). Funkcje
h* h pozwalaja wyrdzni¢ 4 grupy sygnatéw:

1-o statej warto$ci, jesli #*,h” sq nieokreslone,

2-rosnace  (niemalejace), gdy A* okreslone,
A nieokreslone,

3-malejace (nierosnace), gdy h* nieokreslone,
h okres$lone,

4-malejace lub rosnace naprzemian w przedziatach
czasu 7; dla ktérych istniejg h*, A

Sa to sygnaly deterministyczne i stochastyczne.

Sumy i réznice h*,h wyznaczaja funkcje ztozone

H,H, o postaci H; =(h* + k" /2 ,H,=(h" - I )/2.

Funkcja H; rosnie  (niemaleje) od 0 do [

w przedziale 7, natomiast H, posiada lokalne

ckstrema wewnatrz przedzialu zmiennosci T,

a) b)

przyjmujac wartosci zerowe na jego koficach.
Sygnaly przejsciowe, dla ktérych istnieja h"h
przyjmuja wiec posta¢ funkcji czasu:

xX(t)=x(to)+X(T)H ,+(X"-X )H,. N

Jest to model matematyczny sygnatu nalechego do
grupy 4gdzie

n-1 n-l
X=Y xMT)X=Y. x(T).  ®
i=0 i=0

Wiasciwoéci H, ma funkcja (!-cos(nw/T))/2
utworzona z mikrofunkcji k; -sktadowych sygnatéw
okresowych sinat, cosax. Ze wzgledu na czestosc
wystepowania obu funkcji w opisie i analizie
sygnatéw okresowych, funkcje H; =(1-coszz/T;)/2
nalezatoby uzna¢ za wzorcowa funkcje dla
nieokresowego sygnatu przejéciowego.
Wiasciwosci funkcji H, ma szereg
trygonometryczny Fouriera zlozony z sinuséw

M
o postaci: H,= Z b, sin(knv/T).
k-1

Funkcje szeregu sa ortonormalne w przedziale
[0,T]. Wprowadzenie funkcji H, o proponowanej
postaci umozliwi obliczenie czasu trwania procesu
przejsciowego, oraz wartosci ustalonej dla wzorca
odtworzonego na zbiorze wartosci sygnatu metoda
aproksymacji $redniokwadratowej. Funkcja H.

pozwala analizowa¢ powstala réznice pomigdzy
rzeczywistym sygnatem przejsciowym i odtwo-
rzonym na nim przebiegiem funkcji wzorca.
Funkcje H,H, moga by¢ uzyte takze do analizy
innych sygnaléw niestacjonarnych.

<

Rys.1. Wykresy czasowe: a-sygnat w czasie 7, b- sktadowe sygnatu w czasie 7,
c-skladowe sygnatu w czasier;
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3. APROKSYMACJA SYGNALU
PRZEJSCIOWEGO PREDKOSCI
OBROTOWE]

Przedmiotem analizy jest wykres czasowy
(rys.2)  rozbiegu  silnjka  asynchronicznego
zarejestrowany W postaci napigcia na wyjsciu
pradnicy tachometrycznej sprzgzonej z silnikiem.
Celem analizy jest aproksymacja krzywej rozbiegu,
oraz obliczenie parametréw charakteryzujacych
proces przejSciowy: czas opdznienia rozruchu, czas
narastania i wartos¢ ustalona  procesu
przejsciowego.

3.1.Wyznaczenie parametrow sygnalu

WartoSci parametréw zostang wyznaczone
metoda Sredniokwadratowej aproksymacji sygnatu

niemalejacymi funkcjami ¢ tworzacymi sume
Z @( 1), gdzie:
(/]
-¢o( 1)=ay 0s1,<T,, 057<T, 9)
-Bi(t)=a,/2(1- cosnty/T;), 0s7; <T},
T057g0+ T,

-¢i(1)=a;, Ty+T,;<<T,
-3 0)=0,051<T, To+ T <t<T, T=Ty+ T, +T,,
przy czym Ty-czas op6Znienia rozruchu,
T,-czas narastania do wartosci ustalonej,
T)-czas trwania stanu ustalonego,
ag-stata, wyznaczona na odcinku T,
a;-warto$é ustalona.

Dla ulatwienia obliczen wprowadzamy
wspéiczynniki:  ko=Ty/T, k,;=T/T.Wsp6iczynniki
a;k; wyznaczamy minimalizujac réznicg

1 2
sredniokwadratowa I(x - Z(ﬁ, Jdr =R’ (10).

0 i=0

Dla danych w postaci N prébek w  réwno-
oddalonych punktach na odcinku T=(N-1)T, zapis
réznicy przyjmie postac:

N-1 2 ‘
Z(x(nﬂ)— z¢,(nTY ) = R? | gdzic N jest
n=0) i=0
liczba prébek w przedziale 7,7, jest okresem
prébkowania, n jest numerem kolejnej probki.

Warto$ci a; kp, dla odcinka op6znienia
wyznaczamy na podstawie zaleznosci:

kT

OR./8ay= _[(x»a())dz'=0 (1)
0

Wyznaczona stad warto$¢ $rednia
kyT

ay=(1/k,T) j( x)d7 staje si¢ funkcja zmiennej
0

ko. Warto$¢ ky wybieramy z warunku

(8R."/8a)( Say/Sko)=
k,T

= [(x-a,)(6a,/ &, )dr=0. (12)
0

Wartosci zerowe pochodnej day/dk, wyznaczaja
chwile k,T sposréd ktérych wybieramy czas
op6znienia Ty procesu przejsciowego.

Wartosci a,k; wyznaczamy z warunkéw:

N
&R /=Y (x,(n)-a,C,)C, =0 (13

n=ny

N
&RY/k= D (x,(n)~a,C,)D, =0, (14)
n=ny,
gdzie x;=x(n)-ayp,C,=1I- cos(mn-ny)/k;N),
przy czym C,=2 dla (n-ny)=> kN,
D,=(n-ny)sin( mn-ny)/k;N), przy czym D,=0
dla (n-ng)2 k;N.
Vv

\2

v [ vV Y
A AN 7~
AA A AN
a]
| | I | 1 | ] I | I I i | 1 I | | 1 I L
15 20 25 n-ng, 30
I 1 ! -
To 50 Tyt Ty 150 200 t[ms] T

Rys.2. Wykres czasowy rozbiegu silnika elektrycznego

Obliczenia ~ wykonujemy  metoda iteracyjna
wybierajac warto$ci k,” dla j-ej iteracji, a nastepnie
wyznaczajac wartoci a,”. Z warunku (13)
otrzymujemy warto$é

a=( Y ((x,(n))C, )/ > C?,

nony

(15)

n=ny,
a z warunku (14) otrzymamy warto$¢ okreslong
wzorem (16).
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N N
a=( Y ((x;(n=ny))D,) /Y. C,D, (16)

h=hny n=ny,
Wybierajac &, dazymy do minimalizacji réznicy
ai’- a . Jezeli a,”> a;” to dla kolejnej j+1
iteracji nalezy wybraé k,"*"< k,. Dla przeciwnego
przypadku zmieniamy zwroty nieréwnosci.
Zbieznosé procesu iteracyjnego mozna
przyspieszy¢, jezeli wybierzemy doslatecznie
bliskie wartosci k,, k,7*", tak aby a,;,/”> a;;”, oraz
a"<a; ", a nastepnie wyznaczamy réwnanie
prostych przechodzacych przez pary punktéw
a;Va;" oraz a,?, a7, Wspéirzedne punktu
przecigcia prostych wyznacza wartoSci a;, k;
odpowiednio réwne:

a[_(a”(jj) a14j+[) - dy ()a”(j /))/
(a”(j)_ al4(/)_+_al4(j+1) (/+/)) 17)
ki=((ay-ai”Ma""-a”)k, S V-k,)+k, 0 (18)

Schemat obliczefi iteracyjnych wyjasnia rysunek 3.
Wartosci  obliczanych — parametréw sygnahu
0znaczono na rysunku 2.

a14
(j+1)
al3 e
)
e (a,,k)) a3
14
} }
(J+D) (€2}
k] kl

Rys.3. Schemat iteracyjnego
wyznaczania parametréw ak;

3.2. Aproksymacja roéznicy sygnalu i funkeji
wzorca

Po obliczeniu parametréw sygnatu funkcje wzorca
odejmujemy od funkcji x(¢) opisujacej sygnal,

2

(7)=x(t)- Z #(7)
i=0

przeksztalconym  szeregiem

a powstala réznice

aproksymujemy
sinuséw:

o)=Y bysin(kr(t-T)) (T -T,)) (19)

k=1

o wyrazach ortogonalnych w przedziale T,<7<T.
Wspéiczynniki rozwinigecia b, obliczamy metoda
najmniejszych kwadratéw minimalizujac wartos¢
wyrazenia:

I r(t)- Zb sm(k;r 5)) dr=R% (2

=T, 0
0)
stad
T
b= r(7)sin k7r dr 21
‘ O,JTO() (kz— )

Dla dyskretnych wartosci r(zTy) wspoétczynniki
obliczamy postugujac si¢ wyrazeniem:

b= r n)sm(k;r ° ), (22)
N- By nzno( ( No
gdzie

= > b, sin k7z 0), (23)
Hn)= Z ( N_no

jestréznica pokazang na rysunku 4.

Y

25 n-n,

Rys.4. Wykres wartosci r6znicy r(n)

Wartosci wspétczynnikéw b, obliczonych przy
uzyciu wzoru (22) aproksymujacego roznice r(n)
zamieszczono w tabeli 1.

Sredni blad aproksymacji [3] réznicy r(n) wynosi
M=0,566888437mm.
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Tab.l.Wartosci wspélczynnikow by

hi‘ Wartosé bk l'l.}'k Wartosé bk

b, -0,467439014 | b, 1,003578088
b 1.392942074 by 2,115241055
b5 3,680051256 by 2,111890637
b -0,337873765 | by -0,29008791
by 0,025397977 b -0,265896585

4. PODSUMOWANIE

Model matematyczny sygnalu przesciowego (7)
zawiera funkcje generowane wewnatrz przedzialow
czasu mikro 7 tworzacych czas rzeczywistyz Poza
przedzialami wlasciwego im czasu funkcje te
przyjmuja wartosci  stale.  Przeciwdziala to
powstawaniu  dodatkowych  segmentéw,  ktére
wystepujg w przebiegu aproksymujacym sygnal
FZECZY WISLY z uzyciem SZeregow
trygonometrycznych — Fouriera.  Prowadzi  do
zmniejszenia  bledéw aproksymacji na koncach
przedziatu czasowego.

Model  umozliwia wybor  funkcji
aproksymujacych  odpowiednio do  potrzeb.
W przedstawione] pracy zastosowano mikrofunkcje
(l-cosnt/T, )/2 tworzaca sygnaly harmoniczne.
Mikrofunkeja ta postuzyla do utworzenia funkcji
wzorca,  wyznaczajgce]  parametry  sygnalu
przejsciowego: czasy opdznienia 1 narastania oraz

wartosc ustalong. Funkcja wzorca rozdzielila sygnal
na skladowq deterministyczng i pozostalg rdznice o
cechach niestacjonarnego sygnalu losowego. ktorg
w  przedziale  zmiennosci  aproksymowano
przeksztalconym szeregiem sinusow. W przypadku
okresowo ponawianej analizy sygnalu
przejSciowego, otrzymane wartosci w dziedzinie
czasu i amplitudy stajg si¢ zrédiem informacji
diagnostycznej o stanie technicznym  silnika.
Okreélone na podstawie zmian czasowych tych
wartosci  trendy moga by¢  wykorzystane
w prognozowaniu stanu lechnicznego silnikow
o réznych rozwiazaniach konstrukcyjnych.
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