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Summary

The paper presents the application of the theorglasticity used to model and engineering analgs$ia thin walled bar
element by means of the finite element methodrélagons are presented, especially those that eamstress-hardening
phenomenon in the constitutive matrix of the elastastic material model.

WYBRANE ZAGADNIENIA TEORII PLASTYCZNO SCI .
W ZASTOSOWANIU DO ELEMENTU SKO NCZONEGO PRETA CIENKO SCIENNEGO

Streszczenie

W artykule przedstawiono wybrane zagadnienia tqmastyczngci w zastosowaniu do budowyefa cienk@ciennego sto-
sowanego do modelowania i prowadzenia analiz ngesteimentow skiwzonych. Omoéwiono podstawowe @ki fizyczne z
uwzgkdnieniem wzmochienia plastycznego w macierzy kintyptynej modelu sptysto-plastycznego.

Wprowadzenie

W mechanice ciala statego przy opisiezoloych sta-
néw napezen w zakresie sgrysto-plastycznym postugu-
jemy st dwoma podstawowymi teoriami plastycZop a
mianowicie: teor deformacyja (Nadaia-Hencky'ego) i
teoria plastycznego plyrtcia (Prandtla-Reussa) [1, 2, 3].
Deformacyjna teoria plastyczém powstata w pewnym
sensie przez ekstrapolacywiazkdéw konstytutywnych li-
niowej spezystaici na stany spgysto-plastyczne, lecz wa-
da tej teorii, ograniczaca mozliwosci jej stosowania jest
to, ze mae by ona wykorzystywana wytznie do pro-
stych stanow obaten, tj. takich, gdzie zmiana wszystkich
skladowych tensora nagienia jest proporcjonalna. Niedo-
godndci tej jest pozbawiona teoria plastycznego pgid,
ktéra zostanie wykorzystana do zbudowania macikozy
stytutywnej opracowywanego elementuwtpr cienkdcien-
nego.

Zwiazki konstytutywne

W zaleznosci od rodzaju deformacji, po pojawieniw si
pierwszych odksztatgée plastycznych w elemencie &2
materiatu przechodzi w stan plastyczny, as€zanaze po-
zostawa sprzysta. Jeeli wystapi przyrost skladowych na-
prezen, to wyshpia réwniez odpowiednie przyrosty od-
ksztalcdi, ktére mana podziekk na czs¢ sprzysty i czesé
plastycza.

de; =def +de. (1)
Przyrost odksztalgesprzystych jest zwizany z przy-

rostem napzen za pomog rownania konstytutywnego li-
niowej spezystasci:

T = Auéu 7))
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gdzie:g; i &y sa sktadowymi tensora nagtenia i odksztat-
cenia, aAyq jest tensorem statych sgystych, ktéry dla
materiatu izotropowego ma poéta
Ay = Adij Oy + U0y 5jl + U0, 5jk - 3)

Tutajl i 4 s statymi Lameé, & jest symbolem Kronec-
kera;

ldai=j
i { 4)

Odlaizj’

Jezeli przyrost odksztalcenia sgystego roziaymy na
cze$¢ dewiatorowy i czgsé kulista, wtedy
do, 1-2v
U

Aby wyprowadzt zaleznosci migdzy sktadowymi od-
ksztatcenia plastycznego i przyrostami rapnia, naley
przyja¢ dodatkowe zalzenia zwihzane z zachowaniemesi
materiatu. Przyjmiemy [1]ze przyrost odksztalcenia pla-
stycznego jest proporcjonalny do przyrostu ragmia,
Zwigzanego z potencjatem plastyczn@nt;.:

0Q
Gl
Tutaj dl jest pewnym wspoétczynnikiem proporcjonal-
nosci zwanym ,mnanikiem plastycznym”. Zwjzek (6)
jest nazywany prawem plastycznego pigia i opisuje
proces plastycznego phgtia po osignieciu warunku pla-
styczndci. Potencjat plastyczn® moze by funkcja dru-
giego i trzeciego niezmiennika dewiatora r@pnia
I, 1 1;. Zwiazek f=Q (tutajf jest funkcp plastycznego
ptyniecia) ma szczegodlne znaczenie w matematycznej teorii
plastycznéci. Dla tego przypadku nioa sformutowa

®)

de = (6)
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niektére zasady wariacyjne i dowody jednoznaéeznmz-
wigzan. Tozsamd¢ f=Q jest wana, poniewa stwierdzono,

ze zarownd, jak i Q sa funkcjami niezmiennikow, i 1.

W zapisie tradycyjnym z uwzglnieniem warunku pla-
stycznégci H-M (Hubera-Misesa) zateos¢ (10) prze-
ksztatca si do nastpujacego uktadu rowna

Zatozenie to prowadzi bezgmednio do tzw. stowarzyszo- 2& - g
nego prawa plyrtia o postaci; (o,-0,)t0,-0,=—"—"0,,
365p 3 & Y
de? =d1-0 g 28 &
% o) (7) *(o,-0,)+0,-0, == 'z
JIJ 3G€ip 3 Eip
Z prawa tego wynikaze Of /ao—ij jest wektorem w g 2§ —gS
. : : . (g,-0,)t0,-0,=———"0, (11)
kierunku normalnym do powierzchni plastycznego ftyn 3G£p 3 &P
cia w rozwaanym punkcie tej powierzchni, jak na rys. 1. ) :
Skltadowe przyrostu odksztalcenia plastycznegpa o, Ty + _O0y Ny
trzebne do realizacji sumowania wektorowego w irzes o~ ap ‘XY o ap ’
: : , . 3G & 3 &
ni n — wymiarowej, celem uzyskania wektora normalnego !
do powierzchni ptynicia. W przypadku szczeg6lnym, gdy O'Y _oy )(yz
f= 1, mamy: G gp vz — 3 é‘p )
of _ol, _ G layr, = n
20, “a0, % ® we Ty

[

gdzieoy jest granig plastycznéci przy prostym rozeiga-

i zwiazek (7) przyjmie posta
sci.

deP =dAd, ©

nazywam stowarzyszonym prawem phaaia Prandtla-
Reussa. Nalg jednak zwréai uwag;, ze tak sformutowa-
ny zwiazek konstytutywny daje zadowadag wyniki po-
twierdzone déwiadczalnie dla materiatow agliwych, w
tym metali i ich stopow, lecz brak potwierdzeniaraydat-
nosci tej teorii dla materiatéw kruchych [1].

Wykorzystupc zalenosci (1), (5) i (6) otrzymamy podsta-
wowy zwigzek konstytutywny dla materiatu o w&wo-
sciach spgzysto-plastycznych.

niu. Do réwna tych naley dokczy¢ prawo zmiany olgjo-

Warunki plastycznosci

Oprécz zwazkéw fizycznych teorii plastyczioi nale-
zy dokon& wyboru odpowiedniego warunku uplastycznie-
nia w ztawonych stanach nagren. Warunek plastyczrigi
okresla poziom napgzen, przy ktérym rozpoczyna gipro-
ces uplastycznienia w zionych stanach nagren. Mozna
go przypé¢ w postaci

f(gy) =k(X).

gdziek jest parametrem materialowym, ktéry wyznaczamy

(12)

doswiadczalnie. Parametr ten v by funkcja pewnego

do,
de; =04 ﬂa‘ do dAi
2u E 00,

1

(10)

parametru wzmocnienig ktéry omowiony zostanie w na-
stepnym podrozdziale. Z fizycznego punktu widzenia do-
wolny warunek uplastycznienia m® by niezaleny od

potozenia przygtego ukladu wspohenych i dlatego po-
winien by funkcja wylacznie trzech niezmiennikow stanu

napezenia.

powierzchnia plynicia plastycznego f=

Rys. 1. Interpretacja geometryczna warunku prostimde w procesie ptynicia plastycznego

Fig. 1.
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(13)

5 :gaijajkaki.

Badania déwiadczalne, jakie przeprowadzit Bridgeman [2]

wykazaly,ze rownomierne énienie hydrostatyczne, zuyi
zane z pierwszym niezmiennikiehy nie ma wpltywu na
odksztatcenia plastyczne, dlatega fankcja plastycznego
ptyniecia f zalezy jedynie od drugiego i trzeciego nie-
zmiennika dewiatora nagrenia | , i 15,

- 1
g; =05 _ga_ijakk!
czyli;
f(l,,15) =k(x) (14)

Jak doid, opracowano wiele #tiych warunkéw pla-
styczndci, jedne dotycgz materiatéw cigliwych, a inne —
kruchych. Dla metali najeZciej stosowany jest energe-
tyczny warunek plastyczoi Hubera-Misesa i warunek
oparty o najwiksze napgzenia $cinajace, zwany warun-
kiem plastycznéci Treski:

Warunek plastycznaici Hubera-Misesa

M.T. Huber (1905) oraz R. von Mises (1913) dowiggé

na uplastycznienie materiatu gtéwny wplyw ma energi
zwigzana z odksztalceniem czysto postaciowym, ktora wy- *

raza sk przez drugi niezmiennik dewiatora negenia, tj.

1 =k, (15)

gdziek jest pewn stah materiatow wyznaczan doswiad-
czalnie. Drugi niezmiennik dewiatora napenia, wyraony
przez napgzenia gtéwne i dowolne, ma poéta

1 0 0
I, =§0—ij0_ij =6[(01_02)2 +(0, +U3)2 + (o, +01)2]=

2
zx?

_ 1 2 2 2l .,
S SR MR

(16)
gdzie g, 05, 03 Sa hapkzeniami giébwnymi ogdlnego stanu
napezen.

Warunek plastyczrigi (15) mana réwnie przedstawd
w postaci:

7 =31, =3k a”)
gdzie:

_ 3 ==

o= \/;/J” o; (18)

Tutaj O jest nazywane nagreniem efektywnym, lub
intensywndcia napezen. Istniep dwie r&ne interpretacje
fizyczne warunku plastyczdoi Hubera-Misesa. Nadai
(1937), jeden z wspotwoércéw deformacyjnej teoria-p
stycznaci, wprowadzit tzw. scinajace nap¢zenie oktae-
drycznery
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(19)

reprezentujce napgzenie trce wystepujace nasciankach
osmioscianu foremnego, ktérego wierzchotki pokrywaje
z kierunkami napzen gtéwnych.

Pocatek uplastycznienia me wiec by utazsamiany z
osiagnieciem przez napeenie T, pewnej wartéci kry-
tycznej. W ptaszczanie napgzen gtownych ,, 0, waru-
nek plastycznéci Hubera-Misesa odpowiada elipsie, ktorej
osie gléwne snachylone poddtem 45 do osi gtéwnych.
Fizyczne wart&¢ statejk maze by wyznaczona na pod-
stawie préb wytrzymakziowych przy jednoosiowym roz-
ciaganiu. W przypadku czystego $cinania
(U1 =-0,, 0;= 0) nalezy wykorzysta warunki (15) i
(16), w ktérych statk musi by réwna granicy plastyczno-
§ci przy czystymécinaniu, co odpowiada granicy plastycz-

V3K przy
(0g,=0;=0).

nosci jednoosiowym rozeganiu

Warunek plastyczndici Treski

Treska (1934) stwierdzike o uplastycznieniu materiatu
decyduji maksymalne napzenia trce 7. Jezeli nape-
zenia gléwne upomgdkujemy w taki sposoéb, ze
g, 20,20, , wtedy plastyczne ptyatie rozpocznie
sie w momencie, gdy:

g, =05 =Y(X) (20)
Tutaj Y jest pewnym parametrem materiatowym, ktory
jest wyznaczany dwiadczalnie i ktéry rowniz jak w wa-
runku plastyczngci Hubera — Misesa, me by funkcja
parametru wzmocnienigy. Przy wziciu pod uwag
wszystkich pozostatych ekstremalnych rgpfi tnacych,

np. 0, —0,,9dy 0, 2 0, 2 0,, mena wykaza, ze ten
warunek plastyczrigi moze by w przestrzeni napgen
gtownych oy, 65, o3 reprezentowany przez powierzchni
nieskaiczenie diugiego cylindra o podstawie 8Zekata
foremnego, ktéregosojest nachylona pod takimi samymi
katami do wszystkich osi gtownych 1, 2 i 3. Gdy fujeke
plynigcia plastycznegd zalery wytacznie odl, i I3, to
mozna p zapisé w postaci f(o, —0,,0,—0;) i
wowczas W ukltadzie wspokdnych 0, —0;; 0, — 0,
wykres funkcjif=k jest reprezentowany szgokatem wpi-
sanym w elips Hubera — Misesa [1].

Ogo6lnie wykazanoze dla zagadnie konserwatywnych
[1, 3] powierzchnia plastycz§o musi by wypukta.

Warunek plastyczndci Druckera-Pragera

Ten warunek plastyczio jest pewn odmiar warun-
ku Hubera — Misesa. W warunku tym uwgdhiony zostat
wplyw czgsci kulistej tensora naptenia na uplastycznienie
materiatu, przez uwzefinienie dodatkowego sktadnika o
postaci:

al, +41, =K,
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gdzie:
2sing 6Cccosyp

‘7=J§@+sm¢y :¢§@+sm¢y

a ¢ jest latem tarcia wewegtrznego.

(22)

Wzmaocnienie plastyczne

Wigkszas¢ modeli ciat spgzysto-plastycznych stosowa-
nych na przyktad w zagadnieniach technologii prikiro
plastycznej nie uwzgtinia wzmocnienia materiatu (teoria
Levy-Misesa). Wgkszas¢ probleméw konstrukcyjnych
uwzgkdniajacych teorg pretdw cienkdciennych wymaga
jednak uwzgidniania wzmocnienia materiatu. Po gugiie-
ciu punktu na pocgkowej powierzchni plastycznego pty-
niccia dalszemu narastaniu waito sktadowych tensora
napezenia mae towarzyszy zjawisko wzmocnienia (lub
umocnienia) materiatu, co wywotuje zmiapotazenia po-
wierzchni plastycznego phyggia na kolejnych krokach od-
ksztalcenia. Jest rzecoczywist, ze materiat spizysto-
idealnie plastyczny ma stapowierzchng plyniecia. Mate-
riat o wiasciwosciach spgzysto-plastycznych mie podle-
ga réznym prawom umocnienia, a mianowicie:

- izotropowemu (réwnomierne rozszerzanie¢ Spo-
wierzchni plastycznii przy nieruchomym poatku,
jak narys. 2),

kinematycznemu, gdzie naptijje ruch powierzchni
ptyniecia bez zmiany jej ksztaltu,

moze wystpowa® jednoczesne rozszerzaniee §o-

A
poczitkowa O2

powierzchnia ptynicia

-p_ |2 bAop
= : _de” =, |=,/delde]
wzmochienie izotropowo-kinematyczne (rys. 3), gdzie 3 L

wierzchni ptyngcia i przemieszczanie ¢sisrodka tej

powierzchni.

Wzmocnienie typu kinematycznego lub izotropowo-
kinematyczne jest zwkane z wysfpowaniem tzw. efektu
Baushingera przy ohgieniach cyklicznych.

Stopniowe rozszerzanieggpowierzchni ptynicia maze
by¢ opisane przez zazanie granicy plastyczgoi (lub na-
prezenia uplastyczniagego) k z odksztatlceniem plastycz-
nym za pomog parametru wzmocnienig . Mozna tego
dokon& dwoma sposobami. Po pierwsze nglavysuraé
tez, ze stopi@ umocnienia materiatu jest wagznie funk-
cja catkowitej pracy odksztalcenia plastycznéfig tj.:

X=W,, (23)
gdzie:
W, = I o,del . (24)

Tutaj dé‘ij” oznacza sktadowe odksztatcenia plastycz-

nego na kadym przyrdcie odksztatcenia. Mma réwnie
przypisa& parametrowiy miar catkowitego odksztatcenia
plastycznego, nazywanego plastycznym odksztalceniem
efektywnym, lub intensywnigia odksztatcenia, zdefinio-
wanym jako:

(25)

obciazenie

Rys. 2. Wzmocnienia izotropowe
Fig. 2.

obciazenie

o, A

poczitkowa
powierzchnia plynicia

aktualna powierzchnia
plynigcia

Rys. 3. Wzmocnienie materiaiu izotropowo-kinemanhez
Fig. 3.
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W nastpnym podrozdziale przedstawiona zostaniedf>0, oznacza obgfenie plastyczne (wlaska plastyczne

geometryczna interpretacja tego opisu parametru ogzm
nienia na podstawie analizy procesu uplastycznianjad-
noosiowym stanie nagren. Dla tych przypadkéw, gdzie
zaktada si iz plastyczne plyricie jest niezaline od czsci

kulistej tensora napgenia, tj. dé’iip =0 , wynika, ze
de,” = d&/. Dlatego zwizek (25) mana przedstawi w
postaci:

_ 2 o
de® = \/;,/dgijpdgijp

a parametr wzmochnienjazostaje zdefiniowany jako
x=£° (27)
Tutaj &Pjest przyrostu

d& P wzdhuz calej sciezki odksztatcenia. Wiasto ta na-
zywana jest umocnieniem. W dalszymagti przyjmowa
bedziemy wyhcznie wzmocnienie izotropowe.
Stany napgzen, dla ktérychf= k, reprezenty stany
plastyczne. Jeeli f<k, to nastpuje odcizenie spgzyste. W
stanie plastycznym, dla ktéredok, przyrost funkcji pty-
nigcia wywotlany przyrostem skladowych tensora napr
nia wynosi
df =idaﬁ
d0;

W przypadku, gdy:

df<0, wyskpuje spezyste odcizenie (opisane np. uogol-
nionym prawem Hooke'a) i nagtenia wracaj do
wewnatrz powierzchni plyricia,

df=0, oznacza proces neutralny (wlastiomateriatu od-
powiadaj materialowi idealnie plastycznemu),
gdzie punkt w przestrzeni napen pozostaje na
powierzchni ptyrgcia,

(26)

wynikiem catkowania

(28)
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dla materialu umacniagego st), przy czym punkt

W przestrzeni nageen pozostaje caly czas na roz-

szerzajcej st powierzchni ptyngcia plastycznego.

Przedstawione powgj podstawowe zwkki teorii pla-

stycznego ptyricia i warunki plastyczriei zostan wyko-
rzystane do opisu macierzowego, powszechnie stomwa
go w metodzie elementéw shkeronych. W szczegdlgoi
przedyskutowé nalezy alternatywi postg& warunkéw pla-
styczndci dla celdw obliczé numerycznych, gdzie funkcja
plastycznego plyrtia f jest wyra&ona przez niezmienniki
stanu napgzenia.

Literatura

[1] Hill R., The Mathematical Theory of Plasticity. @x#
University Press, 1950

[2] Bridgeman P. W.: Studies in Large Plastic Flow and
Fracture, Mc Graw- Hill, New York, 1952

[3] Hoffman O., Sachs G.: Introduction to the Theory of
Plasticity for Engineers, Mc Graw-Hill, 1953

[4] Bushnell D.: Plastic Bucling of Various Shells. fsac-
tions of ASME, Vol.104, 1982, p. 51-72

[5] Zielnica J.: Analiza speysto-plastycznych uktadow
dwuwymiarowych metog elementéw skaczonych w
zakresie diych przemieszcze ZNPP, Mechanika,
1998, s. 165-185

[6] Zielnica J.: Stateczié powtok spezysto-plastycznych,
WPP, Pozna2001, s. 258

[7] Olejniczak M.; Szczepaniak J.: Metoda elementow
skonczonych w zagadnieniach optymalizacji i projek-
towania konstrukcji nimych maszyn roboczych. Mate-
riaty z IX Krajowej Konferencji Wytrzymaléi i Bada-
nia Materiatéw. Zakopane, wrzesi2000.

,Journal of Research and Applications in Agricultur al Engineering” 2005, Vol. 50(4)



