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SELECTED PROBLEMS OF PLASTICITY THEORY IN APPLICATI ON TO THE FINITE 
ELEMENT OF A THIN-WALLED BAR 

 

Summary 
 

The paper presents the application of the theory of plasticity used to  model and engineering analysis of a thin walled bar 
element by means of the finite element method. The relations are presented, especially those that concern stress-hardening 
phenomenon in the constitutive matrix of the elastic-plastic material model. 
 
 

WYBRANE ZAGADNIENIA TEORII PLASTYCZNO ŚCI 
W ZASTOSOWANIU DO ELEMENTU SKO ŃCZONEGO PRĘTA CIENKO ŚCIENNEGO 

 

Streszczenie 
 

W artykule przedstawiono wybrane zagadnienia teorii plastyczności w zastosowaniu do budowy pręta cienkościennego sto-
sowanego do modelowania i prowadzenia analiz metodą elementów skończonych. Omówiono podstawowe związki fizyczne z 
uwzględnieniem wzmocnienia plastycznego w macierzy konstytutywnej modelu spręŜysto-plastycznego. 
 
 
Wprowadzenie 
 
 W mechanice ciała stałego przy opisie złoŜonych sta-
nów napręŜeń w zakresie spręŜysto-plastycznym posługu-
jemy się dwoma podstawowymi teoriami plastyczności, a 
mianowicie: teorią deformacyjną (Nadaia-Hencky’ego) i 
teorią plastycznego płynięcia (Prandtla-Reussa) [1, 2, 3]. 
Deformacyjna teoria plastyczności powstała w pewnym 
sensie przez ekstrapolację związków konstytutywnych li-
niowej spręŜystości na stany spręŜysto-plastyczne, lecz wa-
dą tej teorii, ograniczającą moŜliwości jej stosowania jest 
to, Ŝe moŜe być ona wykorzystywana wyłącznie do pro-
stych stanów obciąŜeń, tj. takich, gdzie zmiana wszystkich 
składowych tensora napręŜenia jest proporcjonalna. Niedo-
godności tej jest pozbawiona teoria plastycznego płynięcia, 
która zostanie wykorzystana do zbudowania macierzy kon-
stytutywnej opracowywanego elementu pręta cienkościen-
nego. 
 
Związki konstytutywne 
 
 W zaleŜności od rodzaju deformacji, po pojawieniu się 
pierwszych odkształceń plastycznych w elemencie część 
materiału przechodzi w stan plastyczny, a część moŜe po-
zostawać spręŜysta. JeŜeli wystąpi przyrost składowych na-
pręŜeń, to wystąpią równieŜ odpowiednie przyrosty od-
kształceń, które moŜna podzielić na część spręŜystą i część 
plastyczną. 
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 Przyrost odkształceń spręŜystych jest związany z przy-
rostem napręŜeń za pomocą równania konstytutywnego li-
niowej spręŜystości: 
 

klijklij A εσ = , (2) 

gdzie: σij i εkl są składowymi tensora napręŜenia i odkształ-
cenia, a Aijkl jest tensorem stałych spręŜystych, który dla 
materiału izotropowego ma postać: 
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 Tutaj λ i µ są stałymi Lamé, a δij jest symbolem Kronec-
kera; 
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JeŜeli przyrost odkształcenia spręŜystego rozłoŜymy na 
część dewiatorową i część kulistą, wtedy  
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 Aby wyprowadzić zaleŜności między składowymi od-
kształcenia plastycznego i przyrostami napręŜenia, naleŜy 
przyjąć dodatkowe załoŜenia związane z zachowaniem się 
materiału. Przyjmiemy [1], Ŝe przyrost odkształcenia pla-
stycznego jest proporcjonalny do przyrostu napręŜenia, 
związanego z potencjałem plastycznym Q, tj.: 
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 Tutaj dλ jest pewnym współczynnikiem proporcjonal-
ności zwanym „mnoŜnikiem plastycznym”. Związek (6) 
jest nazywany prawem plastycznego płynięcia i opisuje 
proces plastycznego płynięcia po osiągnięciu warunku pla-
styczności. Potencjał plastyczny Q moŜe być funkcją dru-
giego i trzeciego niezmiennika dewiatora napręŜenia 

32 i II ′′ . Związek f≡Q  (tutaj f jest funkcją plastycznego 

płynięcia) ma szczególne znaczenie w matematycznej teorii 
plastyczności. Dla tego przypadku moŜna sformułować 
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niektóre zasady wariacyjne i dowody jednoznaczności roz-
wiązań. ToŜsamość f≡Q jest waŜna, poniewaŜ stwierdzono, 

Ŝe zarówno f, jak i Q są funkcjami niezmienników 32 i II ′′ . 

ZałoŜenie to prowadzi bezpośrednio do tzw. stowarzyszo-
nego prawa płynięcia o postaci; 
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 Z prawa tego wynika, Ŝe ijf σ∂∂  jest wektorem w 

kierunku normalnym do powierzchni plastycznego płynię-
cia w rozwaŜanym punkcie tej powierzchni, jak na rys. 1. 
 Składowe przyrostu odkształcenia plastycznego są po-
trzebne do realizacji sumowania wektorowego w przestrze-
ni  n – wymiarowej, celem uzyskania wektora normalnego 
do powierzchni płynięcia. W przypadku szczególnym, gdy 
f= I 2
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i związek (7) przyjmie postać: 
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nazywaną stowarzyszonym prawem płynięcia Prandtla-
Reussa. NaleŜy jednak zwrócić uwagę, Ŝe tak sformułowa-
ny związek konstytutywny daje zadowalające wyniki po-
twierdzone doświadczalnie dla materiałów ciągliwych, w 
tym metali i ich stopów, lecz brak potwierdzenia o przydat-
ności tej teorii dla materiałów kruchych [1]. 
Wykorzystując zaleŜności (1), (5) i (6) otrzymamy podsta-
wowy związek konstytutywny dla materiału o właściwo-
ściach spręŜysto-plastycznych. 
 

ij
kkij

ij
ij

f
dd

E

d
d

σ
λσδϑ

µ
σ

ε
∂
∂+−+= 21

2

'

 (10) 

 W zapisie tradycyjnym z uwzględnieniem warunku pla-
styczności H-M (Hubera-Misesa) zaleŜność (10) prze-
kształca się do następującego układu równań: 
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gdzie σY jest granicą plastyczności przy prostym rozciąga-
niu. Do równań tych naleŜy dołączyć prawo zmiany objęto-
ści. 
 
Warunki plastyczności 
 
 Oprócz związków fizycznych teorii plastyczności nale-
Ŝy dokonać wyboru odpowiedniego warunku uplastycznie-
nia w złoŜonych stanach napręŜeń. Warunek plastyczności 
określa poziom napręŜeń, przy którym rozpoczyna się pro-
ces uplastycznienia w złoŜonych stanach napręŜeń. MoŜna 
go przyjąć w postaci 

)()( χσ kf ij = , (12) 

gdzie k jest parametrem materiałowym, który wyznaczamy 
doświadczalnie. Parametr ten moŜe być funkcją pewnego 
parametru wzmocnienia χ, który omówiony zostanie w na-
stępnym podrozdziale. Z fizycznego punktu widzenia do-
wolny warunek uplastycznienia moŜe być niezaleŜny od 
połoŜenia przyjętego układu współrzędnych i dlatego po-
winien być funkcją wyłącznie trzech niezmienników stanu 
napręŜenia. 

                   
 
Rys. 1. Interpretacja geometryczna warunku prostopadłości w procesie płynięcia plastycznego 
Fig. 1.  
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Badania doświadczalne, jakie przeprowadził Bridgeman [2] 
wykazały, Ŝe równomierne ciśnienie hydrostatyczne, zwią-
zane z pierwszym niezmiennikiem I1, nie ma wpływu na 
odkształcenia plastyczne, dlatego teŜ funkcja plastycznego 
płynięcia f zaleŜy jedynie od drugiego i trzeciego nie-

zmiennika dewiatora napręŜenia 32 i II ′′ , 
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 Jak dotąd, opracowano wiele róŜnych warunków pla-
styczności, jedne dotyczą materiałów ciągliwych, a inne – 
kruchych. Dla metali najczęściej stosowany jest energe-
tyczny warunek plastyczności Hubera-Misesa i warunek 
oparty o największe napręŜenia ścinające, zwany warun-
kiem plastyczności Treski: 
 
Warunek plastyczności Hubera-Misesa 
 
M.T. Huber (1905) oraz R. von Mises (1913) dowiedli, Ŝe 
na uplastycznienie materiału główny wpływ ma energia 
związana z odkształceniem czysto postaciowym, która wy-
raŜa się przez drugi niezmiennik dewiatora napręŜenia, tj. 
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gdzie k jest pewną stałą materiałową wyznaczaną doświad-
czalnie. Drugi niezmiennik dewiatora napręŜenia, wyraŜony 
przez napręŜenia główne i dowolne, ma postać  
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 (16) 
gdzie σ1, σ2, σ3 są napręŜeniami głównymi ogólnego stanu 
napręŜeń. 
 Warunek plastyczności (15) moŜna równieŜ przedstawić 
w postaci: 
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gdzie: 
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 Tutaj σ  jest nazywane napręŜeniem efektywnym, lub 
intensywnością napręŜeń. Istnieją dwie róŜne interpretacje 
fizyczne warunku plastyczności Hubera-Misesa. Nadai 
(1937), jeden z współtwórców deformacyjnej teorii pla-
styczności, wprowadził tzw. ścinające napręŜenie oktae-
dryczne τoct  
 

'
23

2
Ioct =τ  (19) 

 
reprezentujące napręŜenie tnące występujące na ściankach 
ośmiościanu foremnego, którego wierzchołki pokrywają się 
z kierunkami napręŜeń głównych. 
 Początek uplastycznienia moŜe więc być utoŜsamiany z 
osiągnięciem przez napręŜenie τoct pewnej wartości kry-

tycznej. W płaszczyźnie napręŜeń głównych 21, σσ  waru-

nek plastyczności Hubera-Misesa odpowiada elipsie, której 
osie główne są nachylone pod kątem 45o do osi głównych.  
Fizyczne wartość stałej k moŜe być wyznaczona na pod-
stawie prób wytrzymałościowych przy jednoosiowym roz-
ciąganiu. W przypadku czystego ścinania 

)0,( 321 =−= σσσ  naleŜy wykorzystać warunki (15) i 

(16), w których stała k musi być równa granicy plastyczno-
ści przy czystym ścinaniu, co odpowiada granicy plastycz-

ności k3  przy jednoosiowym rozciąganiu 

)0( 32 == σσ . 

 
Warunek plastyczności Treski 
 
 Treska (1934) stwierdził, Ŝe o uplastycznieniu materiału 
decydują maksymalne napręŜenia tnące τmax. JeŜeli naprę-
Ŝenia główne uporządkujemy w taki sposób, Ŝe 

321 σσσ ≥≥  , wtedy plastyczne płynięcie rozpocznie 

się w momencie, gdy: 
 

)(31 χσσ Y=−  (20) 

 
 Tutaj Y jest pewnym parametrem materiałowym, który 
jest wyznaczany doświadczalnie i który równieŜ, jak w wa-
runku plastyczności Hubera – Misesa, moŜe być funkcją 
parametru wzmocnienia χ. Przy wzięciu pod uwagę 
wszystkich pozostałych ekstremalnych napręŜeń tnących, 

np. 12 σσ − , gdy 132 σσσ ≥≥ , moŜna wykazać, Ŝe ten 

warunek plastyczności moŜe być w przestrzeni napręŜeń 
głównych σ1, σ2, σ3 reprezentowany przez powierzchnię 
nieskończenie długiego cylindra o podstawie sześciokąta 
foremnego, którego oś jest nachylona pod takimi samymi 
kątami do wszystkich osi głównych 1, 2 i 3. Gdy funkcja 
płynięcia plastycznego f zaleŜy wyłącznie od I2

’ i I3
’, to 

moŜna ją zapisać w postaci ),( 3231 σσσσ −−f  i 

wówczas w układzie współrzędnych 31 σσ − ; 32 σσ −  

wykres funkcji f=k jest reprezentowany sześciokątem wpi-
sanym w elipsę Hubera – Misesa [1]. 
 Ogólnie wykazano, Ŝe dla zagadnień konserwatywnych 
[1, 3] powierzchnia plastyczności musi być wypukła. 
 
Warunek plastyczności Druckera-Pragera 
 
 Ten warunek plastyczności jest pewną odmianą warun-
ku Hubera – Misesa. W warunku tym uwzględniony został 
wpływ części kulistej tensora napręŜenia na uplastycznienie 
materiału, przez uwzględnienie dodatkowego składnika o 
postaci: 

''
21 kII =+α , (21) 
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gdzie: 
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k , (22) 

a ϕ jest kątem tarcia wewnętrznego. 
 
Wzmocnienie plastyczne 
 
 Większość modeli ciał spręŜysto-plastycznych stosowa-
nych na przykład w zagadnieniach technologii przeróbki 
plastycznej nie uwzględnia wzmocnienia materiału (teoria 
Levy-Misesa). Większość problemów konstrukcyjnych 
uwzględniających teorię prętów cienkościennych wymaga 
jednak uwzględniania wzmocnienia materiału. Po osiągnię-
ciu punktu na początkowej powierzchni plastycznego pły-
nięcia dalszemu narastaniu wartości składowych tensora 
napręŜenia moŜe towarzyszyć zjawisko wzmocnienia (lub 
umocnienia) materiału, co wywołuje zmianę połoŜenia po-
wierzchni plastycznego płynięcia na kolejnych krokach od-
kształcenia. Jest rzeczą oczywistą, Ŝe materiał spręŜysto-
idealnie plastyczny ma stałą powierzchnię płynięcia. Mate-
riał o właściwościach spręŜysto-plastycznych moŜe podle-
gać róŜnym prawom umocnienia, a mianowicie: 
− izotropowemu (równomierne rozszerzanie się po-

wierzchni plastyczności przy nieruchomym początku, 
jak na rys. 2), 

− kinematycznemu, gdzie następuje ruch powierzchni 
płynięcia bez zmiany jej kształtu, 

− wzmocnienie izotropowo-kinematyczne (rys. 3), gdzie 
moŜe występować jednoczesne rozszerzanie się po-

wierzchni płynięcia i przemieszczanie się środka tej 
powierzchni. 

 Wzmocnienie typu kinematycznego lub izotropowo-
kinematyczne jest związane z występowaniem tzw. efektu 
Baushingera przy obciąŜeniach cyklicznych. 
 Stopniowe rozszerzanie się powierzchni płynięcia moŜe 
być opisane przez związanie granicy plastyczności (lub na-
pręŜenia uplastyczniającego) k z odkształceniem plastycz-
nym za pomocą parametru wzmocnienia χ . MoŜna tego 
dokonać dwoma sposobami. Po pierwsze naleŜy wysunąć 
tezę, Ŝe stopień umocnienia materiału jest wyłącznie funk-
cją całkowitej pracy odkształcenia plastycznego Wp, tj.: 
 

pW=χ , (23) 
 

gdzie: 
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 Tutaj p
ijdε  oznacza składowe odkształcenia plastycz-

nego na kaŜdym przyroście odkształcenia. MoŜna równieŜ 
przypisać parametrowi χ miarę całkowitego odkształcenia 
plastycznego, nazywanego plastycznym odkształceniem 
efektywnym, lub intensywnością odkształcenia, zdefinio-
wanym jako: 
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Rys. 2. Wzmocnienia izotropowe 
Fig. 2.  
 

                        
Rys. 3. Wzmocnienie materiału izotropowo-kinematyczne 
Fig. 3.  
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 W następnym podrozdziale przedstawiona zostanie 
geometryczna interpretacja tego opisu parametru wzmoc-
nienia na podstawie analizy procesu uplastyczniania w jed-
noosiowym stanie napręŜeń. Dla tych przypadków, gdzie 
zakłada się iŜ plastyczne płynięcie jest niezaleŜne od części 

kulistej tensora napręŜenia, tj. 0=p
iidε  , wynika, Ŝe 

p
ii

p
ij dd εε =' . Dlatego związek (25) moŜna przedstawić w 

postaci: 
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a parametr wzmocnienia χ zostaje zdefiniowany jako 
pεχ =  (27) 

 Tutaj pε jest wynikiem całkowania przyrostu 
pdε wzdłuŜ całej ścieŜki odkształcenia. Własność ta na-

zywana jest umocnieniem. W dalszym ciągu przyjmować 
będziemy wyłącznie wzmocnienie izotropowe.  
 Stany napręŜeń, dla których f= k, reprezentują stany 
plastyczne. JeŜeli f<k, to następuje odciąŜenie spręŜyste. W 
stanie plastycznym, dla którego f=k, przyrost funkcji pły-
nięcia wywołany przyrostem składowych tensora napręŜe-
nia wynosi 

ij
ij

d
f

df σ
σ∂
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W przypadku, gdy: 
df<0, występuje spręŜyste odciąŜenie (opisane np. uogól-

nionym prawem Hooke’a) i napręŜenia wracają do 
wewnątrz powierzchni płynięcia, 

df=0, oznacza proces neutralny (własności materiału od-
powiadają materiałowi idealnie plastycznemu), 
gdzie punkt w przestrzeni napręŜeń pozostaje na 
powierzchni płynięcia, 

df>0, oznacza obciąŜenie plastyczne (własności plastyczne 
dla materiału umacniającego się), przy czym punkt 
w przestrzeni napręŜeń pozostaje cały czas na roz-
szerzającej się powierzchni płynięcia plastycznego. 

 Przedstawione powyŜej podstawowe związki teorii pla-
stycznego płynięcia i warunki plastyczności zostaną wyko-
rzystane do opisu macierzowego, powszechnie stosowane-
go w metodzie elementów skończonych. W szczególności 
przedyskutować naleŜy alternatywną postać warunków pla-
styczności dla celów obliczeń numerycznych, gdzie funkcja 
plastycznego płynięcia f jest wyraŜona przez niezmienniki 
stanu napręŜenia. 
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