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STRESZCZENIE

Praca zawiera opis stanowiska pomiarowego do badania odwréconego wahadta oraz wyniki doswiad-
czen, ktore zostaty uzyskane na tym stanowisku. Ze wzgledu na zastosowanie regulatora liniowo-kwa-
dratowego do sterowania uktadem, artykut zawiera opis modelu matematycznego wahadta, ktéry jest
niezbedny do wyznaczenia parametrow regulacji.

Closed-loop position control of inverted pendulum

Keywords: inverted pendulum, stabilization of pendulum, feedback, closed-loop, LQR

ABSTRACT

The paper contains a description of the measurement system for studying the inverted pendulum and
the experimental results obtained in this system. Due to applied the linear-quadratic regulator, the
article describes a mathematical model of the pendulum, which is necessary to determine the control
parameters.
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1. WPROWADZENIE

Bardzo popularnym wahadtem badanym w au-
tomatyce jest wahadto odwrécone, czyli wahadto
fizyczne, ktérego srodek masy lezy nad jego punk-
tem zawieszenia. Jest to przyktad nieliniowego
uktadu, ktéry charakteryzuje sie wysoka niesta-
bilnoscig. Ze wzgledu na swoje wtasciwosci jest
dobrym obiektem do testowania réznych algoryt-
mow sterowania, zaczynajgc od klasycznych ste-
rowan np. PID, a koriczagc na sterowaniu rozmy-
tym [1] czy tez wykorzystujgcym sieci neuronowe
[2]. Poza tym, ze moze by¢ traktowany jako swo-
isty papierek lakmusowy w sprawdzaniu popraw-
nosci sterowania, ma wiele zastosowan praktycz-
nych: stabilizacja chodu robota, sterowanie lo-
tem rakiety [3], czy popularny ostatnio dwuko-
towy pojazd ,Segway”. Celem pracy jest opisanie
zbudowanego stanowiska pomiarowego wahadta
i przedstawienie wynikéw doswiadczen przepro-
wadzonych na tym stanowisku.

2. MODEL MATEMATYCZNY WAHADtA

Do sterowania wahadtem zostat wykorzystany re-
gulator linowo-kwadratowy (LQR). Aby wyzna-
czy¢ parametry regulatora, konieczna jest znajo-
mos¢ modelu matematycznego uktadu. Za mo-
del wahadta zostat przyjety doskonale sztywny,
jednorodny pret, o masie m i dfugosci /. Jeden
z korncdw wahadta jest punktem zaczepienia, kto-
ry jest umocowany na woézku o masie M. Uktad
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Rysunek 1 Model fizyczny wahadta
Figure 1 Physical model of pendulum

jest umieszczony w polu grawitacyjnym o war-
tosci przyspieszenia g. Przez sterowanie waha-
dtem rozumie sie proces majacy na celu utrzyma-
nie wahadta w pozycji odwrdéconej, podczas gdy
uktad poddawany jest zaburzeniom. Proces ten
polega na przyktadaniu do wdzka sity F, ktérej
wartosci nalezy wyznaczyé za pomocg wybrane-
go regulatora. Jak wczesniej wspomniano, w tej
pracy zostanie wykorzystany regulator LQ.

Na Rysunku 1 przedstawiono model fizyczny ukfa-
du wozek-wahadto, do ktérego opisu zostat uzyty
formalizm Lagrange’a .

Potozenie wdzka opisuje wektor:
r, =(X,0) (1)
Potozenie srodka masy wahadta wzgledem wodzka:

r =%l(sin6’, cosd) (2)

gdzie: 8 — kat wychylenia wahadta od osi y.

Potozenie $rodka masy wahadfa wzgledem po-
czatku uktadu wspotrzednych:

r,=h+r =(§/sin6’+X%/c056’) (3)

Sita dziatajgca na wozek:

F=(F,0) (4)

Oznaczajgc energie kinetyczng uktadu przez T
oraz energie potencjalng przez V mozna zapisac
Lagranzjan:

2 2

mX MX

L=T-V =16’ ’m +1«9 Im X cos(8) +—+——1g/mcos(z9)
6 p 2 2 2

(5)

Podstawiajgc (5) do réwnania Eulera-Lagrange’a
otrzymujemy dwa rownania:

da_a

dt 06 o0

doL o _, (6)
dt oX oX
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Rozwigzujgc réwnania (6) otrzymuje sie:

5 8F —3gmsin(26)+ 46 Imsin(6)
—3mcos(28)+ 5m+ 8M
b 6F cos(8) — 6gsin(8)(m+ M)+ 36*Imsin(6)cos(6)
3Imcos’(8) - 4l(m+ M)

(7)

Otrzymane rownania ruchu beda wykorzystane
do wyznaczenia parametrow regulatora LQ.

3. OPIS STANOWISKA
Uktad sktada sie z trzech zasadniczych czesci: woz-

ka, wahadta oraz urzadzen stanowigcych uktad
sterujacy.

3.1 Wézek i wahadto
Na Rysunku 2 przedstawiono zdjecie wdzka.

Rysunek 2 Zdjecie wdzka, na ktérym umieszczone jest
wahadto
Figure 2 Carriage with pendulum

Podstawowym elementem wodzka jest silnik pra-
du statego z enkoderem (SHINANO KENSHI DX-
050-020E2N0O1 30V/1600rpm 60W), na ktore-
go osi zamocowane jest koto zebate. Za pomocg
aluminiowych profili silnik potgczony jest z fozy-
skiem liniowym, ktére moze przesuwac sie po sta-
lowym watku prowadzgcym. Koto zebate zatozo-
ne na oS silnika spoczywa na listwie zebatej. Przy-
tozenie napiecia do silnika spowoduje jego obrét
i w konsekwencji wézek przesunie sie. Sterowa-
nie wozkiem sprowadza sie, zatem do odpowied-
niej regulacji napiecia przyktadanego do silnika.
U géry wodzka widaé enkoder inkrementalny
(SM23-1800-50/5), na ktérego osce zamonto-
wane jest wahadto w postaci aluminiowej rurki.
Z tytu wdzka zamocowane jest kétko, ktére doci-

ska koto zebate do listwy zebatej. Jest to zabez-
pieczenie przed ,skakaniem” kota zebatego po li-
stwie zebatej, na przyktad podczas gwattownych
hamowan. Masa wdzka wynosi 1,1 kg, masa wa-
hadta 0,06 kg, dtugos¢ wahadta to 0,6 m. Dtugos¢
listwy zebatej, po ktérej moze poruszaé sie wo-
zek, wynosi 0,972 m. Caty uktad przedstawia Ry-
sunek 3.

Rysunek 3 Zdjecie catego uktadu pomiarowego
Figure 3 Photo of the whole measuring system

3.2 Aparatura sterujgca

Sterowanie w petli zamknietej wymaga informa-
cji o aktualnym stanie uktadu. Wychylenie waha-
dta oraz potozenie wdzka mierzone jest za pomo-
cg enkoderéw. Enkoder wahadta wysyta impuls
co 0,1°, a enkoder silnika co 0,1091 mm. Impul-
sy z enkoderéw rejestrowane sg za pomocg mi-
krokontrolera Atmegal6. Sterowanie napieciem
i kierunkiem obrotéw silnika odbywa sie poprzez
sterownik VNH3SP30. Na Rysunku 4 wida¢ mikro-
kontroler wraz ze sterownikiem silnika.

Caty proces zarzadzany jest przez komputer PC,
ktory potgczony jest z mikrokontrolerem za po-
mocg standardu RS-232. Na Rysunku 5 pokazano
idee uktadu sterowania.

i i et

Rysunek 4 Aparatura sterujgca
Figure 4 Equipment control
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Rysunek 5 Schematyczne przedstawienie procesu sterowania
Figure 5 Schematic diagram of the process control

Enkodery wysytajg impulsy do mikrokontrolera.
Mikrokontroler uaktualnia potozenie X, 8 i na z3-
danie komputera (50 razy na sekunde) przesyta
te informacje. Komputer wyznacza predkosci i na
podstawie aktualnego stanu ukfadu wylicza, jakie
napiecie ma by¢ przytozone do silnika. Stosujac
regulacje PWM, program komputerowy wyzna-
cza szeroko$é impulsu i wysyta te informacje do
mikrokontrolera, ktéry przekazuje jg dalej do ste-
rownika silnika.

4. WYZNACZANIE PARAMETROW REGULATORA

Aby przytozy¢ odpowiednig site do wozka nalezy
wyznaczyc jak zalezy ona od napiecia sterujgcego.
Wiedzac, ze moment sity wytwarzany przez silnik
jest proporcjonalny do pradu silnika oraz stosujgc
drugie prawo Kirchhoffa, mozna zatozy¢ postac
sity dziatajgcej na wozek:

F=Cu- C,X (8)

gdzie: u—napiecie przytozone do silnika, X — pred-
kos¢ liniowa wozka, C,,C,— nieznane parametry.
Nieznane parametry w réwnaniu (8) zostaty wy-
znaczone doswiadczalnie. Jawna posta¢ réwna-
nia (8) wyglada nastepujaco:

F=0.625u—2.812X (9)

Wspétczynniki C,,C, uwzgledniaja parametry sil-
nika oraz tarcie wiskotyczne, dziatajgce na wdzek

ze strony listwy zebatej.
Znajac juz postac sity F, mozna przejs¢ do wyzna-
czania parametrow regulatora.

4.1 Parametry regulatora LQ.
Korzystajac z réwnan (7) i (9) mozna napisac row-
nanie stanu uktadu, ktére ma ogdlng postac:

X =Ax+Bu (10)

gdzie: x=(X,X,0,9)T, A i B — macierze stanu,
U — napiecie sterujgce.
Definiujac kwadratowy wskaznik jakosci w postaci:

J =J(C211X2 +Q, X+ Q.0+ Q4492 + Ru®)dt
° (11)
i przyjmujac zgodnie z regutg Brysona[4] :

1 1 1 1

0.12 1022=15z r033=07z'Q44=2_2'R:1

Q, =

mozemy wyznaczy¢ napiecie stabilizujgce waha-
dto w pozycji odwrdconej:

u=—kX—k,X— k,0—k,6=10X +16.099X +74.0496 +14.8156

(12)

Rownanie to dobrze pracuje dla duzych napiec
przyktadanych do wézka. Przy matych napieciach
(a wiec matej sile F) pojawit sie problem z nieli-
niowoscig silnika oraz tarciem statycznym miedzy
kotem zebatym a listwg zebatg. Objawiato sie to
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,myszkowaniem” wdzka wokdt punktu 0 z ampli-
tudg okoto 10 cm. Aby to zniwelowa¢ (nie uda-
to sie tego usunga¢ catkowicie) do réwnania (12)
dodano czton: 1.5exp(—20X?)sgn(X), ktéry pod-
nosit wartosci napiecia przy matych predkosciach.
Ostateczna postac napiecia wykorzystana w ste-
rowaniu:

u=10X +16.099X +74.0496 + 14.8150 + 1.5exp(—20X*)sgn(X)

(13)

5. SWING-UP — PRZEJSCIE Z POLOZENIA DOL-
NEGO (WISZACEGO) DO GORNEGO

Regulator LQR wyznaczony w rozdziale 4 moze
by¢ zastosowany, gdy ukfad jest nieznacznie za-
burzony. Powodem tego jest potrzeba zline-
aryzowania réwnan (7) w punkcie pracy tj.:
X=0,X=0,6=0,0=0. Jezeli uktad znajdzie sie
,daleko” od punktu pracy, parametry regulatora
przestajg by¢ wiasciwe. Aby poradzi¢ sobie z tym
problemem, sterowanie zostato rozbite na dwie
metody: jezeli |6?| <0.4rad stosujemy regulator
LQ, w przeciwnym wypadku stosujemy algorytm
swing-up, ktéry bazuje na rdznicy aktualnej ener-
gii mechanicznej wahadta i energii gdy wahadto
jest w pozycji odwréconej [5].

Rdznica energii wahadfa wynosi:

AE :(%Izmﬁ'2 +%Imgcos(3))—gl7m (13)

Sita F, ktorg nalezy przytozy¢ do wozka wynosi:

F =K AEsgn(6&cos(6)) (14)

gdzie: K — wspofczynnik proporcjonalnosci,
sgn(Bcos(d)) — czton do okreslenia znaku sity.
Z réwnan (9) i (14) mozna wyznaczyé napiecie ste-
rujyce:

u=K’AEsgn(Bcos(6))+4.5X (14)

gdzie K'=9 — wspotczynnik wyznaczony doswiad-
czalnie (metoda kolejnych przyblizen). Wyznaczo-
ne sterowanie (14) zostato uzyte w doswiadcze-
niu.

Aby proces sterowania byt kompletny, nalezy za-
bezpieczy¢ sie przed wyjechaniem wozka za li-
stwe zebatg. Zostato to wykonane w taki sposdb,
ze gdy wozek dojezdza do granicy listwy, napie-
cie sterowania przybiera postaé u=-30X. Dzie-
ki temu wozek zostanie wyhamowany.

6. WYNIKI DOSWIADCZENIA

Rozdziat ten zawiera uzyskane wyniki, przedsta-
wione w postaci wykreséw.

6.1 Swing-up

N
ax| i

0 2 4 5 8
t [s]

Rysunek 6 Sterowanie swing-up

Figure 6 Swing-up control
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Rysunek 7 Pozycja wahadta i wozka w stanie ustalo-
nym

Figure 7 Pendulum and carriage position in the stea-
ady state

6.2 Stan ustalony
Na rysunku 7 widaé ,,myszkowanie” wdzka, ktére-
go nie udato sie usungt.

L oo

o Xteoretyczne B
o 0 teoretyczne

0 [rad], X [m]

Rysunek 8 Reakcja na wychylenie wahadta z potoze-
nia réwnowagi

Figure 8 Response to deflection from the equilibrium
position
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6.3 Mate zaburzenie uktadu

Zaburzenie uktadu polegato na wychyleniu waha-
dta o kat -0,23 rad.

Rysunek 8 zawiera réwniez symulacje numerycz-
ng uktadu (przerywane linie). Dane pomiarowe
jakosciowo sg zgodne z symulacjg. Réznice ilo-
Sciowe wystepuja, lecz ich rozmiar wydaje sie by¢
zadowalajacy.

0 [rad], X [m]

t[s]

Rysunek 9 Gwattowne zaburzenie ukfadu
Figure 9 Rapid disturbance of the system

6.4 Duze zaburzenie uktadu
Na Rysunku 9 przedstawiona jest sytuacja, gdy
wahadto zostato uderzone uzyskujac predkosé
poczatkowa okoto -2 rad/s. Widac¢ tu zmiane ste-
rowania z LQR na swing-up i ponowng zmiane na
sterowanie regulatorem LQ

7. PODSUMOWANIE

Dane przedstawione w pracy opisujg jak zbudo-
wac stanowisko pomiarowe do badania waha-
dtaijak teoretycznie modelowac taki uktad. Dane
eksperymentalne przedstawione w rozdziale 6
potwierdzajg poprawnos¢ dziatania uktadu. Nie
udato sie do korica wyeliminowac ,, myszkowania”
wodzka. Szansg na usuniecie tego btedu bytoby za-
stosowanie silnika z przekfadnia, ktéry dawatby
wiekszy moment sity przy matych obrotach, lecz
wtedy zmniejszytyby sie predkosci osiggane przez
wozek.
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