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Marian Paluch*

STATYCZNE UJECIE METODY PUNKTOW MASOWYCH
DO WYZNACZENIA Sit. OSIOWYCH
W PRETACH KRATOWNICY PLASKIEJ

Kratownice ptaskie stosowane sa zarowno w budownictwie naziemnym, jak i pod-
ziemnym. Projektant takich konstrukcji przy doborze przekrojow poprzecznych pregtow
musi zna¢ sity osiowe w nich dziatajace, przemieszczenia weztow i sity reakcji podpor.
W pracy oméwiono metode, ktora jest bardzo wygodna do obliczen, moze by¢ calkowicie
zautomatyzowana. Jest konkurencyjna w stosunku do metody elementéow skonczonych.

1. Wprowadzenie

Rozwazmy kratownice¢ ptaska (rys. 1) ztozona z pretow prostych potaczonych wezta-
mi tak, aby osie pretow przecinaty si¢ doktadnie w weztach, do ktorych przynaleza. Wezly
sa przegubami idealnie gtadkimi. Obciazenie zewngtrzne i podpory przytozone sa w we-
ztach kratownicy.
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Rys. 1. Kratownica ptaska
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Przedstawiona na rysunku 1 kratownica sktada si¢ z pigciu weztow i o$miu pretow.
W wezlach 4 i1 B znajduja si¢ podpory przegubowe (lozyska stale). Jest ona uktadem dwu-
krotnie statycznie niewyznaczalnym, gdyz warunek na liczbg pretéw w kratownicy sta-
tycznie wyznaczalnej ustala ich siedem

p=2w-3=2.5-3=7,

a mamy osiem prgtow, zas liczba reakcji podporowych wynosi cztery, a do ich okreslenia
dysponujemy trzema ré6wnaniami rownowagi.

Zatem
(8-7)+(4-3)=2
Podstawowe niewiadome, ktorymi bgdziemy si¢ postugiwaé przy wyznaczaniu sit

osiowych w pretach kratownicy, to przemieszczenia punktow weztowych oraz sity reakcji
podpor (rys. 2).
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Rys. 2. Przemieszczenia wezlow kratownicy

Nalezy zauwazy¢, ze tam gdzie zadane sa przemieszczenia wezlow — punkty 4 1 B,
nieznane sa sity reakcji i jest ich tyle, ile wynosi liczba znanych przemieszczen. Z prze-
mieszczeniami weztowymi zwiazane sa sity osiowe w pretach kratownicy.
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2. Wyprowadzenie rownan metody punktow masowych

Rozwazmy pret 4,4; kratownicy znajdujacy sig pomigdzy weztami 4; oraz 4; (rys. 3).
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Rys. 3. Konfiguracja poczatkowa i koficowa preta 4,4 ]

Konfiguracja poczatkowa preta 4,4, okre§lona jest potozeniem weztow 4, 4;
(por. [4, 5]). Pret ulega deformacji, na ktora sktada si¢ translacja (réwnolegle przesunig-
cie), rotacja (obrot np. wokot punktu 4;) i wlasciwe odksztatcenie (wydtuzenie badz skr-
ocenie). Konfiguracje koncowa preta okreslaja punkty 47, A'j.

Na rysunku 3 wprowadzono oznaczenia:
4,4, — punkt}’/’qulowe dla preta 4,4,
l; =1 — dlugo$¢ poczatkowa preta 4,4,
e; — wersor odcinka faczacego punkty 4,, 4;

r.—1r.  X,—X V. =Y,
1 1 I —
=l = e+ e
X l y

=
~
~

_ (1)
— . — . ex
=cosa e, +sina e, =(cosal.j +sin o ){e }
y
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a,; — kat nachylenia preta 4,4; do osi Ox globalnego ukfadu wspotrzed-
nych Oxy
E, =FE — modul sprezystosci podiuznej Younga preta 4,4,

A; =A — pole przekroju poprzecznego preta A4,

E;A; =EA — sztywnos¢ preta 4,4; na rozciaganie ($ciskanie)
E iin/' EA , . . ., .
i~ : = modul sztywnosci preta 4,4; na rozeiaganie ($ciskanie)
.
Ny — wielkos¢ sity osiowej w precie 4,4,
N, — sifa osiowa w precie 4,4,
7 — . Ex
i :Nl.jel.j :N!.].(cosoci/.,smocij) 5 (2)
y
u,, u; — wektory przemieszczeh weztow A,, 4;

P 3)
— — ex
u, =u e . +w.e, =(u;,w, ){e,}
Auy =u; —u; =(u; —u;Je, +(w; —w, e,
e, 4)
=, —u,w, —w, )} _
ORISR

We wzorach (1), (2), (3), (4) wersory e, , e, stanowia baz¢ ukladu wspotrzednych Oxy.
Wykorzystujac rysunek 3 i twierdzenie Pitagorasa, mozemy dla obu konfiguracji preta
AA; napisa¢ nastgpujace zaleznosci

[(xj —X; )+(u_,‘ —Uu; )]2 +[(y‘,» —yi)+(W_,« -W; )]2 :(Z+Al)2

5
(xj_xi)2+(yj_yi)2=l2 ()

Odejmujac stronami rownosci (5) 1 dzielac przez 2/ otrzymujemy wzor na nieliniowe
wydtuzenie preta 4,4; (por. [2])

2 x.—Xx.
Al+ (AD) = “(u,—u)+
2/ [ / ! (6)
u. —u.)? -, w.—w.)?
+( ;U R iats (w.—w,,)+( ;W)
21 l / 21
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Poniewaz rozwazania przeprowadzamy dla liniowej teorii sprezystosci (uktad Clapey-
rona), to w rownaniu (6) mozemy pomina¢ wyrazy drugiego rzedu.
Sa nimi

(AZ)Z (uj —Uu; )2 (Wj -W; )2

21 2] 2]

Zatem wydluzenie preta 4,4; jest rowne:

X, —x, V. —u,
Al=- (u; —u; )+ jl (w; —w,)=

/
=cosa, (u; —u;)+sino; (w;, —w, )= (7)
) u; —u,
=(cosa;,sina; )
Wi Wi

Wykorzystujac zwiazek fizyczny Hooke’a

c=E-¢g ®)
w ktérym mamy
Ny A
oc=—2" g=— 9
A / )

dostajemy wyrazenie wiazace wydhuzenie preta z sita osiowa w nim dziatajaca

N, N,
- (10)
EA C

i

Al

Z porownania zaleznosci (7) i (10) otrzymujemy wyrazenie na wielko$¢ sity osiowej
N; w precie 4.4,

u, —u,
N, =C,;Al=C; (cosa, sina ){ ! ’} (11)
w, =W,

Wykorzystujac wzory (1) i (4), nietrudno zauwazy¢, ze wyrazenie

u, —u,
. J i

(cosa ,sina; )
W, =W,

J

wystepujace w (11) jest iloczynem skalarnym wektorow e, i Au,;.
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Zatem mamy

N, =C e, -Au, (12)
oraz
N, =N;e, =C, (e, -Au; Je; =C; (e; ®e; )Au,; = (13)
=CyDyAuy =C;Dy (u; ;)
We wzorze (13) wykorzystano pojecie diady jako iloczynu zewngtrznego wersorow
> €y
D, =¢, ®e; =
=(cosa e, +sino e, )®(cosa e, +sino e, )=
cos’ o cosao.sino,. | (14)
— y g 9 ® —
- .. .2 €; ej -
sin o; cos o ; sin” a,

=(d, ), ®¢, =(d , )¢, ®¢,

Wzér (13) z wykorzystaniem (14) wiaze sile¢ w precie kratownicy z przemieszczeniem
jego weziow.

Kratownica jest w rownowadze, gdy jej wszystkie wezly sa w rownowadze. Zatem
dla i-tego wezta kratownicy, w ktorym schodzi si¢ £ prgtow musi by¢ spelnione réwnanie
roéwnowagi sit

k —
2.Cy Dy (@, )+ F; =0 (15)
J

We wzorze (15) 17[ jest suma sil zewnetrznych przytozonych do i-tego wezla, zas j
numerem kolejnego preta wychodzacego z tego wezla.

Po rozpisaniu rownan (15) dla wszystkich weztdéw kratownicy i rozwiazaniu ich
otrzymujemy wielkosci przemieszczen weztowych 1 sit reakcji podporowych. Na tej pod-
stawie ze wzoru (11) wyznaczamy sily osiowe w poszczegolnych prgtach kratownicy. Uje-
cie dynamiczne réwnania (15) wyprowadzone z zasady d’Alemberta mozna znalez¢ w pra-
cy [1]. Tam tez przyjgto nazwg metody jako metoda punktow masowych.

3. Przyklad obliczeniowy

Praktyczne zastosowanie metody punktdw masowych przedstawiono na przyktadzie

kratownicy z rysunku 1. Do obliczen przyjgto P = 10 kN i jednakowy dla wszystkich

pretow modut sztywnoscei pretow C, =% =200 kN/m.
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Postugujac si¢ rysunkiem drugim, na ktéorym zaznaczono numery weztdw, piszemy

dla nich réwnania (15), zaczynajac od weztow o nieznanych przemieszczeniach

Wezel 1

C13D13 (EB _ﬁl )+C12D12 (az _al )+
+C; Dy (uy —u )+C /D, (u, —u )+F, =0
Wezet 2

C23D23 (ﬁ3 _Ez )+C2A D2A (EA _az )"'
+C,D,, (U, =1, )+Coy D,y (Uiy —11, )+ F, =0
Wezet 3

CyuDyy (uy —uy )+ Cy Dy () —uy )+
+C32D32 (ﬁz — U, )+F3 =0

Wezet A

CyDy(uy —u, )+C Dy, (uy —uy )+
+C ;3D 5 (U, —u, )+ F, =0

Wezel B

CBZDBZ(EZ _EB )+C31D31 (ﬁl _ﬁB )+FB 26

Wystepujace we wzorach (16), (17) diady maja nastgpujace elementy:

10 0,5 05 00 0,64 —048
d. ), = d.), =l 7 Tl d ). = d.) . = ’
@y s (o 0}( R (o,s 0,5}( 7 i [0 1}( 2y [—0,48 0,36

036 —048 10 0 0
) =£—048 064}(% g =[0 0} (@) ) =(d )iz (d; )2 {o J

05 0,5
(di/ )34 =(05 05} (dij )i =(dij i3 (dzj/ )3 =(dij )2

)

(dg/ ) a1 :(dij Dias (dij )iz :(dg/ 24> (dij )43 :(d;‘/ )34

(dy gy =(dy )yp» (dy gy =(d} )y

(16)

(17)

(18)
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Sity zewngtrzne przylozone do weztow

{F, =(0,-15), F, - (20,0), F, =(-10,0) 19)
Fy=WH V), Fp=Hg.Vy)
Wektory przemieszczen weztowych to
{u, =(uy,wy ), Uy, =(uy,w,), uy =(uy,wy) 20)
u, =(0,0), u, =(0,0)

Podstawiajac (18), (19), (20) do (16) i (17), otrzymujemy nast¢pujacy uktad rownan
I 0)|-u 0,5 0,5)] u, —u,
20 + +
0 0)|-w 0,5 05)|w, —w,
. 0 0)| uy—uy N 0,64 048\ —u; || | O
0 1){wy-w, | (-048 036 )|-w || |15
20 036 —048)\| uy —u, . 1 0)|—u, N
-048 0,64 )| wy —w, 0 0)|-w,
0,5 0,5)| u; —u, 0 0)|-u, =20
+ + =
05 05w —w, 0 1)|-w, 0
0,5 0,5)] —u, 0 0)| u —u,
20 + +
0,5 05)-w;, 0 1)[w —w,
N 036 —048)u,—uy || |10
-0,48 0,64 )| w, —w, 0
0,64 —048)\| 1 0)|u,
20 + +
-0,48 036 )| w, 0 0)(w,
0,5 0,5 -H
A LT (22)
0,5 05)| ws ¥,
20 0 0} u, N 1 0)| _ -H,
0 1)|w, 0 0){w ¥,
Ich ostateczna postac to
-2,14u, +0,5u, —0,02w, +0,5w, =0
—0,02u, +0,5u, —1,86w, +0,5w, +w, =0,075
0,5u, —1,86u, + 0,361, +0,5w, —0,02w, —0,48w, =-0,1
0,5u, —0,02u, —0,48u, +0,5w, —2,14w, +0,64w,; =0

0,361, — 0,861, —0,48w, —0,02w; = 0,05
~0,48u, —0,02u; +w, +0,64w, —2,14w; =0

e2))

(23)




H , =-20000,64u, +u, +0,5u; —0,48w, +0,5w,]

V, =-200[-0,48u, +0,5u; +0,36w, +0,5w, ] (24)
H, =-200u,

V, ==200w,

Uktad réwnan (23) ma nast¢pujace rozwiazanie
_ |u, =0,00727 m
u,:
" w, =-0,05458 m
_ |u, =0,04634 m
Uy: (25)
w, =-0,01740 m
_ | uy; =—-0,02808 m
Uy:
>l w, =-0,04084 m
Wstawiajac (25) do rownan (24), otrzymujemy sily reakcji podporowych
H, =-8546kN [H, =-1454kN
V, =11520kN Vy =3,480kN

Ze wzoru (11) obliczamy sity osiowe w prgtach analizowanej kratownicy

w

N, = 200(0,8;—0,6){ “ } ~7713kN
1

N, = 200(1;0){ =9.268 kN

:
(]

N,y =200(1;0){ } ~1,454 kKN

u
, =20 2 }_10 783 kN
\/7 Ij{wz -wW

N =200(0,1){ i } = 2,748 kN
W3 =W

L)
Ny, =200(0;1)

W,

} =-3480kN

Uz —Uy
N,; =200(-0,6;0,8 =5,180kN
W,

Wy —
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Znak minus przy sile osiowej oznacza $ciskanie preta. Na rysunku 4 zestawiono
wszystkie sity dzialajace na analizowana kratownicg.

5 10kN
o
%
&
8,546 KN A 9.268 kN 20 kN
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)'){9 & &
) =
‘F/I/ \Q. 2?
11,52 kN x
1.454 kN 1,454 kN
B\
15 kN
> 3,480 kKN

Rys. 4. Sity osiowe w pretach kratownicy

Bardzo waznym przyktadem zastosowania metody punktéw masowych jest wyzna-
czenie sit podtuznych w pretach zginanej ramy, gdy w jednym wezle schodza si¢ wigcej

niz dwa prety (rys. 5).

E,A

5 kN

Z E.A 1
8kN_|,
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y 4m ¥

Im

2m

12 kNm

Rys. 5. Plaska rama z obciazeniem
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Przedstawiona na rysunku 5 rama jest szesciokrotnie statycznie niewyznaczalna, za$
jednokrotnie kinematycznie niewyznaczalna. Zatem do jej rozwiazania, a wigc sporzadze-
nia wykresOw momentow zginajacych i sit poprzecznych, wygodnie jest zastosowaé meto-
d¢ przemieszczen nalezaca do jednej z podstawowych metod mechaniki budowli (por.
[4, 6]). Na podstawie tej metody obliczono dla zadanej ramy, poddanej obciazeniu jak na

rysunku 5, warto§ci momentow zginajacych i sit poprzecznych. Wykresy M i O podano
na rysunku 6.

[kN]
nez)
2
l
3,62 I
|
B 2,88
: C
A

Rys. 6. Wykres momentéw zginajacych i sit poprzecznych w ramie
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Teraz nalezy postawi¢ pytanie, jak wyznaczy¢ sity podtuzne w prgtach ramy. Pytanie
to jest wazne, poniewaz w wezle nr 1 schodza si¢ cztery prety. Rozwazajac jego ro-
wnowage, mozemy napisaé dwa rownania rownowagi przy czterech niewiadomych sitach
podtuznych, ktorymi sa sity w pretach 1-A, 1-B, 1-C, 1-D. Mamy zatem do wyznaczenia
cztery sily podluzne. Aby je wyznaczy¢, zastosujemy metod¢ punktéw masowych. W tym
celu wytnijmy myslowo wezet nr 1 i zaznaczmy wszystkie sity w nim dziatajace (rys. 7).

Nip=N,

1,99
N;A=N1 [

1.5
9,76, | Al 2,88
30N c=N3
yL Nip=N;
x

Rys. 7. Roéwnowaga wezta nr 1

Na rysunku 7 zaznaczono nieznane sity podtuzne N, N,, N; i N,. Pozostate sily
dziatajace na ten wezet zastepujemy sila rownowazna F|, zaczepiona w tym punkcie.
Skiadowe F,, F, sily sa nastgpujace

~1-8032

F,, =438-5+199+288-08=3674kN _ (3674
F,, =-976+288-06=-8032kN  ~ "'

Na rysunku 8 zaznaczono sktadowe przemieszczenia wezta nr 1.
Przemieszczenie wezta nr 1 okresla wektor i,

Moduly sztywnosci pretow sa nastgpujace

C,, =ﬁ=0,25EA, Ci =%=0,25EA,
4 4

Cye =%=O,2EA, Cip =%
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Rys. 8. Przemieszczenia weztow ramy

Dla wezta nr 1 piszemy réwnanie rownowagi (15)
CiyDyy (uy —u )+ Cp Dy (g —uy )+ Cie Dy (e —uy )+
+C,pD,p (up —u, )+F, =0

Wystepujace w tym rownaniu diady maja elementy

10 00
(djj)lA :(0 0} (d,‘j)lg :(0 1}

036 —048 00
d e = ’ d. )p =
@y e (—0,48 0,64} SR (0 J

Wstawiajac je do rownania rownowagi otrzymujemy:
10 _ulx 00 _ulx
0,2 +0,2 +
O 0 _u] ¥ 0 1 _ul y
036 —048)| —uy, 1{0 0)|—u, -3,674] 1
+0, +— = —
-048 0,64 )| —u;, | 30 1)|-u, 8,032 | EA
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Po wykonaniu zaznaczonych dzialan otrzymujemy dwa réwnania o niewiadomych
Uy u]y

~0,322u,, +0,096u, = 3674 L 0 8,379
g EA EA
09096u1x _077111/!1 = 8,032L ul ‘ :M
7 EA Y EA

Teraz z rownan (11) wyznaczamy wartosci sit podtuznych, a w pretach ramy

N,, =N, =025(-10) B3P 5 091N
e 10165 7

~8,379
=-2,54kN

10,165

~8379
L Z 263kN

10,165

-8,379
=339kN
10,165

Ny =N, = 0,25(0,—1){

Ny =N, =0,2(0,6;—0,8)J[

1
Nip =N, :3(0’1){

Wykres sit podtuznych dla rozwazanej ramy podano na rysunku 9.

D
339 o
2,09 |
7 @ 1
7. i — 2.54
A\
% [N
ST
3
|
o] S
:
B 2,63 C

Rys. 9. Wykres sit podtuznych w ramie

150



4. Podsumowanie

Juz po tych przyktadach widac, ze przedstawiona metoda punktoéw masowych swiet-

nie nadaje si¢ do obliczen sit osiowych w kratownicach ptaskich i sil podluznych
w ztozonych ramach, gdzie schodza si¢ w wezle wigcej niz dwa prety. Jest ona bardzo pro-
sta i skuteczna.

Pozwala wyznaczy¢ przemieszczenia wszystkich weztow kratownicy, sit reakcji pod-

por 1 sit osiowych w poszczegdlnych pretach kratownicy.

Przy wigkszej liczbie pretow szczegodlnie w ukltadzie statycznie niewyznaczalnym

proces obliczen mozna zautomatyzowac. Wydaje sig, ze omowiona w niniejszym artykule
metoda jest metoda konkurencyjna w stosunku do metody elementdéw skonczonych.
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