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WERYFIKACJA WARUNKÓW OPTYMALNO CI KSZTA TU
TUNELOWYCH WYROBISK PODZIEMNYCH

1. Wst p

Optymalizacja kszta tu wyrobiska podziemnego to wa ne zagadnienie zwi zane zarów-
no z górnictwem g binowym jak i budownictwem podziemnym. Nie jest to problem nowy 
— jego historia si ga drugiej po owy XX w. i zwi zana jest z pionierskimi pracami Sa usto-
wicza [5] dotycz cych g ównie zagadnie  z dziedziny górnictwa.

Optymalne kszta ty wyrobisk górniczych, w których konstrukcj  w wi kszo ci przy-
padków stanowi obudowa tymczasowa nie zawsze nadaj  si  do bezpo redniego zasto-
sowania w budownictwie podziemnym. Z punktu widzenia budownictwa podziemnego 
optymalny kszta t wyrobiska to taki, który pozwala na ekonomiczne zaprojektowanie 
obudowy sta ej.

W ostatnich dekadach szybki rozwój komputerów umo liwi  wykorzystanie metod nu-
merycznych [1] do rozwi zywania zagadnie  optymalizacji kszta tu wyrobisk podziemnych. 
Ma to swoje odzwierciedlenie m. in. w pracy [3] bazuj cej na wykorzystaniu metody opty-
malizacji ewolucyjnej [5, 6]. W 2009 roku Ró a ski i Sobótka sformu owali warunki opty-
malno ci kszta tu wyrobisk podziemnych, ze wzgl du na wyt enie obudowy [4]. Analizie 
poddano wyrobiska tunelowe o przekroju eliptycznym i sta ym polu powierzchni. Dla ró -
nych warto ci stosunku pierwotnych napr e  poziomych do pionowych px/pz poszukiwano 
optymalnego stosunku pó osi elipsy mopt. Uzyskane wyniki wykaza y zgodno  z warunkiem 
podanym przez Sa ustowicza [5] dla wyrobisk górniczych.

Cho  zaproponowana w pracy [4] procedura optymalizacji mia a determinowa  najbar-
dziej korzystny kszta t wyrobiska ze wzgl du na wyt enie obudowy, to parametry obudo-
wy, m. in. jej sztywno , nie by y brane pod uwag . Co wi cej obudowa w ogóle nie by a
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uwzgl dniania w przeprowadzonych wówczas obliczeniach numerycznych. Podej cie takie 
mo e budzi  pewne w tpliwo ci.

Wobec tego, w niniejszej pracy, autorzy podejmuj  prób  weryfi kacji warunków 
optymalno ci oraz wyników optymalizacji przedstawionych w pracy [4] w odniesieniu 
do rzeczywistej obudowy tunelu. Analizie poddane s  przekroje eliptyczne ze sztywn ,
w stosunku do otaczaj cego górotworu, obudow  o sta ej grubo ci. Poszukuje si  opty-
malnych stosunków pó osi minimalizuj cych zaciskanie przekroju tunelu, energi  od-
kszta cenia obj to ciowego rdzenia oraz maksymalne napr enie normalne w obudowie. 
Podstaw  do formu owania wniosków jest porównanie optymalnych stosunków pó osi 
wynikaj cych z trzech rozwa anych przypadków z wynikami uzyskanymi w poprzedniej 
pracy [4].

2. Warunki optymalno ci kszta tu wyrobiska

W wcze niejsze pracy Autorów [4] zaproponowano dwa warunki optymalno ci kszta tu
wyrobiska ze wzgl du na wytrzyma o  obudowy. Pierwszym z nich jest warunek minimal-
nego zaciskania zdefi niowany jako ca ka z pola przemieszcze  po konturze wyrobiska, tj.:

gdzie przyj te oznaczenia literowe wyja niono na rysunku 1.

Wielko  (1), cho  niew tpliwie zwi zana jest z potencjalnym wyt eniem obudowy, 
nie zawsze jest jego najlepsza miar ; np. dla obudowy prostok tnej, dla niektórych stosun-
ków px/pz, równanie (1) mo e osi ga  warto  blisk  zeru, pomimo znacznych przemieszcze

V dSun
S

D = # (1)

Rys. 1. Przyj te oznaczenia:  — obszar górotworu,  — obszar wyrobiska, 
S — kontur wyrobiska, u" — wektor przemieszczenia, 

n" — jednostkowy wektor normalny do konturu wyrobiska
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wyrobiska. Zaproponowano wówczas inny warunek okre laj cy optymalny kszta t bazuj cy
na energii odkszta cenia obj to ciowego w rdzeniu wyrobiska, wyra onej jako:

gdzie K jest modu em odkszta cenia obj to ciowego, za fx oraz fz oznaczaj  odkszta ce-
nia liniowe. Wspomniany warunek polega  na minimalizacji warto ci energii odkszta cenia
okre lonej równaniem (2). Miara zdefi niowana w ten sposób jest dodatnio okre lona oraz 
atwiejsza w interpretacji [4]. 

W wyniku przeprowadzonej optymalizacji, dla eliptycznych wyrobisk o sta ym polu 
przekroju, z obydwu warunków uzyskano identyczne warto ci optymalnych stosunków pó -
osi mopt. Wyniki te s  ponadto zgodne z warunkiem Sa ustowicza sformu owanym dla wyro-
bisk górniczych, tj. optymalny stosunek d ugo ci pó osi spe nia zale no  [5]:

Mimo tego, i  wielko ci (1) i (2) mo na traktowa  jako miary potencjalnego wyt enia
obudowy, to wp yw parametrów obudowy takich jak np. jej sztywno  zosta  zupe nie pomi-
ni ty bowiem optymalnych stosunków pó osi elipsy mopt poszukiwano modeluj c wyrobisko 
bez obudowy. Proponowane kryteria optymalno ci oraz otrzymana formu a na optymalny 
stosunek pó osi elipsy (3) powinny zatem zosta  zweryfi kowane w oparciu o wyniki analizy 
wyrobisk z obudow  sta .

3. Weryfi kacja warunków optymalno ci

W celu zweryfi kowania wyników optymalizacji prezentowanych w pracy [4] wykona-
no seri  symulacji numerycznych, w których rozwa ano wyrobiska tunelowe o przekrojach 
eliptycznych z ci g  obudow . Zastosowano komercyjny program FlexPDE [2], wykorzy-
stuj cy metod  elementów sko czonych.

W obliczeniach przyj to liniowo–spr ysty model o rodka i ograniczono si  do analizy 
zagadnienia dwuwymiarowego przy za o eniu p askiego stanu odkszta cenia. Ze wzgl du na 
symetri , analizie poddano wiartk  obszaru wokó  wyrobiska. Obudowa zosta a zamodelo-
wana jako obszar pasmowy o sta ej szeroko ci t = 0,5 m i o linii rodkowej w kszta cie elipsy. 
Przyj to nast puj ce warto ci parametrów mechanicznych: modu  Younga i wspó czynnik
Poissona górotworu, odpowiednio Eg = 7·107 Pa i  = 0,3 oraz dla obudowy E = 7·109 Pa 
i  = 0,3.

Obliczenia wykonano dla pi ciu ró nych warto ci stosunku px/pz, tj. 0,5; 0,75; 1,0; 1,25 
oraz 1,5. Klas  rozwa anych kszta tów eliptycznych zaw ono zak adaj c sta e pole prze-
kroju. Schemat statyczny zadania przedstawiono na rysunku 2.

Przyj to, e najmniejsze wyt enie obudowy ma miejsce wówczas, gdy dla ró nych
warto ci stosunków pó osi elipsy, warto  minimaln  osi ga maksymalne (co do warto ci
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bezwzgl dnej) napr enie normalne w obudowie. Podczas prowadzonych symulacji zaob-
serwowano, e maksymalne warto ci napr e  normalnych w obudowie osi gane s  zawsze 
w przekroju kluczowym lub ociosowym, w skrajnych w óknach (rys. 3). Napr enie naj-
wi ksze co do warto ci bezwzgl dnej spo ród tych czterech traktowa  mo na jako maksy-
malne dla ca ej obudowy (rys. 3).

Dla zmiennych warto ci m okre lano napr enia vxw, vxz, vyw, vyz, a dodatkowo tak e
wielko ci (1) i (2), tym razem traktuj c S jako wewn trzny obrys obudowy (rys. 3). Przy-
k adowe rezultaty, dla px/py = 1,25 zaprezentowano na rysunku 4. W górnej cz ci rysunku 
zaprezentowano wykresy napr e vxw, vxz, vyw, vyz w zale no ci od stosunku d ugo ci pó osi
m=a/b, w dolnej – wykres zaciskania (1) oraz wykres energii odkszta cenia obj to ciowego
w rdzeniu (2) równie  w zale no ci od m. Jak wida  na rysunkach, dla: m = 1,20 minimum 
osi ga maksymalne napr enie w obudowie, dla m = 1,08 minimalizuje si  zaciskanie (1) 
oraz dla m = 1,09 energia odkszta cenia (2). Charakterystyczne warto ci stosunku d ugo ci
pó osi okre lono odpowiednio jako mopt

v, mopt
V i mopt

E0.
Uzyskane wyniki oblicze  dla wszystkich pi ciu rozpatrywanych stosunków px/pz

zestawiono na rysunku 5. Przedstawiono na nim tak e warto ci mopt — wed ug warunku 
Sa ustowicza (3).

Rys. 2. Schemat statyczny rozwi zywanego zadania

Rys. 3. Oznaczenia analizowanych napr e
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Jak wida  na rysunku wszystkie krzywe przechodz  przez punkt (1,1) i maj  przebieg 
zbli ony do funkcji pot gowej:

Rys. 4. Wykresy warto ci napr e  maksymalnych w obudowie (na górze) 
oraz zaciskania (po lewej) i energii odkszta cenia obj to ciowego (po prawej) 

zaciskania w przypadku px/pz = 1,25. Lini  przerywan  zaznaczono optymalne warto ci m

Rys. 5. Warto ci optymalnych stosunków d ugo ci pó osi mopt
v, mopt

V, mopt
E oraz mopt

w zale no ci od stosunku napr e  pierwotnych px/pz
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Wykresy mopt
V i mopt

E0 w przypadku obudowy stukrotnie sztywniejszej od górotworu 
maj  warto ci niemal identyczne. Dla px/pz < 1 warto ci te s  wi ksze, a dla px/pz > 1 mniej-
sze ni  uzyskane z warunku Sa ustowicza. Odpowiada to wyk adnikowi a mniejszemu ni
w warunku (3), tj. a < ½. Warto ci mopt

v minimalizuj ce maksymalne napr enie normalne 
w obudowie zachowuj  si  odwrotnie: dla px/pz < 1 s  mniejsze a dla px/pz > 1 wi ksze ni
w warunku Sa ustowicza. W tej sytuacji wyk adnik we wzorze (4) powinien mie  warto
wi ksz  ni  sugerowana przez Sa ustowicza warto  ½.

4. Wp yw sztywno ci obudowy

Przeanalizowano tak e wp yw sztywno ci obudowy na wyniki optymalizacji. Dla sta ej
warto ci px/pz = 1,5 i ró nych warto ci sztywno ci obudowy okre lano optymalne stosunki 
pó osi ze wzgl du na napr enia i zaciskanie — odpowiednio mopt

v i mopt
V. Wyniki oblicze

przedstawiono na rysunku 6. Pokazano tak e warto  mopt zgodn  z warunkiem energetycz-
nym z pracy [4] jak równie  z warunkiem Sa ustowicza (3).

Jak wida  na rysunku 6 wp yw sztywno ci obudowy na warto ci mopt
v, jest wprawdzie 

zauwa alny, ale nie jest du y. W zakresie przeanalizowanych sztywno ci obudowy, zmiana 
sztywno ci o 2 rz dy powoduje maksymalnie zmian  mopt  o oko o 4%. mopt  wraz ze 
zmian  sztywno ci obudowy zachowuje niemal sta  warto  w ca ym przeanalizowanym 
zakresie E = 7·109÷7·1012 Pa.

5. Wnioski

W artykule przedstawiono weryfi kacj  energetycznego warunku optymalizacji kszta tu
wyrobisk podziemnych ze wzgl du na wyt enie obudowy. Optymalna warto  stosunku 
pó osi mopt zosta a porównana z warto ci mopt

v przy której maksymalne napr enie w obu-

Rys. 6. Warto ci optymalnych stosunków d ugo ci pó osi mopt
v, mopt

V, mopt
E oraz mopt

w zale no ci od stosunku E/Eg przy px/pz = 1,5



dowie jest najmniejsze oraz mopt
V przy której zaciskanie jest najmniejsze. Dla sztywno ci

obudowy stukrotnie wy szej ni  sztywno  górotworu stwierdzono, e warto  mopt dla 
wszystkich rozwa onych przypadków stosunku px/pz mie ci si  pomi dzy warto ciami mopt

v

i mopt
V.

Zaobserwowano równie , e stosunki pó osi mopt
v i mopt

V minimalizuj ce odpowiednio 
maksymalne napr enie i zaciskanie maj  przebieg zbli ony do funkcji pot gowej ze sto-
sunku napr e  pierwotnych w górotworze px/pz. Przyjmuj c, e o stopniu wyt enia obudo-
wy decyduje maksymalne napr enie normalne w obudowie, precyzj  optymalizacji mo na
zwi kszy  poprzez odpowiednie skorygowanie warunku Sa ustowicza (3). Lepsze oszaco-
wanie optymalnej warto ci stosunku pó osi mo liwe jest do osi gni cia poprzez zamian
pierwiastka we wzorze (3) na funkcj  pot gow  (4) z wyk adnikiem nieco wi kszym od ½.

Wp yw sztywno ci obudowy sprawdzono dla jednej z warto ci px/pz, równej 1,5. Usta-
lono, e sztywno  obudowy nie ma istotnego wp ywu na warto ci mopt

v i mopt
V. Zaprezen-

towane wyniki potwierdzaj  zatem zasadno  formu owania warunków optymalno ci ze 
wzgl du na wyt enie obudowy bez uwzgl dniania jej parametrów, tj. sztywno ci.
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