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ANALIZA PRZESTRZENNA 
WZBOGACALNO CI POPIO O U LI
Z WYKORZYSTANIEM METOD GEOSTATYSTYCZNYCH

1. Wprowadzenie

Celem wykonanych analiz przestrzennych by o opracowanie modelu geostaty-
stycznego (3D) zmienno ci parametrów technologicznych, charakteryzuj cych ha d
zwa owisk odpadów — popio o u li (zbiornik A), zwi zanych z dzia alno ci  prze-
mys u energetycznego, znajduj c  si  w rejonie wiecia, w pobli u Torunia, w woje-
wództwie Kujawsko-Pomorskim. Ró norodno  zastosowa  metod geostatystycznych 
w wielu dyscyplinach i dziedzinach naukowych, w najró niejszych obszarach badania, 
a tak e cz sto wykorzystywanych w rozwi zywaniu zagadnie  interdyscyplinarnych, 
wielokrotnie opisywano w literaturze [1, 2, 5, 10, 16]. Nale a oby tutaj wymieni  nauki 
o Ziemi, przede wszystkim nauki geologiczne, górnictwo [3–5, 10, 13, 14, 16], geofi-
zyk , ochron rodowiska [6–8, 10, 11], klimatologi  [11], nauki rolnicze, le nictwo, 
materia oznawstwo, a nawet energetyk  [9]. Uniwersalny charakter podej cia meto-
dycznego i zalety geostatystyki w modelowaniu, szacowaniu i prognozowaniu warto ci 
parametrów opisuj cych badane zjawiska zregionalizowane, zach caj  badaczy do wy-
próbowania tych technik w rozwi zywaniu nowych obszarów tematycznych.

Badania zmienno ci parametrów technologicznych popio o u li wykonano we 
wspó pracy Autorki [12] z Instytutem Metali Nie elaznych w Gliwicach, w ramach 
problemu: „Opracowanie technologii utylizacji popio o u li ze sk adowisk poprzez 
wydzielenie w gla metod  flotacji pianowej”, realizowanego przez Zak ad Przeróbki 
i Utylizacji Odpadów IMN [17, 18].
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Zaprezentowano wybrane rezultaty wykonanych analiz przestrzennych zmienno ci
wzbogacalno ci e’, stanowi cej jeden z najwa niejszych parametrów technologicznych roz-
patrywanej ha dy odpadów1. Przeprowadzono modelowanie przebiegu wariogramu kierun-
kowego wzbogacalno ci e’ analitycznymi funkcjami teoretycznymi, a nast pnie dokonano 
estymacji warto ci rednich Z*, z u yciem krigingu zwyczajnego (blokowego)1.

2. Przedmiot i zakres bada

Przedmiot bada  statystycznych i geostatystycznych stanowi  zbiornik A, wydzielony 
w obr bie obszaru wyst powania ha dy popio o u li1. Wymiary rozpatrywanego zbiornika 
w rejonie wiecia by y nast puj ce:  150×400×10 m. Ci ar w a ciwy materia u w zbior-
niku wynosi  1,948 g/cm3. Próbki do bada  pobrano z otworów badawczych, wykonanych 
na obszarze wyst powania ha dy popio o u li, z uwzgl dnieniem g boko ci, od 1÷10 m 
i liczebno ci prób n = 120. 

Oznaczenia zawarto ci popio u AO, wilgotno ci W i wzbogacalno ci e’ popio o u li wy-
kona o Laboratorium Zak adu Przeróbki Surowców Mineralnych i Utylizacji Odpadów IMN 
w Gliwicach, za  zawarto ci w gla organicznego Corg — Laboratorium Chemii Analitycznej 
tego Instytutu1. Wzbogacalno e’, defi niuje si  jako odzysk w gla (w kilogramach) z 1 tony 
u lopopio u. Parametr e’ oblicza si  jako iloczyn uzysku i zawarto ci w gla w danej próbie.

Opracowano baz  danych oryginalnych, dotycz cych 4–ch parametrów technologicz-
nych popio o u li, w uk adzie 3D1. W bazie danych zamieszczono warto ci wspó rz dnych
X, Y, Z, okre laj cych miejsca pobrania prób (Z — g boko ) i badanych zmiennych zregio-
nalizowanych. Zawarto  tej bazy stanowi a podstaw  wykonanych analiz przestrzennych.

Zmienno  wzbogacalno ci e’ analizowano na tle rezultatów oceny podstawowych 
parametrów statystycznych rozwa anych parametrów technologicznych, badania korelacji 
pomi dzy ich warto ciami, struktury przestrzennej zmienno ci parametrów i estymacji red-
nich Z*  [12, 15]. 

3. Wst pna ocena podstawowych statystyk 
parametrów technologicznych

Wyniki oceny podstawowych statystyk parametrów technologicznych popio o u li,
uzyskane na podstawie danych oryginalnych, wiadcz  o ich zró nicowanym zachowaniu, 
w zale no ci od rodzaju parametru (tabela 1). Zawarto  popio u AO wykazuje ma e zró -
nicowanie (wspó czynnik V — 8 %), za  wilgotno W — przeci tne zmiany (V — 25 %). 
Du  zmienno  stwierdzono natomiast, w odniesieniu do zawarto ci w gla organicznego 
Corg i wzbogacalno ci e’, opisan  warto ciami wspó czynników V, zawieraj cymi si  w prze-
dziale od 53÷59 %.

1 The statistical and geostatistical analyses were carried out using selected computing programs included in the ISATIS 
software package — version 10.05 (Geovariances & Ecole Des Mines de Paris, Avon Cedex, France); Isatis 2001.
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4. Badanie wspó zale no ci parametrów technologicznych

Uzyskane wspó czynniki korelacji liniowej r wskazuj  na istnienie przestrzennego sko-
relowania pomi dzy warto ciami badanych parametrów technologicznych popio o u li [12]. 
Przestrzenna korelacja jest zró nicowana w obszarze wyst powania odpadów, a tak e na po-
szczególnych poziomach g boko ciowych. Wyst pi a silna przestrzenna korelacja odwrotna 
r ze znakiem ujemnym pomi dzy zawarto ci  popio u AO, a zawarto ci  w gla organicznego 
Corg (r = –0,75), wilgotno ci W (r = –0,75) i wzbogacalno ci e’ (r = –0,70). Najsilniejsza 
przestrzenna korelacja r ze znakiem dodatnim zaznaczy a si  pomi dzy zawarto ci  w gla
Corg i wzbogacalno ci e’ (r = 0,98), za  bardzo wyra na pomi dzy zawarto ci  w gla Corg

i wilgotno ci W (r = 0,67).

 5. Analiza strukturalna zmienno ci parametrów technologicznych

Badano struktur  przestrzennej zmienno ci parametrów technologicznych popio-
o u li, wykonuj c analiz  strukturaln  (wariografi czn ), z u yciem funkcji wariogra-

mu [1, 2, 5, 10, 16].
W przebiegach kierunkowych wariogramów parametrów, obliczonych wraz z g bo-

ko ci  pobrania prób z otworów, zauwa a si  wyra ny trend wznosz cy warto ci funkcji 
wariogramu c(h). Najsilniejsz  tendencj  wzrostu warto ci c(h) w kierunku g boko ci 
stwierdzono na wariogramach wzbogacalno ci e’ (rys. 1.) i zawarto ci w gla organicz-
nego Corg[15]. 

Wariogramy kierunkowe aproksymowano funkcjami teoretycznymi: modelem sfe-
rycznym (e’) (tabela 2) lub modelem sferycznym i liniowym (Corg), b d  modelem sfe-
rycznym i liniowym, w po czeniu z efektem samorodków CO (AO, W) [12]. Zaznaczy
si  wyra nie wi kszy dystans skorelowania zawarto ci w gla Corg, tj. zasi g oddzia y-
wania a wariogramu — a = 76,89 m; a = 95,54 m, w porównaniu do zasi gów wzboga-
calno ci e’: a = 13,22 m i wilgotno ci W: a = 14,42 m oraz zawarto ci AO: a = 13,47 m; 
a = 11,26 m. D u sze zasi gi a zawarto ci Corg wiadcz , i  parametr ten wykazywa
skorelowanie warto ci na wi kszych dystansach ni  pozosta e parametry. W przebiegach 
wariogramów Corg [15] i e’ (tabela 2) nie zaznaczy  si  efekt CO, co wskazuje na brak 
gwa townych zmian ich warto ci.

TABELA 1
Podstawowe statystyki parametrów technologicznych popio o u li
w ha dzie odpadów — zbiornik A

Analizowany
parametr

Liczebno
próbki

n

Minimalna
warto

Xmin [kg/tmat]

Maksymalna
warto

Xmax [kg/tmat]

Warto
rednia

X [kg/tmat]

Odchylenie
standardowe

S [kg/tmat]

Wspó czynnik
zmienno ci

V [%]
Wzbogacalno

e’ 120 7,97 254,33 85,42 50,43 59,00



454

6. Rezultaty estymacji parametrów technologicznych

W kolejnym etapie bada  geostatystycznych zastosowano technik  krigingu zwyczajnego 
(blokowego) [1, 2, 5, 10, 16]. Wykonano szacowanie (3D) rednich estymowanych Z* i stan-
dardowego odchylenia estymacji k parametrów technologicznych dla poszczególnych po-
ziomów g boko ci zalegania popio o u li na obszarze rozprzestrzenienia ha dy odpadów, tj. 
w interwale od 1–10 m [12]. W obliczeniach krigingowych przyj to przestrzenn  (3D) siatk
elementarn  o wymiarach bloku: 5×5×1 m. Ca kowita liczba w z ów sieciowych, uwzgl dnio-
nych w estymacji wynosi a 34090 (wzd u  osi: X – 63, Y – 59 i Z – 10). Wysoko  plastrowania 
(ci cia) wzd u  osi Z (g boko ), jak  przyj to podczas estymacji, wynosi a 1 m.

W rezultacie oblicze  geostatystycznych otrzymano bazy danych gridowych, zawieraj ce 
po 205062 i 34090 warto ci: wspó rz dnych X, Y i Z w z ów sieciowych, rednich estymo-
wanych Z* oraz warto ci odchyle  estymacji vk, oszacowanych w centrach bloków przyj tej 
siatki elementarnej. Dane gridowe mog  by  poddawane dalszemu przetwarzaniu i stanowi
podstaw  do dokonywania kolejnych analiz przestrzennych i wizualizacji ich wyników. 

Rys. 1. Wariogram empiryczny wzbogacalno ci e’ popio o u li w [kg/tmat]
w ha dzie odpadów — zbiornik A, z dopasowanym modelem teoretycznym

TABELA 2
Zestawienie warto ci parametrów geostatystycznych modeli kierunkowych 
wariogramów wzbogacalno ci popio o u li w ha dzie odpadów — zbiornik A

Analizowany
parametr

Efekt
samorodków

C0 [kg/tmat]

Cz stkowa
wariancja
progowa

C’ [kg/tmat]

Ca kowita
wariancja
progowa

C [kg/tmat]

Zasi g
oddzia ywania

a [m]

Podstawowe
struktury
modelu

Wzbogacalno
e’ — — 5558,87 13,22 sferyczny
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Obliczenia krigingowe przeprowadzono z uwzgl dnieniem warto ci parametrów geo-
statystycznych modelu odwzorowuj cego przebieg wariogramu kierunkowego wzbogacal-
no ci e’. Sporz dzono mapy rastrowe i blokdiagramy rozk adów rednich Z*, umo liwiaj ce
szczegó owe prze ledzenie ich zmian w obszarze wyst powania popio o u li oraz zoriento-
wanie si , czy istnieje korelacja pomi dzy warto ciami e’ i pozosta ych parametrów techno-
logicznych, wraz z przemieszczaniem si  w kierunku zalegania g bszych warstw.

Histogram rozk adu rednich Z* wzbogacalno ci e’ cechuje si  wyra n  sko no ci  do-
datni  (rys. 2), o wspó czynniku g1 osi gaj cym warto  0,80.

Wspó czynnik zmienno ci V rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci pokazuje du e
zró nicowanie warto ci parametru e’ (tabela 3), podobnie jak ju  wcze niej to stwierdzono 
w przypadku zawarto ci w gla Corg [12, 15]. Zmiany rednich Z* parametrów e’, w mniej-
szym stopniu — Corg [15], s  silniejsze w porównaniu ze stwierdzonym bardzo ma ym zró -
nicowaniem warto ci rednich Z* zawarto ci popio u AO i ma  zmienno ci  wilgotno ci W.

Rys. 2. Histogram rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat] 
popio o u li w ha dzie odpadów — zbiornik A

TABELA 3
Globalne statystyki warto ci parametrów geostatystycznych wzbogacalno ci e’
popio o u li w ha dzie odpadów — zbiornik A w w z ach
przestrzennej siatki elementarnej (kriging zwyczajny blokowy)

Parametr
geostatystyczny

Liczeba
w z ów

sieciowych
n

Minimalna
warto

estymowana
Xmin [kg/tmat]

Maksymalna
warto

estymowana
Xmax [kg/tmat]

Warto
rednia

X [kg/tmat]

Odchylenie
standardowe

S [kg/tmat]

Wspó czynnik
zmienno ci

V [%]
rednia estymowana Z* 34090 15,90 224,65 87,21 37,17 43,00

standardowe odchylenie 
estymacji vk

34090 20,59 145,06 113,36 13,05 12,00
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7. Charakterystyka wyników estymacji i ich wizualizacja 

Mapy rastrowe i blokdiagramy rozk adów rednich Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat] po-
pio o u li przedstawiono na rysunkach od 3–9.

Obrazy map rastrowych rozk adów rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ (rys. 
3–6) przypominaj  w du ym stopniu obrazy zmienno ci rozk adów rednich Z* na mapach 
zawarto ci w gla organicznego Corg [12, 15]. 

W interwale g boko ci od 1–2 m na mapach (rys. 3–4) zaznacza si  ma e centrum 
o podwy szonej wzbogacalno ci e’ (192,94–224,65 kg/tmat — 1 m; 183,69–210,28 kg/tmat

— 2 m), o lokalizacji zgodnej z ma ym podobszarem o zwi kszonej zawarto ci Corg Na 
g boko ci 9 m strefa o wi kszej wzbogacalno ci e’ ujawnia si  ju  bardzo s abo (Z*: 
106,54–123,02 kg/tmat; 106,75–121,49 kg/tmat; 70,21–77,26 kg/tmat — rys. 5), zanikaj c
na 10 m (rys. 6). Ponadto na g boko ci od 9–10 m pojawia si  jeszcze jedno ma e

Rys. 3. Mapa rastrowa rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat]
popio o u li w ha dzie odpadów — zbiornik A (poziom 1 m)

Rys. 4. Mapa rastrowa rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat]
popio o u li w ha dzie odpadów — zbiornik A (poziom 2 m)
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centrum o wi kszych warto ciach Z*, w zakresach od 77,26–87,85 kg/tmat (rys. 5) i od 
73,60–82,99 kg/tmat (rys. 6).

Wymienione wy ej centra o podwy szonej wzbogacalno cie’ zlokalizowane s  na podob-
szarze o warto ciach Z* parametru e’, zawieraj cych si  w granicach od 150,66–182,37 kg/tmat

Rys. 5. Mapa rastrowa rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat]
popio o u li w ha dzie odpadów — zbiornik A (poziom 9 m)

Rys. 6. Mapa rastrowa rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat]
popio o u li w ha dzie odpadów — zbiornik A (poziom 10 m)

Rys. 7. Wizualizacja (3D) rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat]
popio o u li w ha dzie odpadów (fi ltrowanie sieci)
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na 1 m (rys. 3), od 148,24–174,83 kg/tmat na 2 m (rys. 4) do 63,15–73,74 kg/tmat na 9 m (rys. 5) 
i 61,08–70,47 kg/tmat na 10 m (rys. 6). Na podobszarze o najni szej wzbogacalno ci e’, prze-
mieszczaj c si  wraz z g boko ci , zakresy rednich Z* zmieniaj  si  od 55,54–150,66 kg/tmat

— 1 m (rys. 3), 68,46–148,24 kg/tmat — 2 m (rys. 4) do 31,40–63,15 kg/tmat — 9 m (rys. 5) 
i 32,90–61,08 kg/tmat — 10 m (rys. 6).

Strefom o zwi kszonej zawarto ci w gla organicznego Corg i o podwy szonej wzboga-
calno ci e’ (rys. 3–6) [15] odpowiadaj  centra o obni onej zawarto ci popio u AO i odwrot-
nie [12]. W tych miejscach stwierdza si  wi ksz  wilgotno W [12].

Maksymalne rednie estymowane Z*                     Minimalne rednie estymowane Z*
wzbogacalno ci e’                                                   wzbogacalno ci e’     

 1 m 92,94 ÷ 224,65 [kg/tmat] 55,54 ÷ 87,25 [kg/tmat]
 2 m 183,69 ÷ 210,28 [kg/tmat] 68,46 ÷ 95,06 [kg/tmat]
 3 m 158,84 ÷ 182,81 [kg/tmat] 54,94 ÷ 78,92 [kg/tmat]
 4 m 150,13 ÷ 176,24 [kg/tmat] 36,96 ÷ 63,08 [kg/tmat]
 5 m 136,16 ÷ 163,82 [kg/tmat] 16,30 ÷ 43,96 [kg/tmat]
 6 m 125,59 ÷ 150,67 [kg/tmat] 16,88 ÷ 41,97 [kg/tmat]
 7 m 123,02 ÷ 147,74 [kg/tmat] 15,90 ÷ 40,62 [kg/tmat]
 8 m 121,49 ÷ 143,60 [kg/tmat] 25,69 ÷ 47,79 [kg/tmat]
 9 m 77,26  ÷  87,85 [kg/tmat] 31,40 ÷ 41,99 [kg/tmat]
 10 m 73,60  ÷  82,99 [kg/tmat] 32,90 ÷ 42,29 [kg/tmat]

Analizuj c zachowanie si  zakresów maksymalnych rednich Z* wzbogacalno ci 
e’ mo na zauwa y  bardzo wyra ny trend zmniejszaj cy, wraz z przemieszczaniem si
w coraz g bsze poziomy popio o u li (rys. 3–9). Spostrze enie to dotyczy, zarówno 
dolnych, jak i górnych granic zakresów maksymalnych rednich Z*. Dolne i górne 
granice minimalnych rednich Z* zmniejszaj  si  do g boko ci 7 m (rys. 3–4) , a na-
st pnie w interwale od 8–10 m stwierdza si  ponownie wi ksze rednie Z* parametru 
e’ (rys. 5–6). 

Rys. 8. Wizualizacja (3D) rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat]
popio o u li w ha dzie odpadów (warstwowanie)
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Zmienno  3–ch analizowanych parametrów, tj. zawarto ci w gla Corg, ich wilgotno ci
W i wzbogacalno ci e’ wykazuje okre lon  prawid owo  [12, 15]. Maksymalne i na ogó
minimalne rednie Z*, a szczególnie ich górne granice, zmniejszaj  si  systematycznie (trend 
zmniejszaj cy si ), wraz z przemieszczaniem si  w g bsze warstwy popio o u li. Natomiast 
zakresy maksymalnych rednich Z* zawarto ci popio u AO wyra nie zwi kszaj  si  [12].

Wspó czynnik zmienno ci V rednich Z* wzbogacalno ci (43 %) wskazuje na stosun-
kowo du e zró nicowanie parametru e’ (tabela 3). Podczas szacowania rednich Z* uzyska-
no niskie warto ci standardowego odchylenia estymacji vk i wspó czynnika V odchylenia vk.
Mo e to wiadczy  o w a ciwym dopasowaniu przyj tego modelu teoretycznego do przebie-
gu kierunkowego wariogramu empirycznego.

Najsilniejsz  przestrzenn  korelacj r ze znakiem dodatnim, zaznaczaj c  si  na ma-
pach rastrowych rozk adów rednich estymowanych Z* stwierdzono w przypadku zawarto-
ci w gla organicznego Corg i wzbogacalno ci e’ [12, 15].

Najwi ksze rednie Z* zawarto ci w gla organicznego Corg i wzbogacalno ci e’ cechuj
warstwy powierzchniowe (1–2 m) i przypowierzchniowe (3–4 m) analizowanej ha dy od-
padów (rys. 3–4 i 7–9), za  wyra nie mniejsze Z* cechuj  g biej zalegaj ce warstwy, tj. 
interwa  od 5–8 m (rys. 7–9) [12, 15]. Najmniejsz  zawarto  w gla Corg i wzbogacalno e’
stwierdzono w najg biej zalegaj cych warstwach, od 9–10 m (rys. 5–9).

Podsumowuj c mo na zauwa y , i  w a nie warstwy popio o u li, wykazuj ce naj-
wi ksz  wzbogacalno e’, mog yby stanowi  obiekt zainteresowania i wykorzystania przez 
okre lone sektory gospodarki narodowej.

8. Podsumowanie

Opracowano model geostatystyczny (3D) zmienno ci parametrów technologicznych 
popio o u li wype niaj cych ha d  odpadów. Model ten pozwala na rozpoznanie przestrzen-
nego zró nicowania warto ci tych parametrów w poziomym i pionowym rozprzestrzenieniu 
warstw popio o u li. Opracowanie tego modelu umo liwi o stworzenie pe nej dokumentacji 
obrazu wykrytej zmienno ci w postaci map rastrowych rozk adów rednich estymowanych 

Rys. 9. Wizualizacja (3D) rozk adu rednich estymowanych Z* wzbogacalno ci e’ [kg/tmat]
popio o u li w ha dzie odpadów (przezroczysto )
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Z* i standardowego odchylenia estymacji vk, a tak e innych parametrów charakteryzuj cych
efektywno  przeprowadzonego szacowania.

Zastosowanie metod geostatystycznych do opisu zmienno ci parametrów technolo-
gicznych odpadów — traktowanych jako z o e antropogenne (antropogeniczne), pozwo-
li o pozyska  bogaty zbiór cennych informacji, zarówno z poznawczego, metodycznego, 
jak i praktycznego punktu widzenia. Te istotne dane mog  okaza  si  bardzo przydatne 
przy ewentualnym podj ciu prac nad gospodarczym wykorzystaniem zdeponowanego 
materia u.
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