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ANALIZA PRZEMIESZCZE  PALA 
W SPR YSTYM O RODKU TRÓJWARSTWOWYM 
PRZY U YCIU FUNKCJI MARS

1. Wprowadzenie

Zale no ci w geotechnice maj  na ogó  z o ony, wielowymiarowy charakter, wynikaj cy 
z udzia u w procesach geotechnicznych szeregu ró nych uwarunkowa  geometrycznych, mate-
ria owych, czasoprzestrzennych, klimatycznych czy przyrodniczych. Uzyskanie rozwi za  ana-
litycznych dla zagadnie  wieloczynnikowych, przy trudnej do okre lenia teoretycznego istocie 
zale no ci mi dzy czynnikami sk adowymi danego procesu, jest dla wielu zada  brzegowych nie-
mo liwe. Alternatyw  s  wówczas uogólnienia ustalane najcz ciej na podstawie uproszczonych 
do wiadcze  w skali modelowej lub w skali naturalnej. Do wiadczenia fi zyczne w geotechnice 
s  jednak zbyt czasoch onne i kosztowne, aby mog y spe nia  rol  narz dzia do poszukiwania za-
le no ci funkcyjnych dla wielu zmiennych badanego procesu. Poszukiwanie i badanie charakteru 
z o onych zale no ci wielu zmiennych mo na wówczas prowadzi  na drodze symulacji nume-
rycznych, z wykorzystaniem nowoczesnych technik modelowania komputerowego (np. metoda 
elementów sko czonych) i technik wielowymiarowej analizy statystycznej [6].

W artykule przedstawiono przyk ad rozwi zania zadania oszacowania wp ywu ró nych
czynników geometrycznych i materia owych na pionowe przemieszczenia g owicy pojedyn-
czego pala fundamentowego, pogr onego w trójwarstwowym o rodku spr ystym, z jed-
n  warstw  znacznie bardziej odkszta caln  od pozosta ych. Przemieszczenia obliczone za 
pomoc  metody elementów sko czonych, potraktowano jak dane do wiadczalne i poddano 
analizie przy u yciu metody MARS (jest to akronim od pe nej nazwy Multivariate Adaptive 
Regression Splines, co mo na przet umaczy  jako Wieloraka Adaptacyjna Regresja Sklejana 
— przez analogi  do polskiego t umaczenia nazwy funkcji „spline” jako funkcje „sklejane”).
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2. Metoda MARS

Liniowy model regresji wielorakiej pozwala na zbadanie i opisanie liniowej zale no ci
zmiennej zale nej od ustalonej liczby zmiennych niezale nych w oparciu o dany zbiór obser-
wacji. Wynikiem jest zale no  opisana formu  liniow :

gdzie b0,...,bn s  parametrami modelu.

Model regresji powierzchni odpowiedzi, jako przyk ad ogólnego modelu liniowego 
(GLM), pozwala na opisanie równie  wielu krzywoliniowych zale no ci pomi dzy zmien-
nymi. W modelu kwadratowym powierzchni odpowiedzi, badaniu podlega nie tylko wp yw
na zmienn  zale n  efektów g ównych dla wielko ci wej ciowych (X1,...,Xk), lecz tak e ich 
dwuczynnikowej interakcji (X1X2,X1X3,...,Xk–1Xk), oraz wyrazów kwadratowych (X12,...,Xk2)
(patrz [2]). Równanie regresji dla modelu kwadratowej regresji powierzchni odpowiedzi dla 
dwóch zmiennych obja niaj cych ci g ych X1, X2 mia oby posta :

Metoda MARS (Multivariate Adaptive Regression Splines) jest jednym z wielu narz dzi
statystycznej eksploracji danych (data mining) [3], s u cym mi dzy innymi do rozwi zywa-
nia zagadnie  regresyjnych. Jako model nieparametryczny, nie wymaga za o e  dotycz cych
kszta tu zale no ci funkcyjnej mi dzy zmiennymi zale nymi a niezale nymi. Zale no  ta 
jest ustalana jako kombinacja liniowa funkcji bazowych, wy cznie na podstawie informa-
cji zawartych w danych wej ciowych. Dane dzielone s  na obszary w których niezale nie
defi niowane s  osobne funkcje regresyjne. Narz dzie to jest szczególnie cenne przy wi k-
szej liczbie wymiarów i du ych zbiorach danych, o z o onych zale no ciach mi dzy nimi. 
Funkcja regresji defi niowana jest jako funkcja sklejana powsta a z kombinacji liniowej funk-
cji bazowych. Funkcjami bazowym s  dwustronne, obci te funkcje liniowe, wyprowadzane 
w oparciu o metod  najmniejszych kwadratów. Zale no  dana jest ogólnym równaniem:

gdzie:
X — oznacza wektor zmiennych predykcyjnych oraz ich interakcji,
hi — funkcje bazowe,
bi — wyznaczone wspó czynniki.

Algorytm oblicze  ma przebieg dwuetapowy. Wpierw przeszukiwany jest zbiór danych 
warto ci wej ciowych. Do modelu dodawane s  kolejne funkcje bazowe, wybierane ze zbioru 
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wszystkich dopuszczalnych funkcji, tak by zmaksymalizowa  ogólny poziom dopasowania. 
Nast pnie zostaje przeprowadzone upraszczanie modelu, poprzez redukcj  liczby funkcji 
bazowych i poprzez eliminacj  najmniej znacz cych funkcji. W obu etapach o stopniu z o-
ono ci modelu, a nast pnie stopniu redukcji decyduje u ytkownik, okre laj c maksymaln

liczb  funkcji bazowych, rz d interakcji pomi dzy zmiennymi niezale nymi, warto  kary 
za dodanie do modelu kolejnej funkcji bazowej, próg zabezpieczaj cy przed nadmiernym 
dopasowaniem modelu. Miara dopasowania modelu okre lana jest warto ci  wspó czynnika
R–kwadrat (patrz [1], [3]).

3. Analiza wspó pracy pala w o rodkiem trójwarstwowym

Celem prezentowanego przyk adowego rozwi zania by a analiza zale no ci wielko-
ci przemieszcze  g owicy pala od wybranych czynników. Analizie poddano pal o d ugo ci

L = 12 m i sta ej rednicy D = 0,6 m, poddany obci eniu osiowemu równemu N = 1 kN, 
zag biony w trójwarstwowym pod o u gruntowym. Za o ono przy tym, e uk ad warstw 
b dzie odwzorowywa  typowe dla zastosowa  pali warunki geotechniczne: ze s ab  warstw
nr 2, spoczywaj c  na mocnej warstwie nr 3.

Dane do analizy MARS zaczerpni to z prac [5, 6], w postaci pliku 300 ró nych wyników 
przemieszcze  otrzymanych z oblicze  MES dla modelu liniowo spr ystego, obejmuj cych
zestawy danych z kombinacjami 4 ró nych wielko ci H1 i 5 ró nych wielko ci H2 oraz 
odpowiednio 3 ró nych wielko ci E1 i 5 wielko ci E2. Pozosta e warunki brzegowe zadania 
przyj to jako sta e. Rozpatrywane ró ne grubo ci warstw i wielko ci modu u spr ysto ci
Younga dla warstwy górnej i rodkowej pod o a pokazano w tabeli 1.

Analizie poddano 300 rezultatów symulacji komputerowej wspó pracy pala z trójwar-
stwowym o rodkiem gruntowym wed ug rysunku 1 i tabeli 1, poszukuj c zale no ci mi -
dzy wielko ci  pionowych przemieszcze  g owicy pala, a kombinacj  wielko ci wybranych 
czterech czynników bezwymiarowych [6]:

Rys. 1. Pal w trójwarstwowym pod o u gruntowym
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Do ustalenia zale no ci wielko ci przemieszcze  g owicy pala od zdefi niowanych czyn-
ników wykorzystano model kwadratowej regresji powierzchni odpowiedzi oraz MARSpli-
nes. Obliczenia wykonano za pomoc  pakietu statystycznego Statistica 9.0 [7]. Przy gene-
rowaniu modelu za pomoc  MARSplines, pos u ono si  równie  pakietem Salford Systems 
Predictive Mining Suite [8].

Opracowuj c model kwadratowej regresji powierzchni odpowiedzi przy u yciu pa-
kietu Statistica stwierdzono, i  przy ustalonym poziomie istotno ci p = 0,05, statystycz-
nie nieistotne okaza y si  wspó czynniki przy X1

2 oraz przy interakcji X1 X2. Nast pnie, 
stosuj c regresj  krokow  wsteczn , eliminowano z modelu zmienne maj ce najmniej 
istotny wp yw na warto  przewidywanych przemieszcze . Ostatecznie równanie regresji 
przyj o posta :

dla podanych w tabeli 2 warto ci parametrów zadania. Dla analizowanego modelu mia-
ra jego dopasowania wynosi R–kwadrat = 0,98118. Dla porównania, równanie regresji wie-
lorakiej wyznaczonej jako kombinacja liniowa parametrów X1, X2, X3, X4 uzyska o „jako ”
z miar R–kwadrat = 0,91357.

TABELA 1
Parametry pod o a gruntowego i analizowanego pala

Nr warstwy Grubo  warstwy H
[m]

Modu  Younga E
[MPa]

Wspó czynnik
Poissona

1 2,4; 3,6; 4,8; 6,0 60, 80, 100 0,25
2 1,2; 1,8; 2,4; 3,0; 3,6 10, 20, 30, 40, 50 0,10
3 — 100 0,25

pal — 30000 0,15
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TABELA 2
Warto ci wspó czynników regresji dla równania (1)

Zmienne Znormalizowane
wspó czynniki regresji

Wspó czynniki
równania regresji

wyraz wolny 1,49E–06
X2 0,8860 1,80E–06

X2 X4 –0,7292 –2,85E–06
X1 1,0822 1,39E–06

X1 X3 –1,1169 –1,49E–06
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Tworz c model przy u yciu biblioteki MARSplines pakietu Statistica, wygenerowano 
funkcj  sklejan . Do konstrukcji funkcji bazowych wykorzystano 4 czynniki g ówne X1, X2,
X3, X4 oraz ich interakcje. Otrzymano równanie regresji w postaci:

gdzie wspó czynniki bi (i = 0,...,9) zapisane jako wektor wynosz  odpowiednio:

Wykorzystano w nim 14 funkcji bazowych, opartych o wyselekcjonowane 10 zmiennych 
spo ród 4 czynników g ównych i ich interakcji. Ocena dopasowania modelu utworzonego w pa-
kiecie MARSplines — Statistica wynios a R–kwadrat = 0,984. Lepsz  jako  dopasowania mo-
delu otrzymano generuj c równanie regresji przy u yciu pakietu Salford Systems Predictive Mi-
ning Suite. Zale no  miary R–kwadrat od liczby wykorzystanych w modelu funkcji bazowych 
przedstawia tabela 3. Jako optymalny wskazany zosta  model oparty o 14 funkcji bazowych.
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TABELA 3
Zale no R-–kwadrat od liczby funkcji bazowych u ytych w modelu MARS
zbudowanym w pakiecie Salford Systems Predictive Mining Suite

Liczba u ytych funkcji bazowych Liczba czynników g ównych R-kwadrat

15 4 0,99848

14 4 0,99851

13 4 0,99844

12 4 0,99813

11 4 0,99778

10 4 0,99699

9 4 0,99573

8 4 0,98998

7 4 0,98103

6 4 0,97143

5 4 0,96727

4 3 0,91792

3 3 0,86440

2 3 0,82198

1 2 0,46565



Zbudowany model MARS pozwala równie  na procentow  ocen  istotno ci poszcze-
gólnych zmiennych, w zakresie ich wp ywu na prognozowan  wielko . Jak wida  z zesta-
wienia w tabeli 4, w przedstawionym modelu warto  przemieszcze  g owicy pala w naj-
wi kszym stopniu zale y od czynników X3 i X4.

4. Podsumowanie

Zaprezentowany przyk ad zastosowania metody MARS, jako jednej z predykcyjnych tech-
nik eksploracji danych, dotyczy zadania geotechnicznego, w którym mamy do czynienia ze 
stosunkowo niewielk  liczb  danych. Pokazuje jednak mo liwo ci poszukiwania uogólnie
i relacji mi dzy zmiennymi w zadaniach silnie wielowymiarowych, dla których nie ma dotych-
czas wystarczaj co dok adnych rozwi za  teoretycznych. Jest to podej cie atrakcyjne równie
ze wgl du na swój uniwersalizm, czyli brak szczególnych ogranicze  i wymaga  co do rodza-
ju badanych zale no ci i rozk adów zmiennych. Po czenie efektywno ci metody elementów 
sko czonych, jako narz dzia do realizacji wieloczynnikowych eksperymentów numerycznych 
oraz wspó czesnych technik statystycznej eksploracji danych wielowymiarowych, stwarza 
nowe mo liwo ci analizy zale no ci mi dzy zmiennymi w z o onych zadaniach geotechniki. 

LITERATURA

[1] Dobosz M.: Wspomagana komputerowo statystyczna analiza wyników bada . Wydawnictwo 
EXIT, Warszawa, 2004

[2] Friedman J.H.: Multivariate Adaptive Regression Splines (with Discussion). Annals of Stati-
stics, 19, 1991, pp. 1–141

[3] Giudici P.: Applied Data Mining. Statistical Methods for Business and Industry. John Wiley 
& Sons Ltd, Chichester, 2003

[4] Hastie T., Tibshirani R., Friedman J.H.: The Elements of Statistical Learning. Data mining, 
inference, and prediction. Springer Verlag, New York, 2001

[5] Kania M.M.: Pewne aspekty odwzorowania MES pracy pala w pod o u warstwowanym. Ma-
teria y VI Krajowej Konferencji Mechaniki Gruntów i Fundamentowania, tom II. Pozna ,
1984, s. 193–198

[6] Kania M.M.: Wspó praca fundamentu palowego z pod o em warstwowanym, Rozprawa doktor-
ska. Politechnika Pozna ska, Wydzia  Budownictwa L dowego, Pozna , 1983 (maszynopis)
 Statistica. Program Manual. StatSoft Inc., 2009[7] 
 Salford Systems Predictive Mining Suite Manual. Salford Systems, San Diego, 2000[8] 

TABELA 4
Istotno  poszczególnych czynników w modelu MARS
zbudowanym w pakiecie Salford Systems Predictive Mining Suite

zmienne istotno  zmiennej w modelu 
X3 100,00 %
X4 97,20 %
X2 82,25 %
X1 45,18 %


