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1. Wprowadzenie

Jednym z zatozen upraszczajacych w przeprowadzanych do tej pory obliczeniach wy-
trzymatosciowych obudéw prostych wielostojakowych jest powszechne przyjmowanie, ze
stropnice obuddéw podpierane sg przez stojaki, ktore modelowane sa jako doskonale sztyw-
ne podpory, state lub przesuwne. Jezeli popatrzymy na schemat odrzwi obudowy prostej
mieszanej (rys. 1) wykonanej ze stalowej stropnicy oraz z drewnianych stojakéw, to w tym
momencie nasnuwa si¢ pytanie, dlaczego drewniane stojaki maja by¢ traktowane w obli-
czeniach wytrzymatosciowych jako podpory doskonale sztywne a stalowa stropnica jako
element podatny?
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Rys. 1. Schemat odrzwi obudowy prostej — obudowa mieszana
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**  Praca wykonana w ramach badan statutowych AGH nr 11.11.100.197
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W przypadku podpdr podatnych wartosci sil reakceji w poszczegolnych stojakach sg inne
niz podporach doskonale sztywnych. Wartosci w nich uzaleznione sa od podatnosci samych
stojakow jak rowniez sztywnosci zginania stropnicy.

Tematycznie z prezentowanym artykutem bardzo blisko zwiazana jest praca prof. H. Czo-
powskiego [4] (rys. 2). W pracy tej wyprowadzone zostato rownanie wiazace ze soba pig¢ ko-
lejnych momentéw podporowych. Rdwnanie to rowniez zastosuj¢ do rozwigzania omawianego
problemu. H. Czopowski jako praktyczny przyktad zastosowania réwnania pigciu momentow
rozwiazuje symetryczng belke dwuprzestowa, w ktorej skrajne podpory sa doskonale sztywne
a podpora $rodkowa jest podpora sprezysta. Wyniki tego rozwiazania sa, wigc pierwowzorem
rozwiazan spotykanych w podrecznikach z wytrzymalosci materialow i mechaniki budowli
(por. [1-3]). Chcac rozwiazaé postawiony problem H. Czopowski wprowadza do schematu
belki dwa dodatkowe fikcyjne skrajne przgsta o rozpigtosciach rownych zeru — rozwiazuje,
wigc on belke czteroprzegstowq na pigciu podporach. Pomystu H. Czopowskiego nie mozna
bezposrednio zastosowac w rozwiazaniach, w ktorych wszystkie podpory sa podatne albo, gdy
podpory skrajne sa podatne a podpora $rodkowa jest doskonale sztywna.
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Rys. 2. Schemat belki wieloprzgstowej na podporach sprezystych
rozwiazany przez H. Czopowskiego

Przedstawione w pracy rozwiazanie jest rozwigzaniem ogolnym, w ktorym wszystkie
podpory sg podatne, a kazda z nich jest o innym wspotczynniku podatnosci. Rozwiazanie
otrzymane przez H. Czopowskiego w 1896 r. [4] jest szczegolnym przypadkiem rozwiazania
przedstawionego w pracy. W rozwiazaniach, przyjeto nastgpujace zatozenia upraszczajace:
— stalg sztywno$¢ zginania (EJ) we wszystkich przestach stropnicy,

— pominigto nieznaczacy wptyw sztywnosci $cinania.

Chcac tylko uwypukli¢ wptyw podatnosci stojakéw przyjeto, podobnie jak czynione to
jest w wielu pracach, ze obcigzenie stropnic jest ciggle i rdwnomiernie roztozone. Wptyw
zmiany ksztattu nat¢zenia obcigzenia stropnic na zmieniajace si¢ w nich warto$ci momentow
zginajacych przedstawiono w pracy [5].

Celem artykutu jest nie tylko teoretyczne przyblizenie omawianej metody, ale w miare
mozliwosci pokazanie fatwego przejscia do praktycznych jego zastosowan. Najprostszym
przyktadem jest obudowa prosta trdjstojakowa na podporach podatnych.

2. Rozwiazanie analityczne

Rozwiazanie problemu zostalo wykonane za pomoca metody sit pozwalajacej na otrzy-
manie koncowych wynikéw. Metod¢ rozwiazania opisano uktadem réwnan kanonicznych.
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Réwnania w omawianym przypadku ze wzgledu na swa budowe nosza nazwe réwnan pigciu
momentow. Nie sg one opisywane w klasycznych podrgcznikach z wytrzymatosci materia-
tow [7]. Otrzymanie poprawnych — sprawdzonych rozwiazan stato si¢ mozliwe dzigki za-
stosowaniu programu algebry komputerowej CAS. Inspiracja do podjgcia tematu i napisania
artykutu byly pytania postawione autorowi przez prof. S. Galczynskiego na Zimowej Szkole
Mechaniki Gorotworu. Dotyczyty one pominigcia wptywu podatnosci sprezystej stojakow
w przedstawianym rozwigzaniu.

2.1. Metoda sil — rownanie pi¢ciu momenté6w — rys historyczny

Prawdopodobnie pierwsza publikacja odnoszaca si¢ do zagadnienia zginania be-
lek ciaglych na podporach sprezystych jest praca K. Pearsona z 1890 r.! W 1896 roku
rozwiazanie zwiazane z tym zagadnieniem opublikowat rowniez H. Czopowski. Pewne
jest jednak jak stwierdza T.M. Huber? ,,..ze obaj wymienieni autorzy doszli niezaleznie
od siebie do réwnania pigciu momentéw”. W 1927 roku T.M. Huber uwzgledniajac
wplyw energii §cinania® ponownie wyprowadza rdwnanie pigciu momentéw w odnie-
sieniu do belki ciaglej na podporach podatnie sprezystych. Nalezy tutaj zwroci¢ uwage,
ze H. Czopowski, réwnanie pigciu momentdw wyprowadza uwzgledniajac wytacznie
energi¢ zginania.

2.2. Metoda sil — rownanie pi¢gciu momentéw — belki wieloprzestowe

Cze$¢ dowolnej obudowy prostej wyrobisk korytarzowych zastapiono schematem belki
ciaglej przedstawionej na rysunku 3. W ramach metody sit obudowe wieloprzgstows statycz-
nie niewyznaczalng zastgpujemy schematem statycznie wyznaczalnym nazywanym w me-
chanice budowli uktadem podstawowym (rys. 4).
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Rys. 3. Schemat belki ciagtej wieloprzestowej na podporach sprezystych

Momenty podporowe, jako wartosci nadliczbowe w statyce budowli w tzw. réwnaniach
kanonicznych metody sit oznaczane sa zazwyczaj jako: X, X|, X,,....X *. Podpory, stojaki,

1 Nie dotartem do oryginalnej pracy opublikowanej w 1890 roku w Messenger of Mathematics.
T.M. Huber nie podaje, kto pierwszy ,,ustawil” rownanie pigciu momentow ,,...nie majac pod rgka daty dawnej
pracy prof. H. Czopowskiego....” (por. [9]).

3 Wplyw ten jest pomijalny i nie popetnia si¢ przy tym wigkszego biedu gdy /4> 8 gdzie w tym przypadku /2 oznacza wy-
sokos¢ stropnicy. T.M. Huber w rozwiagzywanym przez siebie praktycznym przykfadzie wplyw ten pomija (por. [9]).

4 Oznaczenia te sa odbiegajace od powszechnie stosowanych w nauce o wytrzymatosci materialéw. Zastosowano
je jednak ze wzgledu na tradycje wynikajace z literatury mechaniki budowli (por. [1-3]).
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Rys. 4. Uktad podstawowy dla belki ciaglej wieloprzgstowej na podporach sprezystych

w ktorych przemieszczenia sa liniowo zalezne od przekazywanych na nie wartosci reakcji
nazywane sg podporami liniowo podatnymi lub podporami sprezystymi.

Podpory sprezyste oznaczone zostaty na schematach statycznych symbolem sprezyny.
Zalezno$¢ pomigdzy przemieszczeniami k-tej podpory a jej wartosciami reakcji zapiszemy
W postaci:

Ak = AkRk (1)

Przyjeto, ze dodatnie przemieszczenie podpor (A,) zwrécone jest ku dotowi, a reakcja
(R) — dziatajaca na belke (stropnicg) do gory. Wspotczynnik (4,) jest wspotczynnikiem
podatnosci stojakow lub statg podporowa o wymiarze: m/N. Korzystajac ze znanej relacji
z wytrzymato$ci materiatow migdzy sita osiowa a wydtuzeniem (skrdceniem) preta stala
podporowg wyrazamy za pomoca zaleznosci:

_ N
A= A 2
gdzie:

h, — wysokos¢ stojaka,

E, — modut Younga,

A, — pole przekroju poprzecznego.

Teoretycznie wspotczynnik podatnosci stojakow w skrajnych przypadkach moze przyj-
mowac¢ wartos$ci rowne zeru lub nieskonczonosci. Interpretacja fizykalna tych dwéch skraj-
nych przypadkow dla A, = 0 oznacza podpore nie-podatna, czyli podpore doskonale sztywna,
ktora jak wida¢ jest szczegélnym przypadkiem podpory sprezystej. W przypadku gdy 4, = o
otrzymamy wartos¢ reakcji R, = 0 niezaleznie od przemieszczenia, a zatem punkt podparcia
zachowywac¢ si¢ bedzie w tym przypadku jak nie podparty. Rownanie kanoniczne metody
sit, adaptowane do rozwigzywanego problemu, mozna zapisa¢ jednym ogdlnym réwnaniem,
ktére odniesione do k-tej podpory stropnicy przybiera postaé:

Xe—2@ui—2 + Xio1@i—r + XeGuk + Xiv1Griir + Xe2Giarr = Niy 3)

W réwnaniu (3) iloczyn X -a,, jest wzajemnym obrotem przekrojow podporowych na
k-tej podporze pod wptywem pary réwnych, lecz przeciwnie skierowanych momentéw X,.
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Réwnanie to ze wzglgdu na swa budowe wynikajaca z powigzania ze soba pigciu kolejnych
momentéw podporowych nosi nazwe réwnania pigciu momentow. Liczba réwnan pigciu mo-
mentoéw potrzebnych do rozwiazania problemu uzalezniona jest krotno$cia statycznej niewy-
znaczalnosci obudowy. W przypadku, gdy podpory sa niepodatne, czyli doskonale sztywne
réwnanie pigciu momentéw przechodzi w rownanie trzech momentow, ktore jest juz opisy-
wane w niektorych podrgcznikach do nauki o wytrzymato$ci materiatow®. (por. [7]). Wspot-
czynniki przy niewiadomych momentach podporowych w réwnaniu pigciu momentdéw (3)
wyznaczamy z zaleznosci podanych w pracy [6]:
Wyraz wolny wystepujacy w rdwnaniu pigciu momentow (3) obliczamy z formuty:

~IRI (- )+ (R0 )

lk+l lk+l

Ni, = Noy — 6EJ{[RH] Aoy
k
Zbudowana jest ona z dwoch czgsci. Czgsci pierwsza zalezna jest od rodzaju obciazenia
czynnego, a czes$¢ druga zalezna od reakcji podporowych w uktadzie podstawowym. Reakcje te
oznaczane sg nawiasami kwadratowymi i s3 one rowne sumie wartosci reakcji dwu wolnopod-
partych belek opierajacych si¢ na danej podporze. Operacje catkowania wystgpujace w pierw-
szej czesci formuty (4)° mozna przeprowadzi¢ poprzez catkowanie bezposrednie lub oprze¢ sie
na metodzie graficznej Maxwella-Mohra nazywanej niekiedy sposobem Wereszczagina, albo
skorzysta¢ z gotowych wzordéw zapisanych w tablicach zamieszczonych m.in. w podr¢cznikach
z mechaniki budowli [3]. Przed przystapieniem, do zazwyczaj zmudnego’, rozwiazywania ukta-
du réwnan kanonicznych polecane jest sprawdzenie ich poprzez obliczenie tzw. sum kontro-
Inych. Sumy te sg jedynie zdolne na wykazanie popelionych bteddw, ale nie na ich wskazanie.
W wyniku rozwiazania kanonicznych rownan uktadu metody sit, zbudowanych z réw-
nan pigciu momentdw, wyznaczamy jako niewiadome wartosci momentéw podporowych.
Majac wyznaczone wartosci momentéw podporowych wartosci reakcji w k-tym stojaku
(czytaj: k-tej podporze) obliczamy z zaleznosci:

X 1 1 X

R. =R ECSI R N =S Kkt

- [ k]+ lk ‘ <lk * lk+l>+ lk+l (5)

Po obliczeniu na podstawie zaleznosci (5) wartosci reakcji we wszystkich stojakach

sprawdzamy ogdlny warunek réwnowagi poprzez obliczenie sumy rzutéw sit czynnych
i biernych na o$ pionowa.

5 Roéwnanie to nazywane bywa rowniez twierdzeniem lub metoda trzech momentow. W podregcznikach ze statyki
budowli taczone jest ono z nazwiskiem Bertota lub Clapeyrona badz podawane niezaleznie od nich. Zdania odno-
$nie praw autorskich do réwnania trzech momentow sa podzielone. Problem praw autorskich probuje wyjasniaé
prof. W. Wierzbicki w specjalnie poswigconemu temu zagadnieniu artykule [11]. Wplyw sit poprzecznych w row-
naniu trzech momentéw uwzglednia T.M. Huber, nie ma go, bowiem w klasycznej postaci tego rownania.

6 W wzorach na wyrazenia N, calkowania nalezy przeprowadza¢ w ukladzie podstawowym wedhug zaleznosci
N, = slfS:Mk-M ds; gdzie M, — liniowa funkcja momentow zginajacych wynikajaca z obciazenia nadliczbowego
X,=1,a M, — oznacza dowolng funkcj¢ momentow zginajacych pochodzaca od obciazenia czynnego, ds. jest
dlugoscia elementu.

7 Tutaj niezwykle pomocny jest program typu CAS lub inne obliczenia symboliczne.
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3. Obudowa trojstojakowa na podporach podatnych

Statyczny schemat obudowy trojstojakowej na podporach podatnych przedstawiono na
rysunku 5. Uktad podstawowy tej obudowy przedstawia rysunku 6.

X X, X X,
/21 Q.
Gk Qi1 + +
0 2
% % D, D |~ )
-1 k = k+1 3
. e . [ i % = 4
R l, TR 1, R,

Rys. 5. Schemat belki ciagltej dwuprzegstowe;j Rys. 6. Uktad podstawowy dla belki ciaglej
na podporach sprezystych dwuprzestowej na podporach sprezystych

W obudowie tej, jak i kazdej innej, momenty podporowe nad skrajnymi podporami sa
zawsze rowne zeru. ROwnanie pigciu momentéw dla tej obudowy sprowadza si¢ do postaci:

X, = Nl*,r/ (6)
w ktorej wspofezynnik a, | wynosi:

an = 2L+ L)+ 6EJ{ Ay A ( b) + ?—} %)

Prawa strona rdwnania kanonicznego metody sit (6) wyrazona jest zaleznoscia:

el { Sl e o

Rozwiazujac réwnanie kanoniczne (6) wzgledem momentu podporowego X, otrzymujemy:

x o_Ll(a LL(E + B)LL + 12EJ((Ao — 24+ o)LL — A(IF + I5)) 9
T (LLY (L + L) + 3EJ{ (Ao + A) + I} (A + A) + 2441} ©)

Reakcje w podporach wynosza odpowiednio:

R4 BEG3L+ 4L) — b5+ 12EJ{A{(B L) + 3(KEL+ LE)} + AL (I - 13)} 10
‘T8 (LLY (L + L) + 3EJ{L (Ao + A) + [T (A + A) + 2ALL} (10)

R = ( ) {5(1 +lz)+8[1lz}+lllz(11 +lz)+ 12E]{/10(11 L+05+25 )+/’17ll(ll 122)} 11
=3 (LY (b + 1) + 3EIE (Ao A) + (A + A) + 2L} an

R _4a FB(40L+ 3L) — LI+ 12EJ{ (L = FG) + A{B3(L L+ L) + (I + 1D)}} =
=3 (WLF (L + b) + 3EIE (A + A) + B (A + A) + 2400} (12)
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Jezeli przyjmiemy, ze sztywnosci podpor s takie same (4, = 4, = 4, = A) to wyrazenie
(9) sprowadzi si¢ do postaci:

Xi=-3 (LLY (L+ L)+ 6EJ - A(I7 + 211 + 13) (13)

Przyjmujac, ze obudowa jest symetryczna (/, = [, = /) otrzymamy:

1 g P(E=12E]-Q)

X =

=T8I 19E/A (14)
Dla obudowy tej wartosci reakcji obliczamy z zaleznosci:

o 3q P+ 16EJ Q)
Ro= k= ey oEr A (15)
1 q-1(5P+ 24EJ - 2)

R =

YT P 9EIA (16)

Jezeli natomiast przyjmiemy, ze podpory skrajne sa doskonale sztywne, czyli Ze sa one
niepodatne, co odpowiada wartosciom to wtedy moment podporowy obliczaé nalezy z za-
leznosci:

_ 19 lllz {1112(113 + l%) — 12EJ)I(11 + lz)z}

X =T ULy (b1 b) 4 3ET-A(L + LY )

Przy przyjeciu dla tego przypadku, ze obudowa jest symetryczna (rozpigtosci obu prze-
set sg rowne) to otrzymamy warto$¢ momentu podporowego, ktéra w innej formie zostata
zapisana przez H. Czopowskiego w 1896 r.

_1q-P(P=24EJ-2)
X = 8 P+6EJ-A (18)

Przeksztalcajac podane zaleznosci wyznaczymy wartosci reakcji podporowych?, ktore
w stojakach skrajnych obliczamy z zaleznosci (19), a w stojaku srodkowym z (20):

_3q-U(I'+ 16EJ - )

Ro=Re= = T6mr A (19)
_5 q'l'
k= 6B (20)

Gdy w zalezno$ciach (17, 19 i 20) przyjmiemy, ze wartosci podatnosci stojakow sg
réwne zeru (A = 0) to otrzymamy znane z literatury rozwigzanie E. Winklera (por. [10]) odno-
szace si¢ dla obudowy na podporach statych. Moment podporowy obliczamy z zalezno$ci:

8 H. Czopowski nie oblicza wartosci reakcji podporowych.
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_ 1
Xi=-gaq'l (1)
reakcje w stojakach wynosza odpowiednio:

Ro=Rz=%q-l (22)

5
Ri=7q1 (23)

W przypadku, gdy podatnos$¢ srodkowego stojaka zdazaé bedzie do nieskonczonosci to
otrzymamy, ze warto$¢ momentu podporowego jest rowna

Xi=2q-T (24)

co odpowiada momentowi prz¢stowemu w Srodku rozpietosci belki o szerokosci 2/.

Poréwnanie zaleznosci (91 21) lub (10 i 22) uswiadamia nam jak bardzo komplikuje si¢
analityczne rozwiazanie zagadnienia poprzez wprowadzenie podatnosci sprezystych podpor
oraz przyjecie, ze poszczegolne przgsta stropnicy sa o roznych rozpigtosciach. Do podob-
nego rozwiazania mozna doj$¢ stosujagc metody przyblizone o kontrolowanej doktadnos$ci
i stabilno$ci numerycznej dlatego sg one podstawa statyki budowli.

4. Podsumowanie i wnioski

Jedna z zalet ujawniajaca si¢ w zastosowanej metodzie uktadu sit jest to, ze z rozwiaza-
nia dla obudowy k-stojakowej mozemy otrzymac rozwigzanie dla kazdej dowolnej obudowy
wielostojakowej statycznie niewyznaczalnej o liczbie stojakéw mniejszej od k. Rozwigzanie
to otrzymamy poprzez przyrownanie odpowiedniego wspotczynnika podatnosci podpory do
nieskoniczonosci (A = o) co spowoduje, ze odpowiednie podpory znikna.

Przy zastosowaniu rownan trzech momentéw do obliczen obuddéw prostych wielosto-
jakowych nie ma mozliwosci uwzglednienia podatnosci sprezystej stojakdéw tak jak i nie
istnieje w metodzie tej mozliwos¢ redukcji okreslonej liczby podpor tak jak to jest mozliwe
poprzez zastosowanie rownan pigciu momentoéw. Nalezy przy tym zaznaczy¢, Zze zastoso-
wanie rownan pigciu momentéw daje zdecydowanie bardziej skomplikowane wyrazenia.
Sposéb zapisu roéwnan kanonicznych wynikajacych z twierdzenia o pigciu momentach jest
bardzo dogodny do zapisu sekwencyjnego majacego szerokie zastosowanie w programach
komputerowych.

Przedstawione praktyczne przyktady pozwolily na unaocznienie wplywu podatnosci
sprezystej na ostateczne wielkosci momentoéw zginajacych w stropnicach oraz wartosci
sit reakcji w stojakach. Nalezy jednak podkresli¢, ze wpltyw ten bedzie inny w przypadku,
gdy przyjmiemy inny rozklad obciazen ciaglych dziatajacych na stropnice obudéw. Przy
przyjeciu, ze obciazenie bylo ciagle i rownomiernie roztozone wyprowadzone wyrazenia sg
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wyrazeniami najprostszymi. Symetria uktadu wraz z symetrig obcigzenia doprowadzita do
znaczacego uproszczenia obliczen.

Przedstawiona praca daje $wiadomos¢ inzynierom projektantom o charakterze wspol-
pracy stropnic ze stojakami w ramach tych samych odrzwi obudowy prostej wielostojako-
wej. Wspolpraca ta nie byta dotad uwzglgdniana w przeprowadzanych dotad obliczeniach
wytrzymato$ciowych.

Sprezyste osiadanie stojakow zmienia nie tylko rozktad momentow zginajacych w strop-
nicach wywolanych obciazeniem zewngtrznym, ale powoduje rowniez inny rozktad warto$ci
reakcji w samych stojakach.

Otrzymanie rozwiazan analitycznych mozliwe byto dzigki zastosowaniu programu typu
CAS. Programy tego typu pozwalaja na rozwiazywanie problemow, ktdre w przesztosci byly
nietatwe do rozwigzania.
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