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W odzimierz Ha at*

WP YW PODATNO CI SPR YSTEJ OBUDOWY 
NA JEJ NO NO **

1. Wprowadzenie

Jednym z za o e  upraszczaj cych w przeprowadzanych do tej pory obliczeniach wy-
trzyma o ciowych obudów prostych wielostojakowych jest powszechne przyjmowanie, e
stropnice obudów podpierane s  przez stojaki, które modelowane s  jako doskonale sztyw-
ne podpory, sta e lub przesuwne. Je eli popatrzymy na schemat odrzwi obudowy prostej 
mieszanej (rys. 1) wykonanej ze stalowej stropnicy oraz z drewnianych stojaków, to w tym 
momencie nasnuwa si  pytanie, dlaczego drewniane stojaki maj  by  traktowane w obli-
czeniach wytrzyma o ciowych jako podpory doskonale sztywne a stalowa stropnica jako 
element podatny?

 * Katedra Geomechaniki, Budownictwa i Geotechniki, Wydzia  Górnictwa i Geoin ynierii, Akademia Górni-
czo-Hutnicza, Kraków

 ** Praca wykonana w ramach bada  statutowych AGH nr 11.11.100.197

q

Rys. 1. Schemat odrzwi obudowy prostej — obudowa mieszana
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W przypadku podpór podatnych warto ci si  reakcji w poszczególnych stojakach s  inne 
ni  podporach doskonale sztywnych. Warto ci w nich uzale nione s  od podatno ci samych 
stojaków jak równie  sztywno ci zginania stropnicy.

Tematycznie z prezentowanym artyku em bardzo blisko zwi zana jest praca prof. H. Czo-
powskiego [4] (rys. 2). W pracy tej wyprowadzone zosta o równanie wi ce ze sob  pi  ko-
lejnych momentów podporowych. Równanie to równie  zastosuj  do rozwi zania omawianego 
problemu. H. Czopowski jako praktyczny przyk ad zastosowania równania pi ciu momentów 
rozwi zuje symetryczn  belk  dwuprz s ow , w której skrajne podpory s  doskonale sztywne 
a podpora rodkowa jest podpor  spr yst . Wyniki tego rozwi zania s , wi c pierwowzorem 
rozwi za  spotykanych w podr cznikach z wytrzyma o ci materia ów i mechaniki budowli 
(por. [1–3]). Chc c rozwi za  postawiony problem H. Czopowski wprowadza do schematu 
belki dwa dodatkowe fi kcyjne skrajne prz s a o rozpi to ciach równych zeru — rozwi zuje, 
wi c on belk  czteroprz s ow  na pi ciu podporach. Pomys u H. Czopowskiego nie mo na 
bezpo rednio zastosowa  w rozwi zaniach, w których wszystkie podpory s  podatne albo, gdy 
podpory skrajne s  podatne a podpora rodkowa jest doskonale sztywna.

Przedstawione w pracy rozwi zanie jest rozwi zaniem ogólnym, w którym wszystkie 
podpory s  podatne, a ka da z nich jest o innym wspó czynniku podatno ci. Rozwi zanie
otrzymane przez H. Czopowskiego w 1896 r. [4] jest szczególnym przypadkiem rozwi zania
przedstawionego w pracy. W rozwi zaniach, przyj to nast puj ce za o enia upraszczaj ce:

sta  sztywno  zginania (EJ) we wszystkich prz s ach stropnicy,—
pomini to nieznacz cy wp yw sztywno ci cinania.—
Chc c tylko uwypukli  wp yw podatno ci stojaków przyj to, podobnie jak czynione to 

jest w wielu pracach, e obci enie stropnic jest ci g e i równomiernie roz o one. Wp yw
zmiany kszta tu nat enia obci enia stropnic na zmieniaj ce si  w nich warto ci momentów 
zginaj cych przedstawiono w pracy [5].

Celem artyku u jest nie tylko teoretyczne przybli enie omawianej metody, ale w miar
mo liwo ci pokazanie atwego przej cia do praktycznych jego zastosowa . Najprostszym 
przyk adem jest obudowa prosta trójstojakow  na podporach podatnych.

2. Rozwi zanie analityczne

Rozwi zanie problemu zosta o wykonane za pomoc  metody si  pozwalaj cej na otrzy-
manie ko cowych wyników. Metod  rozwi zania opisano uk adem równa  kanonicznych. 
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Rys. 2. Schemat belki wieloprz s owej na podporach spr ystych
rozwi zany przez H. Czopowskiego
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Równania w omawianym przypadku ze wzgl du na sw  budow  nosz  nazw  równa  pi ciu
momentów. Nie s  one opisywane w klasycznych podr cznikach z wytrzyma o ci materia-
ów [7]. Otrzymanie poprawnych — sprawdzonych rozwi za  sta o si  mo liwe dzi ki za-

stosowaniu programu algebry komputerowej CAS. Inspiracj  do podj cia tematu i napisania 
artyku u by y pytania postawione autorowi przez prof. S. Ga czy skiego na Zimowej Szkole 
Mechaniki Górotworu. Dotyczy y one pomini cia wp ywu podatno ci spr ystej stojaków 
w przedstawianym rozwi zaniu.

2.1. Metoda si  — równanie pi ciu momentów — rys historyczny

Prawdopodobnie pierwsz  publikacj  odnosz c  si  do zagadnienia zginania be-
lek ci g ych na podporach spr ystych jest praca K. Pearsona z 1890 r.1 W 1896 roku 
rozwi zanie zwi zane z tym zagadnieniem opublikowa  równie  H. Czopowski. Pewne 
jest jednak jak stwierdza T.M. Huber2 „.. e obaj wymienieni autorzy doszli niezale nie 
od siebie do równania pi ciu momentów”. W 1927 roku T.M. Huber uwzgl dniaj c
wp yw energii cinania3 ponownie wyprowadza równanie pi ciu momentów w odnie-
sieniu do belki ci g ej na podporach podatnie spr ystych. Nale y tutaj zwróci  uwag ,
e H. Czopowski, równanie pi ciu momentów wyprowadza uwzgl dniaj c wy cznie 

energi  zginania.

2.2. Metoda si  — równanie pi ciu momentów — belki wieloprz s owe

Cz  dowolnej obudowy prostej wyrobisk korytarzowych zast piono schematem belki 
ci g ej przedstawionej na rysunku 3. W ramach metody si  obudow  wieloprz s ow  statycz-
nie niewyznaczaln  zast pujemy schematem statycznie wyznaczalnym nazywanym w me-
chanice budowli uk adem podstawowym (rys. 4).

Momenty podporowe, jako warto ci nadliczbowe w statyce budowli w tzw. równaniach 
kanonicznych metody si  oznaczane s  zazwyczaj jako: X0, X1, X2,...,Xn

4. Podpory, stojaki, 

qqk+1qk-1 qk

k+1kk-1 k+2
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Rys. 3. Schemat belki ci g ej wieloprz s owej na podporach spr ystych

1 Nie dotar em do oryginalnej pracy opublikowanej w 1890 roku w Messenger of Mathematics.
2 T.M. Huber nie podaje, kto pierwszy „ustawi ” równanie pi ciu momentów „...nie maj c pod r k  daty dawnej 

pracy prof. H. Czopowskiego....” (por. [9]).
3 Wp yw ten jest pomijalny i nie pope nia si  przy tym wi kszego b du gdy l/h > 8 gdzie w tym przypadku h oznacza wy-

so ko  stropnicy. T.M. Huber w rozwi zywanym przez siebie praktycznym przyk adzie wp yw ten pomija (por. [9]).
4 Oznaczenia te s  odbiegaj ce od powszechnie stosowanych w nauce o wytrzyma o ci materia ów. Zastosowano 

je jednak ze wzgl du na tradycje wynikaj ce z literatury mechaniki budowli (por. [1–3]).
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w których przemieszczenia s  liniowo zale ne od przekazywanych na nie warto ci reakcji 
nazywane s  podporami liniowo podatnymi lub podporami spr ystymi.

Podpory spr yste oznaczone zosta y na schematach statycznych symbolem spr yny. 
Zale no  pomi dzy przemieszczeniami k-tej podpory a jej warto ciami reakcji zapiszemy 
w postaci:

Przyj to, e dodatnie przemieszczenie podpór (Dk) zwrócone jest ku do owi, a reakcja 
(Rk) — dzia aj ca na belk  (stropnic ) do góry. Wspó czynnik (mk) jest wspó czynnikiem
podatno ci stojaków lub sta  podporow  o wymiarze: m/N. Korzystaj c ze znanej relacji 
z wytrzyma o ci materia ów mi dzy si  osiow  a wyd u eniem (skróceniem) pr ta sta
podporow  wyra amy za pomoc  zale no ci:

gdzie:
 hk — wysoko  stojaka,

Ek — modu  Younga,
Ak — pole przekroju poprzecznego.

Teoretycznie wspó czynnik podatno ci stojaków w skrajnych przypadkach mo e przyj-
mowa  warto ci równe zeru lub niesko czono ci. Interpretacj fi zykaln  tych dwóch skraj-
nych przypadków dla mk = 0 oznacza podpor  nie-podatn , czyli podpor  doskonale sztywn ,
która jak wida  jest szczególnym przypadkiem podpory spr ystej. W przypadku gdy mk = 
otrzymamy warto  reakcji Rk = 0 niezale nie od przemieszczenia, a zatem punkt podparcia  
zachowywa  si  b dzie w tym przypadku jak nie podparty. Równanie kanoniczne metody 
si , adaptowane do rozwi zywanego problemu, mo na zapisa  jednym ogólnym równaniem, 
które odniesione do k-tej podpory stropnicy przybiera posta :

W równaniu (3) iloczyn Xk·ak,k jest wzajemnym obrotem przekrojów podporowych na 
k-tej podporze pod wp ywem pary równych, lecz przeciwnie skierowanych momentów Xk.

XX1X1 X2X2 X3X3 X4q3q1
q2

32 4
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Rys. 4. Uk ad podstawowy dla belki ci g ej wieloprz s owej na podporach spr ystych

Rk k kmD = (1)
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Równanie to ze wzgl du na sw  budow  wynikaj c  z powi zania ze sob  pi ciu kolejnych 
momentów podporowych nosi nazw  równania pi ciu momentów. Liczba równa  pi ciu mo-
mentów potrzebnych do rozwi zania problemu uzale niona jest krotno ci  statycznej niewy-
znaczalno ci obudowy. W przypadku, gdy podpory s  niepodatne, czyli doskonale sztywne 
równanie pi ciu momentów przechodzi w równanie trzech momentów, które jest ju  opisy-
wane w niektórych podr cznikach do nauki o wytrzyma o ci materia ów5. (por. [7]). Wspó -
czynniki przy niewiadomych momentach podporowych w równaniu pi ciu momentów (3) 
wyznaczamy z zale no ci podanych w pracy [6]:

Wyraz wolny wyst puj cy w równaniu pi ciu momentów (3) obliczamy z formu y:

Zbudowana jest ona z dwóch cz ci. Cz ci pierwsza  zale na jest od rodzaju obci enia 
czynnego, a cz  druga zale na od reakcji podporowych w uk adzie podstawowym. Reakcje te 
oznaczane s  nawiasami kwadratowymi i s  one równe sumie warto ci reakcji dwu wolnopod-
partych belek opieraj cych si  na danej podporze. Operacje ca kowania wyst puj ce w pierw-
szej cz ci formu y (4)6 mo na przeprowadzi  poprzez ca kowanie bezpo rednie lub oprze  si
na metodzie grafi cznej Maxwella–Mohra nazywanej niekiedy sposobem Wereszczagina, albo 
skorzysta  z gotowych wzorów zapisanych w tablicach zamieszczonych m.in. w podr cznikach 
z mechaniki budowli [3]. Przed przyst pieniem, do zazwyczaj mudnego7, rozwi zywania uk a-
du równa  kanonicznych polecane jest sprawdzenie ich poprzez obliczenie tzw. sum kontro-
lnych. Sumy te s  jedynie zdolne na wykazanie pope nionych b dów, ale nie na ich wskazanie.

W wyniku rozwi zania kanonicznych równa  uk adu metody si , zbudowanych z rów-
na  pi ciu momentów, wyznaczamy jako niewiadome warto ci momentów podporowych. 
Maj c wyznaczone warto ci momentów podporowych warto ci reakcji w k-tym stojaku 
(czytaj: k-tej podporze) obliczamy z zale no ci:

Po obliczeniu na podstawie zale no ci (5) warto ci reakcji we wszystkich stojakach 
sprawdzamy ogólny warunek równowagi poprzez obliczenie sumy rzutów si  czynnych 
i biernych na o  pionow .

5 Równanie to nazywane bywa równie  twierdzeniem lub metod  trzech momentów. W podr cznikach ze statyki 
budowli czone jest ono z nazwiskiem Bertota lub Clapeyrona b d  podawane niezale nie od nich. Zdania odno-
nie praw autorskich do równania trzech momentów s  podzielone. Problem praw autorskich próbuje wyja nia

prof. W. Wierzbicki w specjalnie po wi conemu temu zagadnieniu artykule [11]. Wp yw si  poprzecznych w rów-
naniu trzech momentów uwzgl dnia T.M. Huber, nie ma go, bowiem w klasycznej postaci tego równania.

6 W wzorach na wyra enia Nk,p ca kowania nale y przeprowadza  w uk adzie podstawowym wed ug zale no ci
Nk,p = s1

s2Mk·M ds; gdzie Mk — liniowa funkcja momentów zginaj cych wynikaj ca z obci enia nadliczbowego 
Xk = 1, a Mp — oznacza dowoln  funkcj  momentów zginaj cych pochodz c  od obci enia czynnego, ds. jest 
d ugo ci  elementu.

7 Tutaj niezwykle pomocny jest program typu CAS lub inne obliczenia symboliczne.
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3. Obudowa trójstojakowa na podporach podatnych

Statyczny schemat obudowy trójstojakowej na podporach podatnych przedstawiono na 
rysunku 5. Uk ad podstawowy tej obudowy przedstawia rysunku 6.

W obudowie tej, jak i ka dej innej, momenty podporowe nad skrajnymi podporami s
zawsze równe zeru. Równanie pi ciu momentów dla tej obudowy sprowadza si  do postaci:

w której wspó czynnik a1,1 wynosi:

Prawa strona równania kanonicznego metody si  (6) wyra ona jest zale no ci :

Rozwi zuj c równanie kanoniczne (6) wzgl dem momentu podporowego X1 otrzymujemy:

Reakcje w podporach wynosz  odpowiednio:

qk+1qk

k+1kk-1
l   k+1l   k

Rys. 5. Schemat belki ci g ej dwuprz s owej
na podporach spr ystych
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Je eli przyjmiemy, e sztywno ci podpór s  takie same (m0 = m1 = m2 = m) to wyra enie
(9) sprowadzi si  do postaci:

Przyjmuj c, e obudowa jest symetryczna (l1 = l2 = l) otrzymamy:

Dla obudowy tej warto ci reakcji obliczamy z zale no ci:

Je eli natomiast przyjmiemy, e podpory skrajne s  doskonale sztywne, czyli e s  one 
niepodatne, co odpowiada warto ciom  to wtedy moment podporowy oblicza  nale y z za-
le no ci:

Przy przyj ciu dla tego przypadku, e obudowa jest symetryczna (rozpi to ci obu prz -
se  s  równe) to otrzymamy warto  momentu podporowego, która w innej formie zosta a
zapisana przez H. Czopowskiego w 1896 r.

Przekszta caj c podane zale no ci wyznaczymy warto ci reakcji podporowych8, które 
w stojakach skrajnych obliczamy z zale no ci (19), a w stojaku rodkowym z (20):

Gdy w zale no ciach (17, 19 i 20) przyjmiemy, e warto ci podatno ci stojaków s
równe zeru (m = 0) to otrzymamy znane z literatury rozwi zanie E. Winklera (por. [10]) odno-
sz ce si  dla obudowy na podporach sta ych. Moment podporowy obliczamy z zale no ci:
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8 H. Czopowski nie oblicza warto ci reakcji podporowych.
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reakcje w stojakach wynosz  odpowiednio:

W przypadku, gdy podatno rodkowego stojaka zd a  b dzie do niesko czono ci to 
otrzymamy, e warto  momentu podporowego jest równa

co odpowiada momentowi prz s owemu w rodku rozpi to ci belki o szeroko ci 2l.
Porównanie zale no ci (9 i 21) lub (10 i 22) u wiadamia nam jak bardzo komplikuje si

analityczne rozwi zanie zagadnienia poprzez wprowadzenie podatno ci spr ystych podpór 
oraz przyj cie, e poszczególne prz s a stropnicy s  o ró nych rozpi to ciach. Do podob-
nego rozwi zania mo na doj  stosuj c metody przybli one o kontrolowanej dok adno ci
i stabilno ci numerycznej dlatego s  one podstaw  statyki budowli.

4. Podsumowanie i wnioski

Jedn  z zalet ujawniaj c  si  w zastosowanej metodzie uk adu si  jest to, e z rozwi za-
nia dla obudowy k-stojakowej mo emy otrzyma  rozwi zanie dla ka dej dowolnej obudowy 
wielostojakowej statycznie niewyznaczalnej o liczbie stojaków mniejszej od k. Rozwi zanie
to otrzymamy poprzez przyrównanie odpowiedniego wspó czynnika podatno ci podpory do 
niesko czono ci (m = ) co spowoduje, e odpowiednie podpory znikn .

Przy zastosowaniu równa  trzech momentów do oblicze  obudów prostych wielosto-
jakowych nie ma mo liwo ci uwzgl dnienia podatno ci spr ystej stojaków tak jak i nie 
istnieje w metodzie tej mo liwo  redukcji okre lonej liczby podpór tak jak to jest mo liwe
poprzez zastosowanie równa  pi ciu momentów. Nale y przy tym zaznaczy , e zastoso-
wanie równa  pi ciu momentów daje zdecydowanie bardziej skomplikowane wyra enia.
Sposób zapisu równa  kanonicznych wynikaj cych z twierdzenia o pi ciu momentach jest 
bardzo dogodny do zapisu sekwencyjnego maj cego szerokie zastosowanie w programach 
komputerowych.

Przedstawione praktyczne przyk ady pozwoli y na unaocznienie wp ywu podatno ci
spr ystej na ostateczne wielko ci momentów zginaj cych w stropnicach oraz warto ci
si  reakcji w stojakach. Nale y jednak podkre li , ze wp yw ten b dzie inny w przypadku, 
gdy przyjmiemy inny rozk ad obci e  ci g ych dzia aj cych na stropnice obudów. Przy 
przyj ciu, e obci enie by o ci g e i równomiernie roz o one wyprowadzone wyra enia s

X q l
8
1

1
2$=- (21)

R R q l
8
3

0 2 $= = (22)

R q l
4
5

1 $= (23)

X q l
2
1

1
2$= (24)



wyra eniami najprostszymi. Symetria uk adu wraz z symetri  obci enia doprowadzi a do 
znacz cego uproszczenia oblicze .

Przedstawiona praca daje wiadomo  in ynierom projektantom o charakterze wspó -
pracy stropnic ze stojakami w ramach tych samych odrzwi obudowy prostej wielostojako-
wej. Wspó praca ta nie by a dot d uwzgl dniana w przeprowadzanych dot d obliczeniach 
wytrzyma o ciowych.

Spr yste osiadanie stojaków zmienia nie tylko rozk ad momentów zginaj cych w strop-
nicach wywo anych obci eniem zewn trznym, ale powoduje równie  inny rozk ad warto ci
reakcji w samych stojakach.

Otrzymanie rozwi za  analitycznych mo liwe by o dzi ki zastosowaniu programu typu 
CAS. Programy tego typu pozwalaj  na rozwi zywanie problemów, które w przesz o ci by y
nie atwe do rozwi zania.
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