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IDENTYFIKACJA PARAMETROW )
SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH MODELI GRUNTOW
METODA ROWNOCZESNA

1. Wprowadzenie

Zastosowanie w praktyce ztozonych sprezysto-plastycznych modeli gruntéw wymaga
kazdorazowo specyfikacji ich parametrow. Zwykle do ich identyfikacji wykorzystuje si¢ me-
toda stopniows [4], analizujaca rezultaty badan trojosiowych, w ktérej dla zaprogramowanej
sekwencji testow specyfikuje si¢ kolejno pojedyncze stale, dokonujac liniowej regresji wy-
nikow metoda najmniejszych kwadratow. Alternatywnym podejsciem jest metoda réwno-
czesna [4, 2], w ktorej dla rezultatow testu jednego rodzaju realizuje si¢ ztozona nieliniowg
analizg regresji wynikéw metoda najmniejszych kwadratdw, ustalajac jednoczesnie wszyst-
kie state. W pierwszym podejsciu nacisk potozony jest na realizacj¢ ztozonych i trudnych
badan, natomiast w drugie — na zastosowania skomplikowanych procedur programowania
matematycznego z uwzglednieniem specjalnych wersji funkceji celu, dostosowanych indywi-
dualnie do rodzaju testu.

W niniejszym opracowaniu omawia si¢ koncepcj¢ metody rownoczesnej estymacji
parametrow sprezysto-plastycznych modeli gruntéw, wykorzystujacej kombinacj¢ bezgra-
dientowych procedur optymalizacyjnych [3]. Szczegotowe omdwienie wersji funkcji celu
poprzedza prezentacj¢ algorytmu zastosowanej kombinacji metod programowania matema-
tycznego, laczacej sposob kolejnego przeszukiwania z nieliniowg metoda symplexu Neldera-
Meada [6, 3]. Do numerycznej symulacji badania trojosiowego wykorzystuje si¢ procedu-
r¢, realizujaca zatozone $ciezki naprgzenia za pomoca techniki przyrostowo-iteracyjnej [2],
gdzie stan uplastycznienia analizuje si¢ metoda Nayaka—Zienkiewicza [5]. Prezentacj¢ uzu-
petnia przyktad identyfikacji parametréw modelu Novy—Wooda [7] dla wynikéw teoretycz-
nie zrealizowanej sciezki standardowego $cinania.
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2. Koncepcja metody rownoczesnej identyfikacji parametrow

Z matematycznego punktu widzenia rownoczesna metoda parametrycznej specyfikacji
modelu stanowi zadanie programowania matematycznego, w ktérym poszukuje si¢ wektora
parametréw b minimalizujacego funkcje celu Q

O(b) = z[y — Y(x,b) = min )

w postaci sumy N kwadratéw réznic wynikéw badan y, i obliczen ¢, dla zmiennych ste-
rujacych x. Zwykle do identyfikacji poszukiwanych parametréw wykorzystuje si¢ wyniki
uzyskane z realizacji zatozonych $ciezek naprezenia w badaniu trojosiowym, sterujac stanem
naprezenia i obserwujac odksztalcenia. Zalozenie, ze w obcigzanej probee panuje jednorod-
ny stan naprezenia i odksztatcenia pozwala ograniczy¢ analiz¢ stanu do jednego dowolnie
wybranego punktu materialnego. W takim przypadku — jednoznacznym obrazem testu troj-
osiowego jest zestaw N wartosci 4 niezmiennikow: efektywnego napre¢zenia $cinajacego g’
i efektywnego naprezenia sredniego p’, intensywnosci odksztalcenia € i odksztatcenia obje-
tosciowego & . Wyniki te ujmuje si¢ w forme 4 sprzezonych charakterystyk (Sciezek napreze-
nia ¢ —p’ i odksztafcenia € —¢ , oraz charakterystyk scinania g ¢ i scisliwosci p ¢ ).

W przypadku testu jako realizacji zatozonej trajektorii naprezenia — wielkosci ¢’ 1 p’
stanowia odpowiedniki zmiennej sterujacej x, natomiast pozostate dwa niezmienniki € i€,
(lub ich kombinacje z wielkosciami ¢ i p ) obrazuja wyniki badan y, (lub obliczen ¢). Wobec
braku jawnej postaci funkcji ¥, (x,, b) wartoéci ¥, otrzymuje si¢ z przyblizonego rozwiazania
numerycznego, symulujacego odpowiednia $ciezke naprezenia w badaniu trojosiowym.

3. Warianty funkcji celu

Podstawowym problemem tak sformutowanego zadania minimalizacji jest wlasciwe
okreslenie funkcji celu Q tzn. wybdr zmiennej sterujacej x, i wartosci mierzonej y,, oraz
obliczanej ¥, (x, b). Rozwaza¢ mozna rézne warianty, uwzgledniajac kombinacje pomigdzy
czterema niezmiennikami stanu: naprezenia p’, ¢ " i odksztatcenia €, € .

Zgodnie z [1] najprostsze sa warianty czastkowe, ograniczone do relacji pomiedzy
arbitralnie wybrang para niezmiennikdéw. W takim przypadku definiuje si¢ dwie elemen-
tarne funkcje celu bazujace na charakterystykach: (1) $cinania (sekwencja N wynikow
x,=q’ iy =€) i(2)scisliwosci (zestaw N wynikow x, = p’, iy, = € ). Uzupelniaja je dwa
warianty energetyczne funkcji Q (tworzone jako sumy iloczyndw wartos$ci niezmienni-
kow naprezenia i odksztatcenia) uwzgledniajace strat¢ energii zwigzang ze zmiang: (3)
postaci (sekwencja N rezultatow x, = ¢’ iy, = ¢’ €)1 (4) objetosci (zestaw N rezultatow
x =p’ iy =p’ e). Uogolniaja je dwie wersje kompleksowe, powstate si¢ z kompilacji
podanych dwoch par czastkowych (1) i (2) oraz (3) i (4), definiujace funkcj¢ celu Q jako
formalna ich sumg dla:

(5) sekwencji N wynikéw x, = ¢’ iy, =€ i Nrezultatdow x, =p’ iy, =¢€
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0(b) = @Y Ble—&:(@up' b)F + & Y B [e: = eu(qpicb)f = min @

(6) sekwencji N wynikéw x,=¢’ iy, =¢q’ e i Nrezultatow x,=p’ iy, =p’ e

i i

N N
O(b) = a. > Blg'ei — ¢iea(qpi D) + @ 3 B.[p'es — pies(q'p',b)f =1 3)
i=1 i=1

Mnozniki @, @ = {1, 0} pozwalaja sprowadzi¢ je do odpowiedniej skfadowej wersji
czastkowej. Wartosci 5, 5, (state lub zmienne dla serii N wynikéw) stanowia odpowiedniki
wspotczynnikdéw wagi, pozwalajacych na korekte dostosowania ,,skali” rezultatdéw w przy-
padku duzych dysproporcji pomigdzy niezmiennikamip’, ¢’ i€, € (rzedu 10 i wigcej).

Dobor whasciwej postaci funkeji Q uzalezniony jest od rodzaju realizowanej doswiad-
czalnie $ciezki naprgzen 1 wartosci liczbowych wyznaczanych niezmiennikéw. Do weryfi-
kacji poprawnosci dokonanej estymacji parametrow wykorzystuje si¢ warunek doktadnosci
,,halozenia” graficznych charakterystyk funkcyjnych zaleznosci dla wartosci obliczonych i
ilustrujacych wyniki.

4. Algorytm operacyjny metody

Problemy zwigzane z ustaleniem ciggtosci dziedziny parametréw b minimalizujacego
funkcje celu Q, preferujg proste techniki programowania matematycznego (bez konieczno$ci
ustalania gradientow, sprawdzania ograniczen itp.). Stad w tym przypadku do identyfika-
cji parametrow modelu metoda réwnoczesna — alternatywnie do koncepcji postgpowania
opisanej w [1] — stosuje si¢ dwuetapowy algorytm obliczeniowy obejmujacy: (I) ustalenie
wektora poczatkowych parametrow b modelu gruntu metoda kolejnego przeszukiwania, (II)
okreslenie ostatecznych wartosci stalych nieliniowa metoda symplexu Neldera i Meada [6].
Etap (I) obejmuje:

a) konstrukcj¢ punktow weztowych k-wymiarowego prostopadloscianu parametrow star-
towych poprzez podziat kazdej jego krawedzi na j jednakowych czescei,

b) symulacj¢ numeryczna Sciezki naprezenia w badaniu trdjosiowym dla wektoréw para-
metréw wszystkich punktow weztowych,

c) przerwanie obliczen w przypadku braku rezultatéw obliczen we wszystkich weztach,

d) obliczenie funkcji celu Q dla wynikéw otrzymanych w okreslonych weztach i ustalenie jej
minimalnej wartosci Q. oraz sprawdzenie warunku przerwania obliczen (dla statej &)

Omn=<§ “4)

e) w przypadku spetnienia warunku (4) — zakonczenie obliczen,

f) w przypadku niespetnienia warunku (4) — zmniejszenie wymiarow k-wymiarowego
prostopadtoscianu parametréw startowych i powtdrzenie obliczen wg punktow (a)-(b),

g) przejscie do etapu (II) w przypadku braku rezultatow obliczen we wszystkich weztach,

h) obliczenie funkcji celu Q dla wynikdéw otrzymanych w okreslonych weztach i ustalenie
jej minimalnej wartosci Q° . oraz sprawdzenie warunku przerwania obliczen
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O'uin < Ouin (5)
ktérego niespetnienie wymaga przejscie do etapu (II) toku.
i) podstawienie O’ . =Q . sprawdzenie warunku (4) i powtrzenie obliczefi wg punktow (e) i (f).

Etap (IT) realizuje cykl obliczen metoda Neldera-Meada [6, 3] dla regularnego sym-
pleksu zbudowanego na wektorze parametréw modelu b dla funkeji celu Q° . (lub Q).
Definiujac wstgpnie state nalezy pamigtaé, ze dla wigkszosci modeli sprezysto-plastycznych
poszukiwane parametry sa niewielkimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Estymacj¢ para-
metrow wedtug podanego toku powtarza si¢ kilkakrotnie (minimum — dwukrotnie) dla roz-
nych zestawow wartosci poczatkowych. W przypadku wyraznych réznic — powtornie bada
si¢ ograniczony obszar otoczenia K-wymiarowej przestrzeni parametrycznej (obejmujacej
wszystkie uzyskane zestawy parametrow) dla ustalenia rzeczywistego minimum.

5. Numeryczna symulacja badania trojosiowego

Do symulacji $ciezki naprgzenia w badaniu trojosiowym (dla wektora parametrow mo-
delu gruntu b) stosuje si¢ przyrostowo-iteracyjne podejscie numeryczne, oparte na zmodyfi-
kowanej metodzie Newtona-Raphsona. Obciazenie dowolnego punktu materialnego probki
gruntu stanowi zestaw przyrostOw naprezenia do, realizujacych zalozong $ciezke w prze-
strzeni naprgzen ¢ —p . Po przylozeniu kolejnego przyrostu naprezenia d6 oblicza si¢ czgs¢
sprezysta przyrostu odksztalcenia de® z prawa sprezystosci 1 wyznacza si¢ odpowiadajaca
im plastyczng czg$¢ przyrostu naprgzenia d6” za pomocg procedury Nayaka—Zienkiewi-
cza [5]. Uwzglednia si¢ przyrostowe rownanie konstytutywne wiazace przyrost odksztatce-
nia de = {de , de }" inaprezenia d6 = {dq’, dp’}" zalezno$cia

_ [y (Dag)(a;D)]"

d€ - [D a?D aG—KG

d6 = (D —D")"'d6 (6)
_ oF [ ok

Ko = ok {88" }aG

w ktorej: D, D —to konstytutywne macierze sprezystosci, plastycznoscei i sprezysto-plastycznosci,
K, — modut wzmocnienia plastycznego, a ., a, — gradienty funkcji potencjatu plastycznosci G(0,
k) 1 plastycznosci F(G, k), okreslone dla wartosci naprezenia s 1 zestawu skalarowych parametrow
wzmocnienia k, 67 — czes$¢ plastyczna wektora odksztalcenia. Otrzymane ostatecznie plastyczne
czesci dsp traktuje si¢ jako sprezyste ,,obciazenie” w cyklu wewngtrznych iteracji, powtarzanych
az do osiagnigcia odpowiedniej zbieznosci. Algorytm operacyjny takiej procedury obejmuje [2]:

1) podziat ,,obciazenia” 6 na szereg (i) przyrostow do®,

2) realizacj¢ dla (i) krokéw przyrostowych cyklu obejmujacego:

a) wyznaczenie konstytutywnej macierzy sprezystosci D i1 okreslenie przyrostu odksztat-

cenia de®? z prawa sprezystosci

de'’ = D 'de" (7)
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b) ustalenie czgsci plastycznej przyrostu naprezenia d67?” za pomocg procedury Nayaka-
Zienkiewicza [2, 6],

¢) sprawdzenie warunku przerwania cyklu iteracyjnego i powrot do punktu (c) (w przypad-
ku jego niespetienia), poprzedzony ustaleniem przyrostu odksztatcenia z zaleznosci

de’ = D' d6™” (8)

d) w przypadku spelienia warunku przerwania — przejscie do punktu (2), poprzedzone
modyfikacja stycznych parametréw sprezystych i aktualizacjg stanu naprezenia 6® i od-
ksztalcenia €, lub zakonczenie obliczen.

6. Pakiet programéw komputerowych

Przedstawiony algorytm (jako jedna z kilku mozliwych wariantéw) realizuje para programow
komputerowych PARID i AL30SM napisanych w jezyku FORTRAN, komunikujacych si¢ poprzez
zbiory danych. Pierwszy program ustala poczatkowe parametry modelu, wywolujac drugi — prze-
znaczony do symulacji $ciezki naprezenia w badaniu trojosiowym. Taka konstrukcja nie powoduje
przerwania obliczen w przypadku nieuzyskania wynikow obliczen programem AL30SM.

7. Sprezysto-plastyczny model Novy—Wooda

Do ilustracji przedstawionej koncepcji specyfikacji parametrow modeli spre¢zysto-pla-
stycznych przyjeto model szkieletu gruntowego Novy—Wooda [7], bedacy zwiazkiem typu
nasadkowego. Operuje on dwuparametrycznym mieszanym prawem plastycznego ptynigcia
(stowarzyszonym dla stozkowej powierzchni i niestowarzyszonym — dla czgsci nasadko-
wej). Obszar sprezysty ogranicza powierzchnia plastycznoscei (rys. 1a), zbudowana z czesci
nasadkowej £, i stozkowej F,, opisanych zaleznosciami

’

E:q’—[M+mln<p,)

’

P =0 da 7=2>7

u , p (9)
F:q”+M(p'2—p'2):0 da p=-L <y
2 4/1 0 p; c

w ktérych: M — oznacza nachylenie linii stanu krytycznego CSL, p’, — efektywne napreze-

nie Srednie okreslajace punkt przecigcia linii CSL z powierzchnia F'|, m — parametr modelu,
1 — parametr dylatacji, p’, — cisnienie prekonsolidacji, 7, — nachylenie linii okreslajacej
»potaczenie” powierzchni nasadkowej F, i stozkowej F, (77, = 0,5M).

Powierzchnig plastycznego potencjatu (rys. 1b) tworza dwie czgsci G, i G, zdefiniowane
relacjami

L—n

Gi=n- 2| (2]

’

] dla 7)=q,27)p

1 —u P ug ) p (10)
G, =q" +%(p’z —pi) dla 7= Z, <7
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Rys. 1. Schemat modelu Novy-Wooda: a) powierzchnia plastycznosci,
b) powierzchnia potencjatu plastycznego

gdzie: p’, — oznacza efektywne naprezenie Srednie dla ,,wierzchotka” powierzchni poten-
cjatu plastycznego G| przecinajacej linig¢ CSL (p ‘e =P ).

Zgodnie z [8] prawo wzmocnienia definiuja dwa parametry wzmocnienia — podstawo-
wy, ktérym jest cisnienie prekonsolidacji p’, oraz efektywne naprezenie Srednie p’, (uzalez-
nione od plastycznych czesci intensywnosci odksztalcenia € i odksztalcenia objetosciowego
&€”), opisane wzorami

po=p. exp<76;*+_13§5>
P, = P exp<_M> (11)
V1+u 2m

w ktorych: p’ — oznacza poczatkowa wartos¢ cisnienia prekonsolidacji p’), D — ,,kombi-
nowany parametr wzmocnienia”, A" i k£ — stale modelu.

Stan wewnatrz powierzchni plastycznosci opisuje liniowe prawo sprezystosci, operu-
jace parg modutéw — Scinania G, i scisliwosci K. Model specyfikuje zestaw 8 parametrow
b=A{A, k", M, ;t,m,D, G,K}.

8. Przyklad specyfikacji parametrow

Przyktadowa identyfikacj¢ parametréw modelu Novy—Wooda przeprowadzono dla wy-
nikow symulowanego numerycznie testu trojosiowego, realizujacego $ciezke standardowego
$cinania (rys. 2 a) 50-cioma jednakowymi przyrostami napr¢zenia dla parametréw charakte-
ryzujacych it ze Szwecji [8] (zamieszczonych w wierszu (B) z tabeli 1).

Do analizy przyjeto 2 kompleksowe wersje funkcje celu Q okreslone wzorami (2) i (3) (dla
a=a =p=p=1i£=10"). Estymacj¢ ograniczono do zestawu 6 plastycznych parametréw mode-
ub={A", k", M, ;1, m, D}, przyjmujac, ze wartosci pary statych sprezystych G =30 kPa, K, = 46 kPa
ustalone zostaty wczesniej. Startowe wartosci wspohrzednych punktéw naroznych 6-wymiarowego
prostopadtoscianu parametréw zamieszczono w wierszu (A) tabeli 1, dzielac kazdg z krawedzi na
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TABELA 1
Wyniki identyfikacji parametréw modelu Novy-Wooda dla ilu ze Szwecji [8]

Punkt a K M P m D
(nr wzoru)
0,00855 0,002925 0,91125 0,38025
(A) + + + 0,6 1,04 | 0,6+1,04 +
0,01482 0,00507 1,5785 0,6591
2) 0,01135 0,00386 1.2412 0,836 0,495 0,5065
3) 0,01135 0,00385 1,2188 0,805 0,494 0,5070
B) 0,0114 0,0039 1,215 0,8 0,8 0,507

2 czgsei 1 przyjmujac na niej 3 punkty weztowe (oraz skalg zmniejszania krawedzi w kolejnych
cyklach réwna 1:0,65). Dla pokazania r6znic — obliczenia ograniczono do I etapu podanego algo-
rytmu, czyli do metody kolejnego przeszukiwania. Zakonczono je — po 5 cyklach obliczeniowych
dla (2) wersji funkcji celu 0=2,802014-10"" i po 9 —dla (3) opcji przy Q= 1,555694-10""". Wyniki
obliczen (wykonanych programem PARID) zamieszczono w wierszach (2) i (3) tabeli 1, oraz w po-
staci dwoch charakterystyk: Scinania g —¢ , odksztatcenia € — (narys. 2 b-c).

4 4 £q [X103]
b -
5 . @ | / 5 (b)) / 00,511,.5?2,5
o o
> 2 > 2 = —B
- - / — B — s===-2
x, X, A oo, 2 1 - -3
‘c— 1 -'c.. 1 2- —
AEEI AN
0 0 4 —4 2
50 57 64 005115225 () >
p'[x10" kPa] £ [x107] 3

Rys. 2. Wyniki obliczen — charakterystyki: a) g —p’, b) ¢ ’—eq, c) €€,

W obydwoch analizowanych przypadkach rozktady charakterystyk praktycznie pokry-
waja si¢ z wzorcowymi dla parametréw z wiersza (B) tabeli. Zdecydowanie blizsze esty-
mowanym sg rezultaty dla energetycznej funkcji celu (3), jednak w obydwoch przypadkach
stabo oszacowana zostata stala m, co spowodowane jest rodzajem przyjetej do analizy Sciez-
ki naprezenia (standardowego $cinania). W pozostatych przypadkach réznice w stosunku do
wzorcowych nie przekraczajg 2%.

9. Podsumowanie

Przedstawiona metoda réwnoczesnej identyfikacji parametrow sprezysto-plastycznych
modeli gruntdéw stanowi efektywny sposob ich specyfikacji. Moze by¢ stosowana samodziel-
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nie jako wariant jednokrokowy (okreslajacy wszystkie parametry jednoczesnie), kilkukro-
kowy (ustalajacy grupy parametréw etapami dla réznych charakterystyk) albo w potaczeniu
z opcja stopniowa. Wymaga ona jednak wlasciwego zaprogramowania zestawu badan trdjo-
siowych i doboru odpowiedniej funkcji celu.

LITERATURA

(1]

Fedczuk P.: Kalibrowanie spr¢zysto-plastycznych modeli gruntéw metoda réwnoczesna. XI1
KKMGiF Problemy geotechniczne obszardw przymorskich, Cz. Ia, Szczecin—Migdzyzdroje,
2000, s. 135-146

Fedczuk P.: Numeryczna symulacja badania trojosiowego. XLV Konferencja Naukowa KI-
LiW PAN I KN PZITB, T. 5 — Organizacja i zarzadzanie w budownictwie. Geotechnika,
Krakéow-Krynica. 1999, s. 107-114

Fideisen W., Szymanowski J., Wierzbicki A.: Teoria i metody obliczeniowe optymalizacji,
Biblioteka Naukowa Inzyniera, PWN, Warszawa 1980

Gryczmanski M.: Reologiczny model o wzmocnieniu anizotropowym dla szkieletu gruntowe-
g0, Zeszyty Naukowe WSI w Opolu, Budownictwo, Zeszyt 20, Nr 91/1983, Opole 1983
Nayak G.C., Zienkiewicz O.C.: Elasto-plastic Stress Analysis. A generalized for Various Con-
stitutive Relations Including Strain Softening. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, Vol.5, 1972, pp. 113-135

Nelder J.A., Mead R.: A Simplex Method for Function Minimization, Computer Journal, 7 (4),
1965, pp. 308-313

Nova R., Wood D.M.: A Constitutive Model for Sand in Triaxial Compression, International
Journal for Numerical and Analytical Method in Geomechanics, 3 (3), 1979, pp. 255-278

Yu Y., Axelsson K.: Constitutive Driver for Response Behaviour of Soils. Research Report,
Lulea University of Technology, Lulea 1992



