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IDENTYFIKACJA PARAMETRÓW 
SPR YSTO-PLASTYCZNYCH MODELI GRUNTÓW 
METOD  RÓWNOCZESN

1. Wprowadzenie

Zastosowanie w praktyce z o onych spr ysto-plastycznych modeli gruntów wymaga 
ka dorazowo specyfi kacji ich parametrów. Zwykle do ich identyfi kacji wykorzystuje si  me-
tod  stopniow  [4], analizuj c  rezultaty bada  trójosiowych, w której dla zaprogramowanej 
sekwencji testów specyfi kuje si  kolejno pojedyncze sta e, dokonuj c liniowej regresji wy-
ników metod  najmniejszych kwadratów. Alternatywnym podej ciem jest metoda równo-
czesna [4, 2], w której dla rezultatów testu jednego rodzaju realizuje si  z o on  nieliniow
analiz  regresji wyników metod  najmniejszych kwadratów, ustalaj c jednocze nie wszyst-
kie sta e. W pierwszym podej ciu nacisk po o ony jest na realizacj  z o onych i trudnych 
bada , natomiast w drugie — na zastosowania skomplikowanych procedur programowania 
matematycznego z uwzgl dnieniem specjalnych wersji funkcji celu, dostosowanych indywi-
dualnie do rodzaju testu.

W niniejszym opracowaniu omawia si  koncepcj  metody równoczesnej estymacji 
parametrów spr ysto-plastycznych modeli gruntów, wykorzystuj cej kombinacj  bezgra-
dientowych procedur optymalizacyjnych [3]. Szczegó owe omówienie wersji funkcji celu 
poprzedza prezentacj  algorytmu zastosowanej kombinacji metod programowania matema-
tycznego, cz cej sposób kolejnego przeszukiwania z nieliniow  metod  symplexu Neldera-
Meada [6, 3]. Do numerycznej symulacji badania trójosiowego wykorzystuje si  procedu-
r , realizuj c  za o one cie ki napr enia za pomoc  techniki przyrostowo-iteracyjnej [2], 
gdzie stan uplastycznienia analizuje si  metod  Nayaka–Zienkiewicza [5]. Prezentacj  uzu-
pe nia przyk ad identyfi kacji parametrów modelu Novy–Wooda [7] dla wyników teoretycz-
nie zrealizowanej cie ki standardowego cinania.
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2. Koncepcja metody równoczesnej identyfi kacji parametrów

Z matematycznego punktu widzenia równoczesna metoda parametrycznej specyfi kacji 
modelu stanowi zadanie programowania matematycznego, w którym poszukuje si  wektora 
parametrów b minimalizuj cego funkcj  celu Q

w postaci sumy N kwadratów ró nic wyników bada yi i oblicze }i dla zmiennych ste-
ruj cych xi. Zwykle do identyfi kacji poszukiwanych parametrów wykorzystuje si  wyniki 
uzyskane z realizacji za o onych cie ek napr enia w badaniu trójosiowym, steruj c stanem 
napr enia i obserwuj c odkszta cenia. Za o enie, e w obci anej próbce panuje jednorod-
ny stan napr enia i odkszta cenia pozwala ograniczy  analiz  stanu do jednego dowolnie 
wybranego punktu materialnego. W takim przypadku – jednoznacznym obrazem testu trój-
osiowego jest zestaw N warto ci 4 niezmienników: efektywnego napr enia cinaj cego q’
i efektywnego napr enia redniego p’, intensywno ci odkszta cenia fs i odkszta cenia obj -
to ciowego fv. Wyniki te ujmuje si  w form  4 sprz onych charakterystyk ( cie ek napr e-
nia q’–p’ i odkszta cenia fs–fv, oraz charakterystyk cinania q’–fs i ci liwo ci p’–fv).

W przypadku testu jako realizacji za o onej trajektorii napr enia — wielko ci q’ i p’ 
stanowi  odpowiedniki zmiennej steruj cej xi, natomiast pozosta e dwa niezmienniki fs i fv

(lub ich kombinacje z wielko ciami q’ i p’) obrazuj  wyniki bada yi (lub oblicze }i). Wobec 
braku jawnej postaci funkcji }i (xi, b) warto ci }i otrzymuje si  z przybli onego rozwi zania
numerycznego, symuluj cego odpowiedni cie k  napr enia w badaniu trójosiowym.

3. Warianty funkcji celu

Podstawowym problemem tak sformu owanego zadania minimalizacji jest w a ciwe
okre lenie funkcji celu Q tzn. wybór zmiennej steruj cej xi i warto ci mierzonej yi, oraz 
obliczanej }i (xi, b). Rozwa a  mo na ró ne warianty, uwzgl dniaj c kombinacje pomi dzy
czterema niezmiennikami stanu: napr enia p’, q’ i odkszta cenia fs, fv.

Zgodnie z [1] najprostsze s  warianty cz stkowe, ograniczone do relacji pomi dzy 
arbitralnie wybran  par  niezmienników. W takim przypadku defi niuje si  dwie elemen-
tarne funkcje celu bazuj ce na charakterystykach: (1) cinania (sekwencja N wyników 
xi = q’i i yi = fsi) i (2) ci liwo ci (zestaw N wyników xi = p’i i yi = fvi). Uzupe niaj  je dwa 
warianty energetyczne funkcji Q (tworzone jako sumy iloczynów warto ci niezmienni-
ków napr enia i odkszta cenia) uwzgl dniaj ce strat  energii zwi zan  ze zmian : (3) 
postaci (sekwencja N rezultatów xi = q’i i yi = q’i fsi) i (4) obj to ci (zestaw N rezultatów 
xi = p’i i yi = p’i fvi). Uogólniaj  je dwie wersje kompleksowe, powsta e si  z kompilacji 
podanych dwóch par cz stkowych (1) i (2) oraz (3) i (4), defi niuj ce funkcj  celu Q jako 
formaln  ich sum  dla:
(5) sekwencji N wyników xi = q’i i yi = fsi i N rezultatów xi = p’i i yi = fvi
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(6) sekwencji N wyników xi = q’i i yi = q’i fsi i N rezultatów xi = p’i i yi = p’i fvi

Mno niki as, av = {1, 0} pozwalaj  sprowadzi  je do odpowiedniej sk adowej wersji 
cz stkowej. Warto ci bs, bv (sta e lub zmienne dla serii N wyników) stanowi  odpowiedniki 
wspó czynników wagi, pozwalaj cych na korekt  dostosowania „skali” rezultatów w przy-
padku du ych dysproporcji pomi dzy niezmiennikami p’, q’ i fs, fv (rz du 10 i wi cej).

Dobór w a ciwej postaci funkcji Q uzale niony jest od rodzaju realizowanej do wiad-
czalnie cie ki napr e  i warto ci liczbowych wyznaczanych niezmienników. Do weryfi -
kacji poprawno ci dokonanej estymacji parametrów wykorzystuje si  warunek dok adno ci
„na o enia” grafi cznych charakterystyk funkcyjnych zale no ci dla warto ci obliczonych i 
ilustruj cych wyniki.

4. Algorytm operacyjny metody

Problemy zwi zane z ustaleniem ci g o ci dziedziny parametrów b minimalizuj cego
funkcj  celu Q, preferuj  proste techniki programowania matematycznego (bez konieczno ci
ustalania gradientów, sprawdzania ogranicze  itp.). St d w tym przypadku do identyfi ka-
cji parametrów modelu metod  równoczesn  — alternatywnie do koncepcji post powania
opisanej w [1] — stosuje si  dwuetapowy algorytm obliczeniowy obejmuj cy: (I) ustalenie 
wektora pocz tkowych parametrów b modelu gruntu metod  kolejnego przeszukiwania, (II) 
okre lenie ostatecznych warto ci sta ych nieliniow  metod  symplexu Neldera i Meada [6]. 
Etap (I) obejmuje:

konstrukcj  punktów w z owych k-wymiarowego prostopad o cianu parametrów star-a)
towych poprzez podzia  ka dej jego kraw dzi na j jednakowych cz ci,
symulacj  numeryczn cie ki napr enia w badaniu trójosiowym dla wektorów para-b)
metrów wszystkich punktów w z owych,
przerwanie oblicze  w przypadku braku rezultatów oblicze  we wszystkich w z ach,c)
obliczenie funkcji celu d) Q dla wyników otrzymanych w okre lonych w z ach i ustalenie jej 
minimalnej warto ci Qmin oraz sprawdzenie warunku przerwania oblicze  (dla sta ej p)

w przypadku spe nienia warunku (4) — zako czenie oblicze ,e)
w przypadku niespe nienia warunku (4) — zmniejszenie wymiarów f) k-wymiarowego
prostopad o cianu parametrów startowych i powtórzenie oblicze  wg punktów (a)-(b),
przej cie do etapu (II) w przypadku braku rezultatów oblicze  we wszystkich w z ach,g)
obliczenie funkcji celu h) Q dla wyników otrzymanych w okre lonych w z ach i ustalenie 
jej minimalnej warto ci Q’min oraz sprawdzenie warunku przerwania oblicze
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którego niespe nienie wymaga przej cie do etapu (II) toku.
podstawieniei) Q’min= Qmin, sprawdzenie warunku (4) i powtórzenie oblicze  wg punktów (e) i (f).
Etap (II) realizuje cykl oblicze  metod  Neldera-Meada [6, 3] dla regularnego sym-

pleksu zbudowanego na wektorze parametrów modelu b dla funkcji celu Q’min (lub Qmin).
Defi niuj c wst pnie sta e nale y pami ta , e dla wi kszo ci modeli spr ysto-plastycznych
poszukiwane parametry s  niewielkimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Estymacj  para-
metrów wed ug podanego toku powtarza si  kilkakrotnie (minimum — dwukrotnie) dla ró -
nych zestawów warto ci pocz tkowych. W przypadku wyra nych ró nic — powtórnie bada 
si  ograniczony obszar otoczenia K-wymiarowej przestrzeni parametrycznej (obejmuj cej
wszystkie uzyskane zestawy parametrów) dla ustalenia rzeczywistego minimum.

5. Numeryczna symulacja badania trójosiowego

Do symulacji cie ki napr enia w badaniu trójosiowym (dla wektora parametrów mo-
delu gruntu b) stosuje si  przyrostowo-iteracyjne podej cie numeryczne, oparte na zmodyfi -
kowanej metodzie Newtona-Raphsona. Obci enie dowolnego punktu materialnego próbki 
gruntu stanowi zestaw przyrostów napr enia dv, realizuj cych za o on cie k  w prze-
strzeni napr e q’–p’. Po przy o eniu kolejnego przyrostu napr enia dv oblicza si  cz
spr yst  przyrostu odkszta cenia dfe z prawa spr ysto ci i wyznacza si  odpowiadaj c
im plastyczn  cz  przyrostu napr enia dvp za pomoc  procedury Nayaka–Zienkiewi-
cza [5]. Uwzgl dnia si  przyrostowe równanie konstytutywne wi ce przyrost odkszta ce-
nia df = {dfs, dfv}

T i napr enia dv = {dq’, dp’}T zale no ci

w której: D, Dp – to konstytutywne macierze spr ysto ci, plastyczno ci i spr ysto-plastyczno ci, 
KG – modu  wzmocnienia plastycznego, aG, aF – gradienty funkcji potencja u plastyczno ci G(v,
l) i plastyczno ci F(v, l), okre lone dla warto ci napr enia s i zestawu skalarowych parametrów 
wzmocnienia l, vp – cz  plastyczna wektora odkszta cenia. Otrzymane ostatecznie plastyczne 
cz ci dsp traktuje si  jako spr yste „obci enie” w cyklu wewn trznych iteracji, powtarzanych 
a  do osi gni cia odpowiedniej zbie no ci. Algorytm operacyjny takiej procedury obejmuje [2]:

podzia  „obci enia”1) v na szereg (i) przyrostów dv(i),
realizacj  dla (2) i) kroków przyrostowych cyklu obejmuj cego:
wyznaczenie konstytutywnej macierzy spr ysto cia) D i okre lenie przyrostu odkszta -
cenia dfe(i) z prawa spr ysto ci

Q Qmin min#l (5)
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ustalenie cz ci plastycznej przyrostu napr eniab) dvp(i) za pomoc  procedury Nayaka-
Zienkiewicza [2, 6],
sprawdzenie warunku przerwania cyklu iteracyjnego i powrót do punktu (c) (w przypad-c)
ku jego niespe nienia), poprzedzony ustaleniem przyrostu odkszta cenia z zale no ci

w przypadku spe nienia warunku przerwania — przej cie do punktu (2), poprzedzone d)
modyfi kacj  stycznych parametrów spr ystych i aktualizacj  stanu napr enia v(i) i od-
kszta cenia f(i), lub zako czenie oblicze .

6. Pakiet programów komputerowych

Przedstawiony algorytm (jako jedn  z kilku mo liwych wariantów) realizuje para programów 
komputerowych PARID i AL3OSM napisanych w j zyku FORTRAN, komunikuj cych si  poprzez 
zbiory danych. Pierwszy program ustala pocz tkowe parametry modelu, wywo uj c drugi — prze-
znaczony do symulacji cie ki napr enia w badaniu trójosiowym. Taka konstrukcja nie powoduje 
przerwania oblicze  w przypadku nieuzyskania wyników oblicze  programem AL3OSM.

7. Spr ysto-plastyczny model Novy–Wooda

Do ilustracji przedstawionej koncepcji specyfi kacji parametrów modeli spr ysto-pla-
stycznych przyj to model szkieletu gruntowego Novy–Wooda [7], b d cy zwi zkiem typu 
nasadkowego. Operuje on dwuparametrycznym mieszanym prawem plastycznego p yni cia
(stowarzyszonym dla sto kowej powierzchni i niestowarzyszonym — dla cz ci nasadko-
wej). Obszar spr ysty ogranicza powierzchnia plastyczno ci (rys. 1a), zbudowana z cz ci
nasadkowej F1 i sto kowej F2, opisanych zale no ciami

w których: M — oznacza nachylenie linii stanu krytycznego CSL, p’u — efektywne napr e-
nie rednie okre laj ce punkt przeci cia linii CSL z powierzchni F1, m — parametr modelu, 
n — parametr dylatacji, p’0 — ci nienie prekonsolidacji, hc — nachylenie linii okre laj cej
„po czenie” powierzchni nasadkowej F1 i sto kowej F2 (hc = 0,5M).

Powierzchni  plastycznego potencja u (rys. 1b) tworz  dwie cz ci G1 i G2, zdefi niowane 
relacjami

Dd de i p i1f v= -^ ^h h (8)
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gdzie: p’ug — oznacza efektywne napr enie rednie dla „wierzcho ka” powierzchni poten-
cja u plastycznego G1 przecinaj cej lini  CSL (p’ug = p’u).

Zgodnie z [8] prawo wzmocnienia defi niuj  dwa parametry wzmocnienia — podstawo-
wy, którym jest ci nienie prekonsolidacji p’0, oraz efektywne napr enie rednie p’u (uzale -
nione od plastycznych cz ci intensywno ci odkszta cenia fq

p i odkszta cenia obj to ciowego
fv

p), opisane wzorami

w których: p’r — oznacza pocz tkow  warto  ci nienia prekonsolidacji p’0, D — „kombi-
nowany parametr wzmocnienia”, m* i l* — sta e modelu.

Stan wewn trz powierzchni plastyczno ci opisuje liniowe prawo spr ysto ci, operu-
j ce par  modu ów — cinania Gt i ci liwo ci Kt. Model specyfi kuje zestaw 8 parametrów 
b = {m*, l*, M, n, m, D, Gt, Kt}.

8. Przyk ad specyfi kacji parametrów

Przyk adow  identyfi kacj  parametrów modelu Novy–Wooda przeprowadzono dla wy-
ników symulowanego numerycznie testu trójosiowego, realizuj cego cie k  standardowego 
cinania (rys. 2 a) 50-cioma jednakowymi przyrostami napr enia dla parametrów charakte-

ryzuj cych i  ze Szwecji [8] (zamieszczonych w wierszu (B) z tabeli 1).
Do analizy przyj to 2 kompleksowe wersje funkcje celu Q okre lone wzorami (2) i (3) (dla 

as=av=bs=bv= 1 i p = 10–10). Estymacj  ograniczono do zestawu 6 plastycznych parametrów mode-
lu bp={m*, l*, M,n, m, D}, przyjmuj c, e warto ci pary sta ych spr ystych Gt= 30 kPa, Kt = 46 kPa 
ustalone zosta y wcze niej. Startowe warto ci wspó rz dnych punktów naro nych 6-wymiarowego 
prostopad o cianu parametrów zamieszczono w wierszu (A) tabeli 1, dziel c ka d  z kraw dzi na 

Rys. 1. Schemat modelu Novy-Wooda: a) powierzchnia plastyczno ci,
b) powierzchnia potencja u plastycznego
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2 cz ci i przyjmuj c na niej 3 punkty w z owe (oraz skal  zmniejszania kraw dzi w kolejnych 
cyklach równ  1:0,65). Dla pokazania ró nic — obliczenia ograniczono do I etapu podanego algo-
rytmu, czyli do metody kolejnego przeszukiwania. Zako czono je — po 5 cyklach obliczeniowych 
dla (2) wersji funkcji celu Q = 2,802014·10–11 i po 9 — dla (3) opcji przy Q = 1,555694·10–11. Wyniki 
oblicze  (wykonanych programem PARID) zamieszczono w wierszach (2) i (3) tabeli 1, oraz w po-
staci dwóch charakterystyk: cinania q’–fs, odkszta cenia fs–fv (na rys. 2 b-c).

W obydwóch analizowanych przypadkach rozk ady charakterystyk praktycznie pokry-
waj  si  z wzorcowymi dla parametrów z wiersza (B) tabeli. Zdecydowanie bli sze esty-
mowanym s  rezultaty dla energetycznej funkcji celu (3), jednak w obydwóch przypadkach 
s abo oszacowana zosta a sta a m, co spowodowane jest rodzajem przyj tej do analizy cie -
ki napr enia (standardowego cinania). W pozosta ych przypadkach ró nice w stosunku do 
wzorcowych nie przekraczaj  2%.

9. Podsumowanie

Przedstawiona metoda równoczesnej identyfi kacji parametrów spr ysto-plastycznych
modeli gruntów stanowi efektywny sposób ich specyfi kacji. Mo e by  stosowana samodziel-

Rys. 2. Wyniki oblicze  – charakterystyki: a) q’–p’, b) q’–fq, c) fq–fv

TABELA 1
Wyniki identyfi kacji parametrów modelu Novy-Wooda dla i u ze Szwecji [8]

Punkt
(nr wzoru)

m* l* M n m D

(A)
0,00855

÷
0,01482

0,002925
÷

0,00507

0,91125
÷

1,5785
0,6 ÷ 1,04 0,6 ÷ 1,04

0,38025
÷

0,6591
(2) 0,01135 0,00386 1.2412 0,836 0,495 0,5065
(3) 0,01135 0,00385 1,2188 0,805 0,494 0,5070
(B) 0,0114 0,0039 1,215 0,8 0,8 0,507



nie jako wariant jednokrokowy (okre laj cy wszystkie parametry jednocze nie), kilkukro-
kowy (ustalaj cy grupy parametrów etapami dla ró nych charakterystyk) albo w po czeniu
z opcj  stopniow . Wymaga ona jednak w a ciwego zaprogramowania zestawu bada  trójo-
siowych i doboru odpowiedniej funkcji celu.
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