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ANALIZA PRZEMIESZCZE
POPRZECZNIE OBCI ONEJ GPUPY PALI 
W O RODKU LINIOWO SPR YSTYM
O CECHACH LOSOWYCH****

1. Wprowadzenie

No no  grupy pali na obci enia poziome oblicza si  rozpatruj c stany graniczne no no ci 
i stany graniczne u ytkowalno ci. Obci enia poziome grup palowych mog  mie  charakter sta-
tyczny i dynamiczny. W przypadku stanu granicznego no no ci decyduj cy jest zazwyczaj warunek 
no no ci gruntu na docisk boczny pala. Z punktu widzenia projektowania najistotniejszy jest waru-
nek ograniczenia przemieszcze  poziomych oczepu grupy palowej (np. ze wzgl du na wymagania 
dylatacji i o ysk mostowych). Kolejny warunek wymagaj cy sprawdzenia to ograniczenie warto ci 
ekstremalnych momentów zginaj cych pal. Zasadnicz  trudno  w budowie modelu obliczenio-
wego grupy palowej stanowi okre lenie odkszta calno ci gruntu wspó dzia aj cego z palami oraz 
uwzgl dnienie wspó pracy z oczepem. Stosowane w praktyce metody obliczeniowe oceny no no ci 
pali obci onych si ami poziomymi pochodz  z lat 60. i 70. ubieg ego wieku [2, 11]. Oszacowanie 
zapasów bezpiecze stwa, które w nich wyst puj , jest nadal przedmiotem bada  [15–17].

Uk ady palowe s  posadowione w gruncie, który jest o rodkiem o okre lonej sztywno-
ci i reaguj cym na przemieszczenia zag bionej w nim konstrukcji. Reakcja otaczaj cego

gruntu sprawia, e pale ulegaj  zginaniu, nawet przy przegubowym ich po czeniu z ocze-
pem. Na prac  ca ego uk adu wp ywa tak e sztywno  oczepu palowego.

Opracowano zatem metody obliczeniowe uwzgl dniaj ce wspó prac  pali ze spr y-
stym lub spr ysto–plastycznym o rodkiem gruntowym [6]. Badania no no ci grup palo-
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wych przedstawiono m.in. w pracach [10, 14]. Podej cie probabilistyczne nabiera du ego
znaczenia ze wzgl du na wra liwo  zadania na zmienno  parametrów pod o a oraz zmien-
no  obci e  [4]. Dla poprzecznie obci onych pali odkszta calnych kompleksow  anali-
z  probabilistyczn  ugi  przedstawi  Tandjirja ze wspó autorami [15]. W tej pracy ugie-
cia pali obliczane s  na podstawie szeroko stosowanej w Stanach Zjednoczonych metody 
„p–y curves”. Narz dziem s u cym obliczeniom probabilistycznym jest w tym przypadku 
metoda powierzchni odpowiedzi. W ramach prezentowanej tu pracy autorzy podj li si  pro-
babilistycznej analizy ugi  grupy palowej w o rodku liniowo spr ysto–plastycznym.

2. Metoda powierzchni odpowiedzi

Metoda powierzchni odpowiedzi [5, 13] polega na aproksymowaniu nieznanej funkcji, 
dla której znana jest jedynie pewna liczba warto ci, przez odpowiednio przyj t  funkcj  aprok-
symuj c . Funkcja aproksymuj ca mo e by  dobrana na podstawie wyników bada  ekspery-
mentalnych, a tak e wyników oblicze  numerycznych. W przypadku oblicze  numerycznych 
poszukuje si  relacji pomi dzy parametrami modelu x1, x2, .., xn, wprowadzonymi jako dane 
wej ciowe, a warto ciami otrzymanymi na „wyj ciu” y = k(xl, x2,...,xn). Okre lenie, oczywi cie 
w sposób przybli ony, takiej zale no ci prowadzi do zast pienia uci liwej do zaprogramo-
wania procedury numerycznej przez prost  zale no  analityczn , s u c  do przewidywania 
„odpowiedzi” analizowanego modelu na zadane wymuszenia. Dla uproszczenia oblicze  nie-
zawodno ciowych, stosuje si  mo liwie nieskomplikowane funkcje aproksymuj ce, np. wielo-
miany drugiego lub trzeciego stopnia. Niestety, wielomiany te w analizie probabilistycznej wy-
konywanej za pomoc  programu COMREL daj  cz sto b dne wyniki zwi zane z przeskokiem 
oblicze  na ga  niefi zyczn  paraboloidy. W celu unikni cia tego utrudnienia w niniejszej 
pracy powierzchni  odpowiedzi b dzie funkcja zwi zana z sieciami neuronowymi.

W przypadku analizy zjawisk losowych, aproksymowanie nieznanej funkcji w podej-
ciu regresyjnym, wywodz cym si  ze statystyki matematycznej, wydaje si  metodologicz-

nie najbardziej adekwatne. Zadanie polega na okre leniu funkcji opisuj cej w sposób jawny 
przemieszczenie uk adu palowego w zale no ci od zmiennych takich jak obci enia, wielko-
ci geometryczne i sta e materia owe, które mog  by  uwa ane za zmienne losowe. Funkcja 

ta, oznaczana dalej jako U(X), b dzie u yta do zdefi niowania funkcji stanu granicznego. 
W praktycznych przyk adach grup palowych nie jest znana jawna posta  funkcji przemiesz-
czenia. Na podstawie wyników uzyskanych z oblicze  modelu numerycznego zadania, mo -
na wyznaczy  warto ci przemieszczenia dla przyj tych wielko ci sta ych materia owych,
obci e  oraz sta ych geometrycznych modelu obliczeniowego. Przybli on  funkcj U(X)
mo na modelowa  za pomoc  regresji nieliniowej w nast puj cej postaci:

gdzie h jest pewn  funkcj  elementarn , której posta  przyjmuje si  jako za o enie,
E(U) oznacza warto  oczekiwan  zmiennej U, X jest wektorem m argumentów, B jest wek-

,U h errX BE = +^ ^h h (1)
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torem k szukanych parametrów modelu regresji, a err jest zmienn  losow  opisuj c  b d
estymacji funkcji U. Wyznaczenie warto ci wektora parametrów B dokonuje si  poprzez 
proces minimalizacji sumy kwadratów ró nic wielko ci danych funkcji Ui (warto ci funkcji) 
i przewidywanych Ûi:

dla zestawu n danych: (Ui, Xil), i = 1,2,...n, l = 1,2 ..m. Zmienna losowa err b du esty-
macji posiada zerow  warto  oczekiwan  i odchylenie standardowe równe:

Najbardziej rozpowszechnione metody znajdowania minimum funkcji } to metoda line-
aryzacji oraz metoda najszybszego spadku. W skomplikowanych sytuacjach warto u y  pro-
gramu NLIN 2 opartego na kompromisie Marquardta [9], pozwalaj cego wybra  po redni,
optymalny kierunek przyrostu wektora parametrów znacznie przyspieszaj cy zbie no  pro-
cesu iteracyjnego. W rozpatrywanym przypadku przemieszczenie oczepu uk adu palowego 
stanowi odpowied  uk adu, a parametry o rodka gruntowego stanowi  dane wej ciowe.

3. Model obliczeniowy

W rozpatrywanym zadaniu zamodelowano grup  palow  jako p aski uk ad statyczny 
za pomoc  metody uogólnionej [6], która uwzgl dnia wspó prac  pali ze spr ystym lub 
spr ysto–plastycznym o rodkiem gruntowym. O rodek gruntowy odpowiada na przemiesz-
czenia zag bionej w nim grupy palowej. Do oblicze  przyjmuje si  model spr ysto-pla-
styczny reakcji gruntu. Przedstawiony schemat blokowy (rys. 1) przedstawia iteracyjny 
sposób rozwi zania podpory palowej metod  uogólnion . W pierwszym kroku oblicza si
sztywno ci podpór oraz warto  ich reakcji granicznych. Obliczenia reakcji poziomej gruntu 
Kxj przeprowadzono za pomoc  programu KxGenerator [7]. W obliczeniach uwzgl dnia si
m.in.: technologi  palow , rozstaw pali, warunki geotechniczne w pod o u. Warto  reakcji 
poziomej pod o a Kxj w warstwie „j” oblicza si  ze wzoru:

gdzie:
 h1, h2 — wspó czynniki zale ne od rozstawu pali i liczby rz dów pali w ustroju, wed ug [18],
 Snj — wspó czynnik technologiczny,

l — wspó czynnik zale ny od kszta tu poprzecznego pala,
zj — wspó czynnik uwzgl dniaj cy wp yw d ugotrwa o ci dzia ania obci e  i ob-

ci e  powtarzalnych,
E0j — pierwotny modu  odkszta cenia ogólnego gruntu w warstwie „j”.
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Obliczona wed ug wzoru (4) warto  modu u Kx jest warto ci  maksymaln , która mo-
bilizuje si  dopiero na pewnej g boko ci krytycznej zc, mierzonej od pierwotnego poziomu 
terenu lub zast pczego poziomu interpolacji w przypadku wyst powania gruntów nieno-
nych. Do g boko ci zc warto Kx ro nie liniowo od zera do maksymalnej warto ci Kx

zgodnie ze wzorem (4), a g biej pozostaje ju  sta a [6].
Obliczenie sztywno ci podpór spr ystych kx na podstawie modu u reakcji poziomej 

gruntu Kx odbywa si  wed ug wzoru (5):

gdzie: ai — rozstaw podpór.

Sztywno  osiow  gruntu wzgl dem pala mo na wyrazi  za pomoc  pojedynczej 
podpory pod u nej pod podstaw  o sztywno ci Kz, a wzd u  pobocznicy zostawi  tylko 
podpory poziome (kxi) (rys. 2). Podpora pod podstaw  pala (Kz) powinna by  zawsze 
ustawiona osiowo wzgl dem pala. Wyznaczenie warto ci sztywno ci poziomych pod-
pór spr ystych umo liwia dalsz  analiz  uk adu palowego cznie z nadbudow  (p yt ,
aw , stop  fundamentow ) lub innymi elementami konstrukcyjnymi jako jednego uk a-

du statycznego.
Je eli w podporach spr ystych (o sztywno ciach kxi) wyst pi reakcja graniczna Rgri, 

to dalsze przemieszczenia konstrukcji odbywaj  si  ju  bez przyrostu reakcji gruntu. W rejo-
nie tych podpór nast puje uplastycznie gruntu. 

Obliczeniowy graniczny opór boczny gruntu q(r)
xgj(z) w warstwie „j” na g boko ci z ob-

licza si  wed ug wzoru:

gdzie:
mi — wspó czynnik korekcyjny wg [18], równy 0,8 dla gruntów niespoistych oraz 

0,7 dla gruntów spoistych,
  — sk adowa pionowa obliczeniowego napr enia efektywnego w gruncie na g -

boko ci z,
Kqj, Kcj — wspó czynniki oporu poziomego gruntu, odczytywane z nomogramów Brinch 

Hansena [2] lub wg [8],
Sn — wspó czynnik technologii wykonywania pala.

Warto  granicznej reakcji podpór spr ystych Rgri okre la si  podobnie jak sztywno ci
podpór kxi, wed ug wzoru (7):

kx Kx ai i i= (5)
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Nast pnie wprowadza si  uk ad palowy jako ustrój statyczny, w którym pale modelowa-
ne s  jako pr ty na podporach spr ystych o sztywno ci wg (5), natomiast sztywno ci EI oraz 
EA odpowiadaj  sztywno ci pali oraz oczepu (rys. 2). Schemat blokowy rozwi zania uk adu
palowego metod  uogólnion  przedstawiono na rysunku 1.

Dla rozwi zania zagadnienia zamodelowano grup  czterech pali w uwarstwionym, li-
niowo spr ystym o rodku gruntowym. Cz ciami sk adowymi tego uk adu, przedstawione-
go na rysunku 2, s :

pale prefabrykowane 35×35 cm, wbijane, z betonu klasy C30/37,—
grupa palowa z o ona z 4 pali, osiowy rozstaw pali 3×4 m,—
do oblicze  warto ci— kx i Rgr jest uwzgl dniany ca y uk ad palowy,
d ugo  pala — l = 8 m, wysoko  oczepu 0,80 m,
zag bienie w pierwszej warstwie jest zmienn  losow  o warto ci oczekiwanej —
h1 = 2,5 m,
pierwsza warstwa „s aba”, warto  oczekiwana modu u— E1 = 9,0 MPa, grunt przyj to
jako glin  piaszczyst  z grupy genetycznej C, o IL = 0,70,
druga warstwa „mocna”, — E2 = 40 MPa, grunt przyj to jako piasek drobny o ILD = 0,40.
Istniej ca p aszczyzna symetrii pozwala przeprowadzi  obliczenia dla uproszczonego 

modelu p askiego (po owa uk adu): 2 pale i oczep uwzgl dniony przez po ow  sztywno ci
oczepu. Si a obci aj ca uk ad jest deterministyczna i wynosi F/2 = 150 kN.

Miarodajne s  przemieszczenia poziome U w rodku oczepu.
Wi zi spr yste wzd u  osi pali przyj to co 0,50 m, zgodnie z zaleceniami [6, 7].
Schemat grupy palowej oraz po ow  uk adu palowego do oblicze  statycznych przed-

stawiono na rysunku 2.

Rys. 1. Schemat blokowy rozwi zywania uk adów palowych metod  uogólnion
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Poniewa  uk ad obci ony jest tylko si  poziom , w podstawie zamodelowano podpor
przegubowo przesuwn , co nie zmienia warto ci reakcji poziomych w podporach ani warto-
ci przemieszcze  poziomych uk adu. Dla przyj tego obci enia w adnym z analizowanych 

przypadków nie zosta a przekroczona warto  granicznego oporu gruntu, nie dosz o do upla-
stycznienia gruntu. Schemat statyczny uk adu przedstawiono na rysunku 3.

W kolejnym etapie oblicze  oszacowano warto ci przemieszcze  poziomych oczepu 
konstrukcji jak dla schematu statycznego na rysunku 3. Wyniki uzyskiwanych przemiesz-
cze  wykorzystano do wyznaczenia powierzchni odpowiedzi.

4. Podej cie probabilistyczne

W podej ciu probabilistycznym dla rozpatrywanej grupy palowej przyj to, e zmienny-
mi losowymi s  modu  Younga E oraz mi szo  warstwy s abej. Za stan awaryjny mo na

Rys. 2. Schemat grupy palowej w przyk adzie obliczeniowym

Rys 3. Schemat statyczny uk adu palowego
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uzna  taki, w którym przemieszczenie oczepu grupy palowej przekroczy okre lon  warto
u0. Zadanie polega na znalezieniu nast puj cego prawdopodobie stwa:

gdzie U(X) jest przemieszczeniem g owicy pala zale nym od wektora parametrów X, zawie-
raj cego zarówno losowe jak i nielosowe komponenty. Jako równowa n  miar  stosuje si
wska nik niezawodno ci b, zwi zany z prawdopodobie stwem (8) zale no ci :

w której U0 jest dystrybuant  standardowego rozk adu normalnego.
Do obliczenia miar (8) i (9) zastosowano metody FORM i SORM szeroko rozpowszech-

nione w ramach teorii niezawodno ci konstrukcji [3, 12]. Najistotniejszym elementem tych 
metod jest znalezienie tzw. punktu obliczeniowego y*. Punkt obliczeniowy jest to punkt 
le cy na powierzchni stanu granicznego

którego odleg o  do pocz tku uk adu wspó rz dnych w uk adzie standardowych zmiennych 
normalnych jest najmniejsza [3, 12]. Wokó  tego punktu skoncentrowana jest najwi ksza
„masa prawdopodobie stwa” determinuj ca prawdopodobie stwo (8) i wokó  niego wyzna-
cza si  powierzchnie odpowiedzi. W niniejszej pracy przyj to procedur  zaproponowan
przez Bauera i Pu , szczegó owo opisan  w [1].

Przyjmuj c powierzchni  odpowiedzi w postaci nast puj cego tangensa hiperboliczne-
go zwi zanego z sieci  neuronow  o dwóch wej ciach:

i traktuj c wyra enie (11) jako model regresji wyznacza si  pocz tkowe warto ci bi parame-
trów Bi za pomoc  regresji nieliniowej.

Otrzyman  powierzchni U(E1, h1) podstawiono do wzoru (10), uzyskuj c powierzch-
ni  stanu granicznego. Nast pnie stosuj c metod  FORM znajduje si  punkt obliczeniowy y* 
po o ony na tej powierzchni. Powy sze kroki post powania powtarza si  w otoczeniu punktu 
obliczeniowego, zmniejszaj c zakres zmiennych losowych na przyk ad do plus/minus po o-
wy odchylenia standardowego od warto ci wspó rz dnych wyznaczaj cych punkt oblicze-
niowy. Wymaga to wyznaczenia nowego zestawu wspó czynników Bi. Wyznaczone w ten 
sposób wspó rz dne punktu obliczeniowego najcz ciej s  ju  wystarczaj co dok adne, co 
sprawdza si  przez obliczenia w przyj tym modelu obliczeniowym dla grupy pali. Gdy za-
chodzi konieczno  zwi kszenia dok adno ci oblicze , to mo na ca  procedur  post powa-
nia powtórzy , zmniejszaj c jeszcze bardziej zakres zmiennych losowych, np. do plus/minus 

p P U uXF 02= ^ h" , (8)

pF 0 bU= -^ h (9)

:x U x u0=^ h" , (10)

, tanhU E h B B E B h B B1 1 4 1 1 2 1 3 5= + + +^ ^h h (11)
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jednej czwartej odchylenia standardowego od warto ci wspó rz dnych poprzednio wyzna-
czonego punktu obliczeniowego. Krok ten wymaga wyznaczenia za pomoc  post powania
regresyjnego kolejnego zestawu wspó czynników Bi.

Powierzchnie odpowiedzi wyznaczano w postaci wyra enia (11) zgodnie z procedur
przedstawion  w [1]. Zadowalaj ca zbie no  zosta a osi gni ta po dwóch iteracjach. W ta-
beli 1 zamieszczono wspó czynniki Bi uzyskane w drugim kroku iteracyjnym.

Tak okre lona powierzchnia odpowiedzi zostanie u yta w obliczeniach probabilistycznych.

5. Obliczenia probabilistyczne

Obliczenia przeprowadzono dla nast puj cych zmiennych losowych: modu u Younga E
dla pierwszej warstwy gruntu oraz parametru mi szo ci h1 pierwszej warstwy. Uwzgl dnio-
no ró ne mo liwe warto ci wspó czynników zmienno ci zmiennych losowych. 

Za o enia dotycz ce probabilistycznych charakterystyk parametrów losowych modelu 
zestawiono w tabeli 2.

Dodatkowo, powierzchnia odpowiedzi zawiera zmienn  losow  b du o warto ci ocze-
kiwanej zero i odchyleniu standardowym verr = 0,0113 cm.

W pierwszym etapie oblicze  traktowano poszczególne zmienne losowe jako stocha-
stycznie niezale ne. W kolejnym etapie oblicze  za o ono korelacj  pomi dzy zmiennymi 
losowymi modu u Younga E oraz parametru mi szo ci warstwy. Przyj to korelacje dodatni
oraz ujemn  o warto ciach t = –0,50, t = +0,50.

TABELA 1
Warto ci wspó czynników Bi powierzchni odpowiedzi drugiej iteracji

Iteracja B1 B2 B3 B4 B5

II 0,094536 –0,352018 1,53682 –1,75986 2,37700

TABELA 2
Charakterystyki probabilistyczne parametrów zadania

Parametr Warto
rednia

Wspó czynnik
zmienno ci

Rozk ad
prawdopodobie stwa

Modu  Younga warstwy E1 9,0 MPa
5%

10%,
20%

lognormalny

Mi szo  warstwy h1 2,5 MPa
7,5%
10%
15%

normalny

Si a pozioma w g owicy F 150 kN nielosowa
Dopuszczalne przemieszczenie 
g owicy pala u0

0,010 m — nielosowe
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Uzyskana powierzchnia odpowiedzi zosta a zastosowana w powierzchni stanu granicz-
nego (10) do obliczenia prawdopodobie stwa (8) i wska nika niezawodno ci (9). Dla ró -
nych warto ci wspó czynników zmienno ci v dla przypadku bez korelacji zmiennych loso-
wych E oraz h otrzymano wyniki wska nika niezawodno ci b, które zestawiono w tabeli 3.

Dla wybranych przyk adów skorelowanych zmiennych losowych E oraz h otrzymano 
wska niki niezawodno ci b, które zestawiono w tabeli 4.

Dodatnia korelacja modu u Younga E oraz mi szo ci warstwy h wp ywa korzystnie na 
niezawodno  uk adu grupy palowej. W zadaniu tego typu istotna jest analiza wra liwo ci
wska nika niezawodno ci na wahania poszczególnych zmiennych losowych. Mo na to zilu-
strowa  dla wyników wybranych przyk adów bez korelacji.

Wspó czynnik wra liwo ci dla b du aerr wykazuje minimaln  warto , co oznacza, e zmienna 
losowa b du nie wprowadza istotnej zmienno ci stochastycznej do analizowanego modelu grupy pali.

TABELA 3
Warto ci wska nika niezawodno ci uk adu palowego

Wspó czynnik
zmienno ci

Wska niki niezawodno ci b

Wspó czynnik zmienno ci vE

vh 5,0% 10% 15% 20%

5% 7,515 5,439 4,157 3,332

10% 4,632 3,880 3,632 2,752

15% 3,261 2,939 2,596 2,292

TABELA 4
Warto ci wska nika niezawodno ci uk adu palowego

Wspó czynnik zmienno ci Wska niki niezawodno ci b

vE vh

Wspó czynnik korelacji t

–0,50 +0,50

10% 10% 3,194 5,368

20% 15% 1,860 3,254

TABELA 5
Analiza wra liwo ci uk adu dla zmiennych losowych nieskorelowanych

Wspó czynniki
zmienno ci b pF

Wspó czynniki punktu 
obliczeniowego

Wspó czynniki wra liwo ci

E* h* a
E

ah aerr

vF = 10%
vh = 10% 3,880 5,21806E–5 7,10833 3,25974 0,599 –0,786 –0,15

vF = 15%
vh = 20% 2,292 1,0943E–2 6,52004 3,11942 0,676 –0,731 –0,092



6. Podsumowanie

Praca przedstawia rezultaty probabilistycznego modelowania przemieszcze  grupy 
palowej obci onej si  poprzeczn . Grupa pali umieszczona jest w uwarstwionym o rod-
ku o cechach losowych. W zadaniu po czono obliczenia metod  klasyczn  z metod  po-
wierzchni odpowiedzi oraz metodami FORM i SORM wyznaczania wska ników niezawod-
no ci. Iteracyjny proces dochodzenia do ko cowej postaci powierzchni odpowiedzi okaza
si  szybko zbie ny. Przedstawiony przyk ad wskazuje, e o prawdopodobie stwie przekro-
czenia dopuszczalnej warto ci przemieszczenia w g owicy pala decyduje przede wszystkim 
zmienno  losowa mi szo ci warstwy s abej, a spo ród parametrów pod o a zmienno
modu u odkszta cenia warstwy s abej.
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