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Konkurencja i kooperacja na lokalnym rynku surowcowym
w dwuosobowych modelach teorii gier — zarys zagadnienia

Streszczenie: Rynki surowcowe, pomimo wielu wspolnych cech z rynkami innych débr, sa rynkami specyficznymi. Ich

funkcjonowanie odbiega zazwyczaj od prawidet wolnego rynku. Jest to spowodowane zaréwno czynnikami
geologiczno-ztozowymi, jak i koniunktura. Zmiany podazy surowca sg na ogot znacznie wczesniej sygna-
lizowane (wieloletni cykl inwestycyjny od rozpoznania ztoza do udostepnienia goérniczego), rozwijajq sie one
powolnie i nieelastycznie. Najwiekszy wplyw na wahania rynku majg czynniki niemierzalne matematycznie
(wojny, kryzysy gospodarcze — zwtaszcza u duzych producentéw, strajki). O obrazie rynku surowcowego
decyduja ponadto dziatania spekulacyjne, polityka rynkowa poszczegolnych panstw w skali globalnej, sa-
morzadowa w skali lokalnej, jak i sam charakter rynku funkcjonujacego w ramach monopolu lub oligopolu.
Uczestnicy rynku surowcowego moga dziata¢ jako pojedyncze, niezalezne podmioty, badz wchodzi¢ w sktad
wiekszych, wzajemnie powigzanych zalezno$ciami uktadow.
W artykule przedstawiono uproszczony modelu rynku surowcowego obejmujacy tylko dwa podmioty — duopol.
Na hipotetycznym przyktadzie lokalnego rynku piaskéw budowlanych, obstugiwanego przez dwa zakfady
gornicze — piaskownie, podjeto prébe modelowania zachowan obu przedsiebiorcéw. Ukazano mozliwe stra-
tegie dziatania, wynikajace zaréwno z mozliwosci wspotpracy zaktadéw, jak i jej zaniechania. Scharak-
teryzowano zachowania uzytkownikéw zt6z w sytuacji przeptywu informacji dotyczacej kosztéw produkcji oraz
jej braku. Zilustrowano mozliwe postepowanie podmiotéw gérniczych w sytuacji wielokrotnego powtarzania gry.
Rozwigzania oparto na klasycznych modelach Cournota oraz Stackelberga w przypadku konkurencji oraz
koncepciji arbitrazu Nasha w kontekscie wspotpracy zaktadow.

Stowa kluczowe: konkurencja, kooperacja, rynek surowcowy, teoria gier

Competition and cooperation on the local mineral market in the two
person game theory models — outline of issue

Abstract: Mineral markets, despite many common features with other goods markets, are specific. Their functioning
usually deviates from the rules of free market. It is caused by geological factors as well as economic trends. In
general, changes of supply of raw materials are indicated earlier (long-term investment cycle from deposit
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reconnaissance to the mining development). These markets develop slowly and are inflexible. Mathematically
immeasurable factors have the biggest impact on market fluctuations, e.g.: wars, economic crises — especially
among large producers, strikes. Moreover, speculative activities and operations, market policy of individual
countries on a global scale, local government at the local level, as well as character of a functioning market as a
monopoly, oligopoly or competitive market. Mineral market participants can act as single, independent
operators, or incorporated into larger systems of interconnected relationships.

The paper presents a simplified mineral market model covering only two players — duopoly. On the hypothetical
example of local construction sand market, supported by two mining plants, an attempt of both entrepreneurs
behavior modelling has been taken. Possible strategies of activity coming from cooperation prospect or its
omission, were presented. Behavior of construction sand producers in the situation of information flow
concerning to production costs and the lack thereof, were characterized. Possible conduction of mining
operators in case of multiple repeated games was illustrated. Solutions in the case of competition are based on
classical models of Cournot and Stackelberg, and the Nash bargaining solution concept, were adopted in the
context of cooperation among firms.

Key words: competition, cooperation, mineral market, game theory

Wprowadzenie

Konkurencja, uznawana za fundament wolnego rynku, jest procesem wzajemnego wspol-
zawodniczenia podmiotow rynkowych. Celem tej rywalizacji jest realizacja wiasnych interesow
wyrazajaca si¢ dazeniem do przedstawienia najkorzystniejszej oferty pewnego dobra. Przyj-
mujac, ze podmiot gospodarczy pragnie ja maksymalizowa¢, zmuszony jest do zaoferowania
dobra lepszego niz konkurenci. Konkurencja to nie tylko wspdtzawodniczenie na tym samym
rynku danego dobra, lecz takze z dalszymi (istniejacymi lub potencjalnymi) uczestnikami rynku,
tj.: producentami dobr substytucyjnych, dostawcami, odbiorcami, przewoznikami i innymi
podmiotami tworzacymi otoczenie konkurencyjne. W zalezno$ci od struktury rynku, na ktérym
zachodzi proces konkurencji, wyrdzniane sa rézne modele konkurencji: doskonata, mono-
polistyczna, oligopol oraz monopol. Najkrécej ujmujac: konkurencja doskonata to taka, w ktorej
wszystkie przedsigbiorstwa i konsumenci uznaja, ze ich dziatania nie wplywaja na wysokos¢
ceny rynkowej. Struktura rynku obejmuje wtedy wielu nabywcow i wielu sprzedawcow. Nie-
doskonato$¢ konkurencji polega na tak duzym udziale jednego producenta czy sprzedawcy
w podazy, ze jej zwigkszenie moze wywola¢ obnizke ceny, a zmniejszenie — podwyzszenie ceny.
Inaczej moéwiac cecha niedoskonatej konkurencji jest spadajaca krzywa popytu na produkejg
pojedynczego wytworcy, co daje mu mozliwos¢ wyznaczenia ceny. Im mniejsza ilo$¢ pro-
ducentow danego dobra, tym wigksza mozliwos¢ pojawienia si¢ takiego stanu rzeczy. W kran-
cowym przypadku na rynku funkcjonuje jeden tylko producent — monopolista.

Rynki surowcowe charakteryzuja si¢ w wigkszosci przypadkow takimi samymi cechami,
jak rynki innych towaréw. Przewazaja tu rynki konkurencyjne, cho¢ niecobce sa rynki
o charakterze oligopolu, niekiedy monopolu. Jezeli rynek ma charakter konkurencyjny,
opiera si¢ przede wszystkim na relacjach podazy i popytu. Rynki surowcowe mozna roz-
patrywac z punktu widzenia roznych jego cech. Z uwagi na zasigg geograficzny wyrdznia si¢
rynki: lokalne, regionalne, krajowe, zagraniczne, mi¢gdzynarodowe lub $wiatowe. O takiej
klasyfikacji decyduje odleglo$¢ miejsc wydobycia i przetworzenia kopaliny do miejsc jej
konsumpcji. W ujeciu branzowym natomiast wyrdznia si¢ rynki poszczegolnych surowcow
np.: wegla, miedzi, srebra, kruszyw itp. Czgsto powyzsze kryteria taczy sig¢ i mowi o ryn-
kach poszczegdlnych towardw okreslajac geograficzny zasigg wymiany np.: lokalny rynek
kruszyw drogowych, europejski rynek wegla czy swiatowy rynek ztota.
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Zastosowania teorii gier w aspekcie rynkow surowcowych nie sa obfite. Najczgsciej ttem
analiz bywa kwestia przetargéw na dzierzawe praw do zasobow zt6z (Pelto 1971; Hendricks,
Porter 1994; Porter 1995), badZ zagadnienie podziatu dobr surowcowych (Thomas 2003).
Kooperacji w ramach joint venture dotyczy artykul Boyce’a (1997). Interesujace propozycje
wdrozenia arbitrazu Nasha do podzialu zysku w ukladzie kopalnia wegla brunatne-
go/elektrownia zademonstrowane sa w materiatach Jurdziaka (2007a, 2007b).

1. Podstawy teorii gier

Cho¢ okreslenie teoria gier — wywodzace si¢ od gier towarzyskich — moze myli¢, to
obecnie jest to szeroki zakres analitycznych narzedzi, pomocny w zrozumieniu zjawisk
obserwowanych przy podejmowaniu decyzji. Teoria gier jest dziatem matematyki, ktory
w ujeciu formalnym analizuje sytuacje dotyczace konfliktu badz wspotpracy pomigdzy
wieloma podmiotami. Bada tym samym sposobnosci optymalnego zachowania, gdzie kon-
sekwencje dziatan (sukcesow badz porazek) uczestnikow gry (graczy) zaleza od wzajem-
nych decyzji (ruchow). Zdarza si¢ czgsto, zwlaszcza w przypadku konfliktu, ze gracze
ukrywaja swoje postgpowanie, nickiedy decydent nie ma petnej znajomosci o przebiegu
danego procesu. Oba fakty powoduja niecokreslono$¢ (niepewnos¢) w podejmowaniu de-
cyzji. Suma niezaleznie podjetych dziatan graczy generuje nowy stan uznawany za wynik
gry. Wynikowi temu odpowiada okreslona warto$¢ liczbowa — wyptata, ktora stanowi miarg
stopnia osiagnigcia celu kazdego z graczy (Drabik 2005). Dwa podstawowe zalozenia,
wyrdzniajace teori¢ gier spo$réd innych narzedzi decyzyjnych, dotycza zachowan decy-
dentow, ktorzy (Osborne, Rubinstein 1998):

— definiuja mozliwy do osiagnigcia cel (postgpuja racjonalne),

— korzystaja ze swojej wiedzy (informacji) oraz/lub uwzgledniaja oczekiwane za-

chowania pozostatych graczy (postgpuja strategicznie).

Zasadniczy termin teorii gier to gra. Na grg z kolei skladaja sig¢: gracze, ruchy (posu-
nigcia), wyplaty i informacja tworzac zbiorowo reguly gry. Gra jest zatem sytuacja, gdzie
(Straffin 2004; Watson 2005; Binmore 2007):

— wystegpuje co najmniej dwoch graczy,

— kazdy gracz ma do wyboru pewna liczb¢ mozliwych ruchow, okreslajacych sposob

prowadzenia przez niego gry,

— gracze posiadaja jaka$ informacjg (cho¢ zdarza sig, ze nie posiadaja zadnej) oraz

wiedza, kiedy podejmuja decyzje,

— wynik gry jest determinowany przez kombinacje strategii wybieranych przez graczy,

— kazdemu mozliwemu wynikowi gry odpowiadaja pewne wyplaty (wyrazone naj-

czegsciej liczbowo).

Kazdy z uczestnikdw gry (postepujac racjonalnie) dazy do maksymalizacji swojej funk-
cji wyptat i realizacji okreslonego celu. Stuzy temu pewna strategia postgpowania wybrana
sposrod mozliwych posunigé. Istotnym jest, ze realizacja celu zalezy nie tylko od podjetych
przez danego gracza decyzji, lecz od wszystkich posuni¢é pozostatych graczy. W tym
miejscu rodzi¢ si¢ moze konflikt pomigdzy graczami, jak réwniez pytanie o mozliwos¢
kooperacji. Kazdy z graczy zmuszony jest rozstrzygnac, jak postgpowacé w tej grze, koniecz-
nie z uwzglednieniem prawdopodobnych decyzji i sposobow postgpowania pozostatych
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graczy. Gdyby funkcjonowata kompletna teoria racjonalnego rozgrywania gier, pozwalataby
ona na wskazanie najwlasciwszego sposobu postgpowania w kazdej sytuacji konfliktu
i kooperacji. Poki co taka ogdlna teoria nie jest mozliwa.

Ze wzgledu na sposob opisu wyrdzniane s gry w postaci normalnej (strategicznej,
macierzowej), ekstensywnej (rozwinigtej, wielochodowej), funkcji charakterystycznej lub
diagramow przeptywow dla gier wicloosobowych. Dwie pierwsze sa najpowszechniej sto-
sowane, a posta¢ normalna gry jest najlepiej znang i rozpoznawalna forma prezentacji. Gra
W postaci strategicznej jest zwigzla reprezentacja gry, w ktorej gracze podejmuja decyzje
(wybieraja strategie) rownoczesnie. Wynikle stad wyplaty przedstawiane sa w macierzach
wyptat (tabelach zyskow) (1), ktorych komorki odpowiadaja kazdej kombinacji strategii
(profilowi strategii).

gracz 2
B Ba
_ o 2 -3 ()
N
g o, 0 2
)
oy -5 8

Przedstawiona macierz (1) opisuje wyptaty gracza 1 w pewnej dwuosobowej grze
o sumie zerowej. Przestrzen strategii gracza 1 obejmuje S7 = (o1, oy, 003), gracza 2 natomiast
S = (B1, Bp)- Profil strategii graczy, jako wynik iloczynu kartezjanskiego wynosi:

§ =818, ={(a,B1),(01,B2 ), (a2,By),(0n,B2), (3,1 ), (az,B2)} (2)

Poszczegdlnym parom profili odpowiadaja w macierzy wyplaty (zyski), jakie otrzyma
gracz 1. Z punktu widzenia gracza 2 macierz obrazuje jego straty. Oznacza to, ze przy
przyktadowym wyborze strategii a3 przez gracza 1 i jednoczesnym wyborze strategii B,
przez gracza 2, wyplata gracza 1 wynosi¢ bedzie 8 jednostek, podczas gdy gracz 2 t¢ sama
ilo$¢ jednostek straci.

W dalszej czesci artykutu zastosowano roznorodne typy gier dwuosobowych w modelo-
waniu duopolu na lokalnym rynku surowcowym, bazujac na hipotetycznym przyktadzie
pewnej doliny rzecznej, w ktorej w obrgbie tarasu zalewowego udokumentowano dwa
sasiadujace ztoza piaskdéw budowlanych z przeznaczeniem do produkeji cegly silikatowe;j.
Ztoza sa uzytkowane przez dwa rozne podmioty gornicze, ktore oferuja w sprzedazy
identyczny jako$ciowo surowiec po tej samej cenie. Jednoczesnie i niezaleznie od siebie
wlodarze piaskowni ustalaja kwartalny tonaz produkcji (¢ w zakladzie 1 1 ¢, w zaktadzie 2).
Wielkosci produkeji g1, ¢o = 0, gdzie 0 oznacza zaniechanie wydobycia, wyrazone sa
w tysiacach ton. Catkowita podaz piasku budowlanego oferowana przez oba podmioty
wynosi zatem g + ¢,. Poczyniono dodatkowe zatozenie, ze cato$é oferowanego piasku
zostaje sprzedana, a cena, ktora nabywcy zechca zaplaci¢, zalezy od tonazu (podazy)
wydobytej kopaliny. Ceng 1 Mg surowca okresla rownanie: p = 25—1% (91 +q2 ), a koszt
operacyjny (wydobycie oraz przerdbka) pozyskania 1 Mg surowca wynosi 15 zt w obu
zaktadach.
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2. Gry o sumie niezerowej — warunki konkurencji

Warunki duopolu, w ktorych przedsigbiorstwa reaguja na zmiany wielkosci produkeji
u konkurentéw, objasniane sa najczgsciej modelami Cournota oraz Stackelberga. Model
Cournota zaproponowany w I potowie XIX wieku przez francuskiego ekonomistg A. Cour-
nota to najbardziej popularny model konkurencji niedoskonatej. Opisywat on zaleznos¢
pomigdzy dwoma podmiotami rynku. Zgodnie z zatozeniami modelu kazde z przedsig-
biorstw duopolu wybiera poziom swojej produkcji dazac do maksymalizacji zysku i przyj-
mujac wielko$¢ produkcji konkurenta za dana. De facto rzeczywista wielkos$¢ produkcji
drugiego z podmiotow nie jest znana, w analizie przyjmowane s teoretycznie mozliwe
wielkos$ci produkeji konkurenta i dla kazdej z nich wyznaczana jest odpowiedz. Zaktada si¢
rowniez, ze produkowane przez oba podmioty dobra sa identyczne i maja jednakowa ceng.
Réwnowaga, ktora zaproponowal w modelu Cournot, jest wersja rownowagi Nasha pewne;j
ary.

Poszukiwanie rownowagi tak zdefiniowanej gry rynkowej wymaga przy prezentacji
w postaci normalnej okreslenia zbiorow strategii i funkcji wyptat. Kazdy z uzytkownikow
ztoza dowolnie okresla wielkos¢ wilasnej produkcji, S = [0, ) oraz S, = [0, 00). Wyplatami
w grze sa zyski operacyjne (produkcja razy cena jednostkowa pomniejszona o koszty).
Wynosza one:

— dla piaskowni 1: 7;(¢1,9> )=(25—1;(Q1 +q )j"h —15¢y,

— dla piaskowni 2: 75 (q1,9» ):(25—1; (91 +9> ))-qz —15¢,.

Para liczb (¢, g») wyrazajaca wielko$¢ produkcji obu zaktadow jest w rownowadze
Cournota wtedy, gdy pochodne:

on
—1(q1.92)=0
0q,
i 3
on
—2(q1.42)=0
0q,

Stosowne pochodne muszg oczywiscie istnie¢. ROwnowaga Cournota opisuje sytuacje,
w ktorej kazdy z zaktadow maksymalizuje swoj zysk przy ustalonym poziomie wydobycia
drugiego z zaktadow. W jezyku teorii gier rownowaga Cournota jest rOwnowaga Nasha
w grze dwuosobowej, w ktorej graczami sa dowolne firmy, a ich strategie to potencjalne
poziomy produkcji, podczas gdy wyplaty reprezentuja zyski (Malawski i in. 2004). Jako ze
poszukiwany jest profil strategii bedacy w réwnowadze Nasha nalezy rozwazy¢ funkcje
najlepszej odpowiedzi kazdego z zaktadow jako funkcje wielkosci produkcji drugiego
z zaktadow (Watson 2005). Wyptaty dla zaktadow reprezentuja parabole o ramionach
skierowanych w dot. Pochodne czastkowe wynosza:

2 1
25-2=¢g;-1—qg, —15=0
5(]1 5612

387



i

2 1
25-2=¢g5 —1=q; —15=0
5612 5‘11

Rozwiazujac uktad rownan: g = ¢, = 2%. W réwnowadze oba zaklady wydobywaja

jednakowe ilosci kopaliny, co jest zrozumiale przy identycznej funkcji kosztow. Przy
réznych kosztach udzialy zaktadow w rynku bytyby zréznicowane. Dla obliczonych wiel-
kosci produkcji zaktady osiagna zyski wynoszace n1(2% , 2%)= nz(Z% , 2%)= 9% zt/Mg, co

daje w sumie 18% zt. Wyznaczona z punktu widzenia przedsigbiorcow gorniczych row-

nowaga jest nieefektywna. Okazuje sig, ze zaklady moga wypracowaé wyzszy zysk rea-
lizujac wydobycie o nieco nizszym tonazu wynoszacym 25 Mg. Sumaryczny zysk wynosi

wtedy 20% zt. Zatem przy wydobyciu wynikajacym z rownowagi na rynku wystepuje —

z punktu widzenia zakladow gorniczych — nadprodukcja piasku budowlanego. Nadproduk-
cja ta wynika z faktu, iz zadne z przedsigbiorstw gorniczych nie uwzglgdnia rzeczywistych
zyskow drugiego. Produkcyjnosé krancowa (przyrost produkceji w nastgpstwie angazowania
kolejnej jednostki zmiennego czynnika produkcji) powoduje zmiang wielkosci sprzedazy
zakladu i jednocze$nie obniza ceng rynkowa. Odnoszac ceng do wzrastajacego krancowego
kosztu produkcji, zaktady daza do zrownowazenia przeciwstawnych efektow i maksy-
malizacji wlasnych zyskow. Wiasne koszty i korzysci zaktadu przy wzrastajacej produkcji
roznia si¢ od facznych kosztow i korzys$ci. Przyrost produkeji u jednego z przedsigbiorcow,
szczegolnie niekorzystnie wptywa na wyptaty drugiego, obnizajac ceng surowca. Jako ze
efekt cenowy dzialania kazdego z przedsigbiorstw gorniczych z osobna jest mniejszy niz
skumulowany efekt cenowy duopolu, zaktady gérnicze czujq si¢ umotywowane do tacznej
produkcji surowca w iloSci przewyzszajacej poziom odpowiadajacy tacznemu optimum
(Watson 2005).

Model Cournota, przypisywany do duopolu, bywa stosowany takze do analiz rynkow
dziatajacych w charakterze oligopolu. Réwnowagi poszukiwane sa tu podobnie. Okazuje sig,
ze przy wigkszej ilosci podmiotow, wyznaczone przez rownowagi Nasha poziomy pro-
dukcji, a co za tym idzie takze ceny, zblizaja si¢ do tych okreslonych w modelu konkurencji
doskonatej (Malawski i in. 2004).

W modelu Cournota gracze podejmowali decyzje jednocze$nie, a ich role byly syme-
tryczne; zaden z graczy nie dominowat. Istnieje pewna klasa gier, wywodzacych si¢ z krytyki
modelu Cournota, tzw. gry Stackelberga (Osborne, Rubinstein 1994), w ktorych jeden
z graczy ma mozliwo$¢ narzucenia wlasnego rozwiazania drugiemu (role graczy asyme-
tryczne). Gra Stackelberga to obok modelu Cournota i Bertranda jeden z najwazniejszych
modeli duopolu dla konkurencji niedoskonatej (Rasmusen 2007). Kazde z przedsigbiorstw
w duopolu wybiera poziom swojej produkcji dazac do maksymalizacji zysku. Gracz do-
minujacy (ang. leader) jako pierwszy wykonuje swoj ruch, podczas gdy gracz wyczekujacy
(ang. follower) na ruch lidera dostosowuje swoje posunigcia do poprzednika. Gracz jako
drugi podejmujacy decyzje bgdzie dazy¢ do maksymalizacji wyptaty, ktora zalezy od
wyboru gracza dominujacego. Gracz dominujacy oczekuje, ze konkurent postapi w ten
sposob wiasnie, a wigc moze przewidzie¢ ruch nastepcy. Lider dysponuje znacznie moc-
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niejsza i lepsza pozycja. Opisany sposob wyboru strategii przez graczy doprowadza do tzw.
rownowagi Stackelberga lub inaczej rownowagi Nasha gry Stackelberga. Gra taka, w prze-
ciwienstwie do gry Cournota, jest gra z petna informacja. Analogicznym zalozeniem — jak
w modelu Cournota — jest to, ze wytwarzane przez wszystkie podmioty dobra sg identyczne
i maja jednakowa ceng.

Dla liniowego popytu i statych kosztow krancowych model duopolu Stackelberga mozna
przedstawi¢ nastgpujaco: p(Q) = a — b(Q), gdzie Q to taczna produkcja piasku przez oba
zaklady gornicze. Cena jednostkowa piasku jest zatem funkcja catkowitej ilosci piasku na
rynku. Koszty operacyjne wydobycia i przerobki kopaliny przy wielkosci ¢; (1= 1, 2) mozna
wyrazi¢ jako c¢(q;) = f + dq;. W formule popytu i kosztoéw zmienne a, b, 1 d to pewne
nieujemne state, przy czym a > d, b > 0. W analizowanym przyktadzie obu piaskowni
wynoszaone a =25,b= 1%, f=0,d=15. W grze Stackelberga decyzje graczy podejmowane

sa niejednoczesnie i zaleznie. Lider odgrywa wiodaca rolg i jako pierwszy decyduje sig
ustali¢ pewien poziom wydobycia. W odniesieniu do decyzji lidera, gracz wyczekujacy
przyjmuje wielko$¢ ¢ jako znana. Zaktad gorniczy 2 bedzie dazy¢ do takiego poziomu
produkcji g»(q1) zaleznej od g tak, by maksymalizowac swoj zysk:

Ty (q1,92(q1))=(a—b(q1 +q2(q1)) 92 (q1))—dq2(q;) 4)

Z kolei zaktad gorniczy 1, przeczuwajac takie postgpowanie zaktadu 2, wybiera takie ¢,
by maksymalizowac:

(91,92 (q1)=(a—=b(q) +q2(q1))-q1)—dq, )

Rownowaga Nasha tej gry moze by¢ znaleziona z wykorzystaniem algorytmu indukcji
wstecznej. Gra jest dwuetapowa, w pierwszym zaktad gorniczy wybiera poziom wydobycia
q1, w drugim zaktad gérniczy 2, znajac wybor poprzednika, decyduje si¢ eksploatowaé
w ilo$ci go(q1). Dla gry istnieje tylko jedna rownowaga.

Roézniczkujac funkejg zysku zaktadu 2 i przyréwnujac ja do zera uzyskiwane jest:

on
——2—(q1.q2(q1))=a—bq; ~2bq5 (g;)~d =0
0q2(q1)
stad:
a—-bg, —d
— el 6
q2(q1) b (6)

. Lo . . . -bqy +d
Przy takim poziomie produkcji cena rownowagi wynosi p = ¢ Zl

i jak wida¢ jest
zalezna od ¢q.
Aktualnie, podstawiajac do funkcji zysku zaktadu gorniczego 1 produkcj¢ zaktadu
gorniczego 2, rézniczkujac ja i poréwnujac do 0 otrzymywane jest:
a

6n1 d
° _ , =7———b :0
o, (91-92(q1)) 55 b
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stad:

i (7)
—d
9> (q; )26147

Wyplaty graczy wynosza w konsekwencji:

—bq, +d _d)?
™ (4142 (4) )){“Z“Jm ~dg =" o

a-bgy+d
2

(a—d)?

Ty (91,92 (q) ))=( o

j'fn (q1)—dq>(q1)=

Wprowadzajac stosowne state, wielkoSci produkcji oraz zyskéw obu zakladoéw gor-
niczych wynosza:

25-15
9 = 51l =4%,
s
° q2 :25,
n (447247 =103
1 “12 12°

Pozycja wyczekujacej kopalni jest zdecydowanie gorsza, zdobgdzie o polowg mniejsze
zyski niz zaktad goérniczy podejmujacy decyzje jako pierwszy. Liderowanie jednego z graczy
moze by¢ wynikiem przewyzszajacego potencjatu produkcyjnego, jak i wynika¢ moze z przed-
sigbiorczosci, reklamy czy wigkszej zdolno$ci do przejawiania inicjatywy (Malawski 2004).

3. Gry o sumie niezerowej — warunki kooperacji

Rozwinigciem gier niezerowych niekooperacyjnych sa gry niezerowe kooperacyjne. Gry
kooperacyjne maja szerokie zastosowania w makroekonomicznej skali funkcjonowania
przedsigbiorstw. W grach tego typu gracze moga porozumiewaé si¢ ze soba i formutowaé
koalicje. W przypadku gier dwuosobowych nie jest to by¢ moze zagadnienie zbyt szerokie
i ciekawe, z racji niewielkich mozliwosci tworzenia koalicji. Poszukiwanie rozwiazan gier
kooperacyjnych napotyka jednakze na dos¢ zasadnicze problemy. Dla uzmystowienia ro-
dzaju komplikacji rozwazono nastgpujaca gr¢ z macierza wyptat (9).

gracz 2

By Ba )
o | 2,6 | 10,5

gracz 1

%) 4,8 0,0
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Jakie rozwiazanie gry jest (byloby) sprawiedliwe? Gra posiada réwnowage Nasha,
a wyznacza ja profil (o, ;). Gra mogtaby zakonczy¢ si¢ w tym rozwiazaniu, jednakze
mozliwos$¢ kooperacji graczy rozszerza ich pole manewru. Narzuca si¢ sugestia, ze jako
rozwiazanie nalezy przyja¢ takie wyptaty, ktore sa sumarycznie najwigksze i podzieli¢ je
migdzy graczy. Para strategii (o1, ) mogtaby by¢ takim rozwiazaniem, gracze wygrywaja
tacznie 15 jednostek i dziela je po réwno migdzy siebie. Przy zastosowaniu rownowagi
Nasha sumaryczna wyplata wynosi tylko 12 jednostek. Rozwiazanie takie jest proba roz-
wiazania o charakterze egalitarnym, zréwnujacym prawa graczy (Straffin 2004). Pomimo
pozornej sprawiedliwo$ci obarczone ono jest niekiedy istotnymi wadami. Pierwsza trudnos¢
wynika z tego, ze jednostki uzytecznos$ci sa czasem wyrazone abstrakcyjnymi kategoriami
uzytecznosci, np. satysfakcja. Suma uzyteczno$ci dla graczy jest trudna do racjonalnej
interpretacji, takze ich transfer czy podziat jest niekiedy niemozliwy do realizacji. W przy-
padku, gdy wyplatami sa jednostki pieni¢zne, wzmiankowana trudno$¢ zostaje oddalona.
Druga znaczaca wada rozwigzania egalitarnego jest ignorancja asymetrii strategicznej po-
zycji obu graczy. Gracz 2 ma tu zdecydowanie mocniejsza pozycjg, jego strategia [3;
dominuje strategi¢ 3,. Wybierze on raczej strategi¢ pierwsza, podczas gdy gracz | strategi¢
a1. Gracz 2 moze nie by¢ sklonny do kooperacji, uwazajac — zreszta slusznie — ze nie
powinno si¢ lekcewazy¢ jego uprzywilejowanej pozycji (tym samym ignorowacé realia gry).
Mozliwym jest arbitraz, lecz jaki? W grach niezerowych moga by¢ takze stosowane rozmaite
ruchy strategiczne w postaci grozb, szantazu lub obietnic. Rozwiazania gier kooperacyjnych
0 sumie niezerowej powinny spetniaé dwa podstawowe postulaty sugerowane juz przez
Neumanna i Morgensterna (1944):

— optymalnos$ci w sensie Pareto: nie moze istnie¢ zatem zaden inny wynik, ktéry byltby

lepszy dla obu graczy lub lepszy dla jednego, a nie gorszy dla drugiego,

— wyplaty graczy nie bgda nizsze niz ich poziomy bezpieczenstwa, zaden z graczy nie
moze zosta¢ zmuszony do zawiazania kooperacji, gdyby powodowato to obnizenie
jego wyptat w stosunku do gry rozgrywanej nickooperacyjnie.

Poziom bezpieczenstwa gry dla dowolnego gracza jest minimalng wielko$cia wyptaty,
ktéra moze sobie zapewni¢. Rozwiazywanie gry kooperacyjnej z wykorzystaniem po-
ziomow bezpieczenstwa wynikajacych z wartosci gry (rozwiazanie Nasha) nazywane jest
schematem arbitrazowym (Nash 1951).

Powracajac do gry duopolu dwodch producentow piasku zmieniono ich funkcje kosztow.
Koszty piaskowni 1 oceniono na 10 zt/Mg, podczas gdy koszty piaskowni 2 pozostawiono
bez zmian. Zalozono, w uproszczeniu, ze niezaleznie od wolumenu produkcji koszt ten nie
ulega wahaniom. Ceng tony surowca nadal okresla rownanie: p = 25—1% (91 +¢2 ). Po-

nownie, kazdy z uzytkownikdéw ztoza dowolnie okresla wielko$¢ wiasnej produkcji, S| =
= [0, w) oraz S, = [0, ), a wyptatami w grze sa zyski:

— dla piaskowni 1: 7; (g1, )2(25—1%(511 +9> ))'Ch —10q;,

— dla piaskowni 2: m, (q1,9> )=(25—1%(q1 +45 ))-q2 —15¢,.

Przy bardzo malej podazy, sprzedaz pojedynczej jednostki (1 tysiaca Mg piasku) moz-
liwa jest po 25 zt. Przy wzroscie produkeji i nasyceniu rynku, sprzedaz catkowitej produkcji
mozliwa jest tylko przy obnizce cen. Kazdy z zaktadow dazy do maksymalizacji zysku, ktory
jest pochodna nie tylko wiasnej produkceji, lecz takze wielkosci produkcji konkurenta
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(zalezno$¢ te uyjmuje w formutach zysku wyraz ,,—1% q1 -9, tak wigc jest to pewna gra obu

kopaln).

Analizujac sytuacj¢ obu producentdéw piasku z punktu widzenia niestrategicznego, oba
zaklady produkuja poczatkowo niewielkie ilosci piasku, nastgpnie powoli zwigkszajac
produkcje¢ doprowadzaja do momentu, gdy koszt wyprodukowania dodatkowego 1 tys. Mg
piasku réwny jest cenie, ktora mozna zan uzyskac, czyli:

— dla piaskowni 1: 10= 25-1% (g1 +q2 ),

— dla piaskowni 2: 15 =25—1% (g1 +92).

Z réwnan wynika, iz: ¢| = 12% —q7.4y = 8% —q, . Dla piaskowni 2 istotne jest by laczna
produkcja nie przekraczata 8% tys. Mg. Powyzej tej wielkosci koszty produkcji przewyzszaé

beda przychody ze sprzedazy surowca. Dla piaskowni 1 taczna wielkos¢ produkceji, z racji
nizszych kosztow, powinna by¢ nie wigksza niz 12%. Trudno tu wskaza¢ rownowagg, z ktorej

zadowoleni byliby obaj gracze. Gdyby kopalnie jednakowo podnosity tonaz eksploatacji,
mozliwe jest, ze bylaby to rownowaga dla wielkosci produkcji ¢; = g» = 4, skutkujaca
zyskami w wysokosci m1(q;, ¢2) = 21,6 i Mgy, g2) = 1,6. Klasyczna rownowaga nie
uwzglednia wptywu wielkos$ci produkcji obu producentéw na ceng produktu. Przy nizszej
produkcji cena surowca bytaby wyzsza, a tym samym wyzsze bylyby generowane zyski. Stad
problem ten mozna przedstawi¢ w postaci dwuosobowej, niezerowej gry producentéw
piasku. Stosowna macierz ewentualnych wyptat zestawiono w tabeli 1. Wyptaty podano dla
skokowej zmiany poziomu wydobycia, co 1 tys. Mg.

W grze jest rownowaga — punkt, w ktorym zaden z graczy nie moze zwigkszy¢ swojego
zysku poprzez zmiang wielkosci produkcji. Jest to réwnowaga Cournota-Nasha, ktorej
sposob znajdywania zostat zaprezentowany przy modelu Cournota. Rownowagg t¢ opisuja
wielkosci produkcji ¢, = 5%, gy = 1% gwarantujace zyski 7, (q;,q, ) = 37%, 7, (q1.92 )=

= 2% dla ceny piasku 16% zt. Réwnowaga uwypukla dominujaca rolg w duopolu piaskowni

1, ktéra przy nizszych kosztach jest w uprzywilejowanej pozycji. Rownowaga ta nie jest
paretooptymalna, obie piaskownie zyskatyby wigcej kooperujac, co obrazuje rysunek 1.
Przy prawdopodobnej kooperacji graczy mozliwe jest wyznaczenie rozwiazan arbitra-
zowych Nasha (rys. 1). W pierwszym przypadku wyplatami status quo jest para wyplat
wynikajaca z poziomow bezpieczenstwa. Dla gry z macierza wyptat jak w tabeli 1 jest to para o
wyplatach (38,6; 5,2) odpowiadajaca eksploatacji 3 tys. Mg w piaskowni 1 oraz 1 tys. Mg
w piaskowni 2. Zbior negocjacyjny wyznacza odcinek AB, a rozwiazanie obejmuje wyplaty
71(q1.92 ) =321, m5 (q1,95 ) =587, odpowiadajace przyblizonej eksploatacji ¢; = 3,65 tys.

Mg, g> = 1,52 tys. Mg. Obnizenie tacznej eksploatacji o nieco ponad 2,5 tys. Mg w stosunku do
réwnowagi Cournota-Nasha poprawia tylko sytuacjg zaktadu gorniczego 2, a wigc nie jest
w stosunku do niej paretooptymalne. Cena surowca oscyluje wtedy na poziomie 18,80 zt/Mg.
Jako ze pierwsze rozwiazanie arbitrazowe Nasha nie jest paretooptymalne w stosunku do
réwnowagi Cournota-Nasha, wyliczono drugie rozwiazanie arbitrazowe Nasha ze status quo
w rownowadze Cournota-Nasha. Zbidr negocjacyjny wyznacza odcinek CD, a rozwiazanie
zawiera si¢ w wyplatach m; (q,q9, )=38,56, 15 (q,9, )=2,99 (rys. 1). Z wyptatami kores-
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TABELA 1. Wyptaty piaskowni przy réznej wielkosci wydobycia

TABLE 1. Sand quarries payoffs at different mining output

q, — wydobycie w piaskowni 2

0 1 2 3 4 5 6 7

— 0 0; 0 0; 8,8 0; 15,2 0; 19,2 0; 20,8 0; 20 0; 16,8 0; 11,2
% 1 13,8; 0 12,6; 7,6 |11,4;12,8(10,2; 15,6 9; 16 7,8; 14 6,6; 9,6 5,4; 2.8
g’ 2 25,2; 0 22,8, 6,4 |20,4;10,4 | 18;12 15,6; 11,2 | 13,2;8 10,8; 2,4 8,4; -5,6
8,

2| 3 342, 0 38,6; 5,2 27; 8 23,4;8,4 | 19,8, 6,4 16,2; 2 | 12,6; —4.8 9; -14
2
% 4 40,8; 0 36,8; 4 31,2; 5,6 | 26,4;,48 | 21,6;1,6 | 16,8; 4 12; -12 7,2 224
[°)
2|5 45,0, 0 39.,8; 2,8 33;3,2 27; 1,2 21;-3,2 | 158;-10 | 9;-19,2 3;-30,8
z

6 46,8; 0 39,6; 1,6 | 32,4; 0,8 [25,2; 24 18; -8 18,8; —16 | 3,6; —26,4 | -3,6; —39,2
S

7 46,2; 0 37,8, 0,4 |294;-1,6| 21;-6 |12,6;-12,8] 4,2; 22 |-4,2 -33,6|-12,6; -47,6
piaskownia 2
A~
154 l-sze rozwiazanie
arbitrazowe Nasha
* 1 2-gie rozwiazanie
. * y i arbitrazowe Nasha
°® / B |
1
5 e ————0-= === —% ------------
. L U]y
. . W e —
hd I e N
% |]O ,_}IO 215 3'(} 315 ! piaskownia |

e pary wyplat
potencjalna. klasvczna rownowaga rynkowa

o status quo w poziomach bezpicczenstwa

o rownowaga Cournota (Nasha)

o rozwiazanie arbitrazowe Nasha

Rys. 1. Pary wyptat w grze duopolu piaskowni (zaznaczono tylko dodatnie wyptaty graczy)

Fig. 1. Pairs of payoffs in duopoly sand quarries game (positive players payoffs were marked only)

ponduje tonaz cksploatacji wynoszacy w piaskowni 1 ¢ ~ 4,35 tys. Mg, w piaskowni 2

z kolei gy ~ 0,77 tys. Mg. Laczna produkcja w wysokosci 5,12 tys. Mg przektada si¢ na ceng
surowca na poziomie 18,86 zt/Mg.

Kooperacja w warunkach duopolu polega z reguty na zmniejszeniu produkcji i pod-
niesieniu cen, co jest nieckorzystne dla konsumentdéw. Taka rownowaga, ustalona dla koope-
racji bywa nazywana ,,zmowa producentéw” i czgsto jest prawnie zakazana. W przypadku,
gdyby w grze piaskownia 1 mogta przekazywac¢ drugiej wyptaty uboczne, czyli przekazywac
jej cze$¢ whasnego zysku, zaktady osiagnetyby jeszcze lepszy rezultat. Eksploatacja 5 tys. Mg
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w piaskowni 1 oraz 1 tys. Mg w zaktadzie 2 zapewnia taczny zysk w wysokosci 41,8 (0 0,33
wigeej niz dla drugiego rozwigzania arbitrazowego Nasha). Piaskownia 1 przekazujac
przyktadowo 0,25 ze swojego zysku piaskowni 2 obniza wlasny zysk do 39 — 0,25 = 38,75.
Zysk piaskowni 2 ulega wtedy podwyzszeniu do 2,8 + 0,25 = 3,05. Oba zaktady gornicze
otrzymuja wigcej niz w drugim rozwiazaniu arbitrazowym Nasha. Przekazywanie wyptat
ubocznych jest z reguly nielegalne, cho¢ korzystnym efektem takiej umowy dla konsu-
mentoéw piasku jest obnizka ceny surowca do 17,80 zt/Mg w stosunku do arbitrazu.

Poréwnujac rezultaty, ranking dopuszczalnych rozwiazan dla producentéw piasku ze-
stawia tabela 2. Uwzgledniono w niej takze przypadek czystego monopolu, gdy na rynku jest
tylko jeden producent piasku.

TABELA 2. Ranking rozwigzan gry duopolu piaskowni

TABLE 2. Ranking of solutions in duopoly sand quarries game

Wielkos¢ produkcji Zysk Cena

Rozwigzanie [tys. Mg] [tys. z4] surowca

@ 0 zaklad 1 | zaklad 2 [z/Mg]
Monopol — zaktad 1 6,25 - 46,87 - 17,50
Monopol — zaktad 2 - 4,16 - 20,83 20,00
Kooperacyjne z wyptatami ubocznymi 5,00 1,00 38,75 3,05 17,80
Arbitrazowe Nasha nr 2 4,35 0,77 38,52 2,99 18,86
Rownowaga Cournota (Nasha) 5,55 1,39 37,04 2,31 16,67
Klasyczna rownowaga rynkowa 4,00 4,00 21,60 1,60 15,40

Najkorzystniejszy uktad dla producentéw to oczywiscie model czystego monopolu,
gdzie wyplaty producentow sa najwyzsze. Przy wyzszej funkcji kosztoéw obu zaktadow
prawidlowos¢ ta bylaby jeszcze bardziej jednoznaczna. Uporzadkowanie rozwiazan z pun-
ktu widzenia konsumenta jest zazwyczaj odwrotne. Najbardziej korzystne jest oczywiscie to,
gdzie ceny surowca sa najnizsze: rownowaga klasyczna oraz rownowaga Cournota-Nasha.

4. Gry z niekompletna informacja

Aplikacja teorii gier do rzeczywistych sytuacji otaczajacego $wiata wymaga uswia-
domienia sobie przynajmniej dwoch, sposrod wielu faktow, ktore réznicuja model przyjety
w klasycznej teorii gier od realnej sytuacji (Aumann, Maschler 1995):

— w odréznieniu od sytuacji w grze, ktora jest zazwyczaj jednorazowa kwestia, konflikt

w rzeczywistym §wiecie prowadzi czgsto do kolejnej sytuacji konfliktowej. Oznacza
to, ze rozwiazanie modelu w teorii gier nie zawsze (niestety tak jest najczesciej) jest
idealnym rozwigzaniem rzeczywistego problemu. Decydent musi uwzgledni¢ nie
tylko natychmiastowe wyptaty, jakie mozna uzyskaé, lecz takze efekty, w tym
konfliktowe, ktore ta decyzja moze spowodowaé w przyszlosci,

— w przeciwienstwie do sytuacji w grze, w ktorej przyjmowane jest zazwyczaj, ze

gracze znaja zarowno wszystkie dostgpne i mozliwe strategie, jak i zwiazane z nimi
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wyplaty, w realnym $wiecie uczestnicy gry dysponuja tylko czgSciowa wiedza o do-
stgpnych im oraz ich oponentom strategiach. Ponadto stosowne wyptaty przypisane
podjetym strategiom sa praktycznie niemozliwe do precyzyjnego ustalenia z powodu
braku znajomosci wszystkich stosownych i istotnych faktow.

Aby stwierdzi¢, ze gra jest gra o kompletnej lub niekompletnej informacji nalezy
wiedzie¢ co$ o okolicznosciach, w ktorych jest rozgrywana. Nie wdajac si¢ w zbytnie
szczegoty nalezy stwierdzi¢, ze gracze dysponuja zazwyczaj roznym jej zakresem. W grach
z pelna informacja gracze znaja wszystkie wczesniejsze decyzje innych graczy i wyniki
dotychczasowych posunig¢ losowych. W klasie gier z niepelna informacja, w ktorej zna-
czaca rolg odgrywaja gry z niekompletna informacja, jeden lub obaj gracze nie znaja, badz
nie sa pewni funkcji wyptat i/lub zbioréw strategii. Niewiedza moze tez obejmowac nie-
znajomo$¢ preferencji, tozsamosci lub liczby graczy badz kolejnosci decyzji. Harsanyi
(1967-1968) tworzac fundamenty teorii gier z niekompletng informacja prezentowal, iz
wiele sytuacji z brakiem informacji moze by¢ modelowane jako klasyczne gry z kompletna
informacja z wlaczonym rachunkiem prawdopodobienstwa. Osiagnat to poprzez wprowa-
dzenie dodatkowego, fikcyjnego gracza — natury (w odréznieniu od stanu natury gracz ten
jest tu traktowany jako podmiot gry wykonujacy posunigcie) — modelujacego niepewnosc.
Natura generujac przypadkowe posunigcia przypisuje kazdemu z pozostatych uczestnikow
gry pewien losowy typ gracza z wlasnymi przekonaniami, ktérego to po6zniejsze zachowanie
w grze przesadza o jego funkcji wyplat.

W omoéwionych dotychczas grach duopolu piaskowni gracze wiedzieli, jaka gre rozgry-
waja. Obecnie, w prezentowanej grze bayesowskiej mozliwe jest uwzglgdnienie niepew-
nosci graczy, co do samej gry bedacej przedmiotem rozgrywki. Niepewno$¢ dotyczaca
zasadniczych aspektow takiej gry (np. przestrzeni strategii i innych) sprowadza si¢ w za-
sadzie tylko do niepewnosci dotyczacej wyptat (Rasmusen 2007; Leyton-Brown, Shoham
2008). Zasadniczo gry w postaci bayesowskiej rozwiazywane sa na dwa sposoby (Watson
2005; Leyton-Brown, Shoham 2008). Pierwszy sposob polega na analizie warunkoéw racjo-
nalizowalnos$ci 1 wyznaczeniu rownowag Bayesa-Nasha. Réznica pomigdzy roéwnowaga
Nasha a rownowaga Bayesa-Nasha wynika z tego, ze ta druga wyszukiwana jest dla gier
bayesowskich i opiera si¢ na pojeciu oczekiwanej uzytecznosci. Jesli gra daje si¢ przedstawic
w formie macierzowej, to sposob ten jest wygodny i szybki. Druga metoda polega za$ na
potraktowaniu gracza, o ktérym wiadomo, Ze na jego decyzje ma wplyw czynnik losowy,
jako dwoch graczy o odmiennych typach. Oba sposoby rozwiazywania gier bayesowskich
nie zawsze prowadza do takich samych wynikdw, zwlaszcza w sytuacji, gdy jakis typ gracza
pojawia si¢ z prawdopodobienstwem wynoszacym 0 (Watson 2005).

Podejscie drugie wykorzystano do omawianego przyktadu gry piaskowni. Przyjeto, ze
popyt na piasek okresla rownanie d = 1 — Q, gdzie Q to catkowita produkcja obu zaktadow
gorniczych. Popyt ten jest odwrotna zaleznos$cia migdzy cena a iloscia dobra (na wigkszosci
rynkéw, w miarg spadku cen zwigksza si¢ ilo§¢ zakupywanych dobr). Zaktad goérniczy 1
wybiera produkcj¢ w wysokosci g, ktdra moze zrealizowa¢ po zerowym koszcie kran-
cowym. Koszty produkcji zakladu drugiego, uzaleznione od stanu natury (np. lokalnej
zmienno$ci jakosci kopaliny) sa wytaczna wiedza tegoz zaktadu. Z prawdopodobienstwem
P=3 piaskownia 2 produkuje po zerowym koszcie krancowym, a z prawdopodobiefnstwem

I-p= % produkuje po statym koszcie krancowym wynoszacym % Oznaczajac typ zaktadu 2
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notacja N i W (niskie 1 wysokie koszty) moze on produkowa¢ w wysokoS$ci qév lub qg/ .
Piaskownia 2 ma pelna swiadomosé, jakiego typu koszty ponosi, dla piaskowni 1 znane sa
tylko prawdopodobienstwa wystapienia N i /. Oba zaktady gornicze nadal chca maksyma-
lizowaé swoje zyski, poszukiwana jest zatem rownowaga dla tej gry rynkowe;j.
Wyptaty dla piaskowni 2 przy niskich kosztach (N) to zysk réwny przychodowi po-
mniejszonemu o koszty:
N Ny N
- 7'52 =(1_ql _q2 )q2 .
W sytuacji, gdy koszty beda na poziomie W, to wyplata wyniesie:
w W W g
- 712 :(l_ql _qz )qz _q?z.
Wyptata zaktadu 1 w zaleznosci od profilu strategii (¢1; qév , q;V ) jest zysk:

N W N 2 w
—m=5(-q1-q, g1 +3(-91 45 )¢ =(1—Q1 —qf—?jﬂy

Poszukiwanie bayesowskiej rownowagi Nasha poprzedza wyodrgbnienie dwoch graczy
dla zaktadu gorniczego 2. Jeden typ gracza to gracz 2%, drugi natomiast to gracz 2/. Nalezy
wyznaczy¢ funkcje najlepszych odpowiedzi obu zaktadow. Wiedzac, ze poszukiwana jest
rownowaga Nasha, koniecznym jest znalezienie funkcji najlepszej odpowiedzi kazdego
zakladu, jako funkcji wielkosci produkeji drugiego z zaktadéw. Wykresami funkcji wyptat
zaktadow sa parabole, a wigc funkcje zmiennej produkeji (q; qév ,q;V ). Poprzez réznicz-

kowanie funkcji 1 pdzniejsze przyréwnanie pochodnych czastkowych do zera znalezione
zostang wielko$ci maksymalizujace jej zysk.

ou) o)

ou u2
Stosowne warunki dla pochodnych to: 2 —L=0,—=-=0 =0

"oy oq”

qz k)

Najlepsza odpowiedzia zaktadu 1 na qé\/ ,q;V gracza 2 jest:

- BRl(qz 24 )_%_%_é'
Najlepszq odpowiedzia zakladu 2V na ¢; gracza 1 jest:
— BR (91)=3-2,

za$ najlepsza odpow1ed21aC zakladu 2" na ¢; gracza 1 jest:
— BR) (q))=2-%4

Rozwiazujac adekwatny uktad rownan:

N
w
ED)

14 W_g 5
45,42 =454, =g W rownowadze

plaskownla 1 produkuje ogolnej ilosci piasku na rynku, zaktad 2 natomlast 14 < przy niskich

bayesowska rownowage Nasha definiuje profil ¢; =

kosztach 1 <= przy Wysoklch
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5. Gry powtarzane

Gra powtarzana to gra, w ktorej wymagane jest jej powtorzenie. Omowione wczesniej
gry dotyczyly sytuacji, ktore nie obligowaty do rozgrywania kolejnej gry. Gra powtarzana
jest gra rozgrywana w kolejnych ustalonych momentach, gdzie liczba wszystkich okreséw
w grze moze by¢ liczba naturalna; moze takze by¢ nieskonczona, co oznacza, ze gra po-
wtarzana jest w nieskonczono$¢. W kazdym z okreséw gracze rozgrywaja statyczna gre
etapowa (subgre, podgre), w ktorej jednoczesnie i niezaleznie od siebie podejmuja jakies
decyzje. Kazda z decyzji skutkuje pewnymi wyptatami w grze etapowej. W kazdym z okre-
sow rozgrywana jest doktadnie jedna i ta sama gra etapowa, a gracze w kazdym okresie ¢
pamigtaja histori¢ gry — czyli ciag podjgtych decyzji od pierwszego okresu az do ¢ — 1.
Symbol t oznacza tu zmieniajacy si¢ numer okresu. Wynik gry powtarzanej to zdys-
kontowana suma wynikow wszystkich gier. Fakt, ze gracze dyskontuja swoje przyszte
wyplaty, wymaga wprowadzenia czynnika dyskonta & € [0, 1], ktory prowadzi do wyniku
gry dla gracza i w wymiarze:

t; =1, ()48 7, (2)+ 8% -m; 3)+.4+8 Lom;(T) (10)

gdzie

m; (1) — wynik gracza i w powtdrzeniu t.

Przy braku dyskontowania czynnik & = 1, a 8 = 0 oznacza, ze jedyna istotna dla gry
wyplata przypada tylko na pierwsza gr¢ etapowa.

Tak jak w koncepcji dyskontowania czynnik dyskonta umozliwia oceng wyplaty
z przyszto$ci i porownanie jej z wyplata otrzymywana obecnie. W grze nieskonczenie
powtarzanej czynnik dyskontowy nie moze by¢ rowny 1 i przyjmowany jest ogdlnie jako
5 < 1. W grach wspoélczynnik ten nazywany bywa stopniem niecierpliwosci gracza (Mala-
wskiiin. 2004). Czynnik dyskonta moze by¢ tu interpretowany dwojako. Po pierwsze, moze
by¢ przyjety do reprezentacji sytuacji, gdy graczowi bardziej zalezy na dobrym samo-
poczuciu w perspektywie krotkookresowej niz na dtuzsza metg. Przyjmuje on wtedy wspot-
czynniki dyskonta bliskie zeru, nie czekajac na ewentualne przyszte korzysci. Alterna-
tywnie mozna przyjaé, ze gracz troszczy si¢ jednakowo zar6wno o przysziose, jak i te-
razniejszo$¢, ale z jakim$ prawdopodobienstwem zakltada, ze gra zakonczy si¢ w kazdej
z rund. Przyjmuje on wtedy wspotczynniki dyskonta blizsze jedno$ci oczekujac wigkszych
korzysci w przysztos$ci. Réznica 1 — & reprezentuje prawdopodobienstwo wczesniejszego
zakonczenia gry (Leyton-Brown, Shoham 2008).

Wykorzystujac procedurg rozwiazywania gier powtarzanych opisang przez Malawskiego
iin. (2004) ponownie rozpatrzono modelu duopolu piaskowni. Obie kopalnie piasku, bedac
jedynymi jego dostawcami w pewnym obszarze monopolizuja lokalny rynek. Ich wzajemne
relacje moga by¢ zgodne lub antagonistyczne. W pierwszym przypadku ,,dogaduja si¢”
i wspolnie ustalaja wielkos$ci produkcji i ceny oferowanego surowca, w drugim natomiast
zwalczaja si¢ stosujac réznorakie praktyki. Sytuacja ta jest gra, w ktorej strategiami graczy
jest albo kooperacja (K) albo przeciwstawianie si¢ (R) drugiemu z graczy. Ogolna macierz
takiej gry obejmuje wyptaty (11).
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piaskownia 2
K R
(4,4) | (D, B)

(11)

piaskownia 1
>

R |3,D)| (0

Istotne jest, by wyptaty spetnialy warunki: D < C < 4 < B. Nawiasem moéwiac, w li-
teraturze przedmiotu, gra powyzsza prezentuje gre typu ,,dylemat wigznia”. Gdyby gra
powtarzana byla tylko jeden raz, trudno byloby przewidzie¢ jej rezultat, nawet w przypadku
wczesniejszych ustalen obu zaktadow goérniczych. Kazdy z producentow moze wszak nie
dotrzymaé umowy, co przy jednorazowej rozgrywce nie rodzi konsekwencji, co najwyzej
moralne. W przypadku, gdy gra bedzie rozgrywana wiclokrotnie, sytuacja komplikuje sig,
a taka gre implikuja warunki postawionego problemu dotyczacego producentéw goérniczych.
Inwestycja geologiczno-gornicza charakteryzuje si¢ zazwyczaj dtugim horyzontem czaso-
wym, stad uczestniczace w grze zaktady gornicze moga zarcagowaé na posunig¢cia oponenta
niekiedy nawet w do$¢ odleglym horyzoncie czasowym.

Oba zaktady goérnicze zwazajac na konieczno$¢ wielokrotnego rozegrania gry (dla
przyktadu 4 razy do roku podejmuja decyzj¢ o poziomie wydobycia), poczynity ustalenia
odnos$nie wspolpracy i wyboru profilu strategii (K, K) o wyptatach (4, 4). Jezeli zadna ze
stron porozumienia nie ztamie warunkow umowy, to kwartalne wyptaty obu zaktadow
gorniczych wyniosa 4. Laczna wyptata np. zakladu gorniczego 1 wyniesie wtedy, stosownie
do wzoru (10):

Mg =A+A-5+A4-8%+.+A4-57 +4-87 4.

Analogiczna wyplatg osiagnie zaktad gorniczy 2 nie decydujac si¢ na zerwanie umowy.
Przyjmujac, ze piaskownia 1 w dowolnym z okreséw (np. 7) odstapi od umowy, to jego
dotychczasowe kwartalne wyptaty do kwartatu 7 wyniosa A, w okresie 7' wyniosa B,
aw dalszych okresach wyptaty zaleze¢ beda od decyzji piaskowni 2. Gdy gracz 2 zdecyduje
si¢ na strategig odwetu, to wyplaty gracza 1 ulegna obnizeniu do C. Strategia odwetu oznacza
kooperacje, dopoki tylko zaktad gorniczy 1 kooperuje. Strategia odwetu jest sprzggnigta
z obnizeniem wyptat takze dla gracza (tu zaktadu gorniczego 2) ja stosujacego. Sumaryczne
wyplaty piaskowni 1, przy zastosowaniu przez oponenta strategii odwetu wyniosa wtedy:

mp=A+A-8+A4-8%+.+4-8" ' +B.5T +C-8T 48724

Korzysé¢, jaka osiagnie zaktad gorniczy 1 nie postgpujac zgodnie z warunkami umowy,
wyniesie:

Tp —Tg =5 (B—A)+(C—A4))- 8 (1+ 5+ 8% +...

Ostatecznie uzyskiwane jest:

g —mg =8 [(B—4)+(C—4)%]

Dla zaktadu gérniczego 1 nie optaca si¢ odstapi¢ od umowy, gdy réznica pomiedzy
facznymi wyptatami jest ujemna (ng — ng < 0), czyli w sytuacji, gdy:

3T [(B-4)+(C-4)-:5-1<0

Rozwiazujac t¢ nierdwnosé:

T p 8T 8(C-4) B4
O (B-A)<———=0>4-F
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Jesli warunek ten jest spelniony, to strategie w grze powtarzanej sa w rownowadze Nasha
i zadnemu z graczy nie oplaca si¢ oden odstgpowac. Gdy jednak jeden z konkurujacych
zakladow gorniczych odmowi wspoélpracy, to drugi z nich zastosuje strategic odwetu.
Analiza gier nieskonczenie powtarzanych dowodzi, ze wytrwatos¢ i cierpliwos¢ graczy,
zwlaszcza w sytuacji, gdy dla graczy istotne sa przyszte korzysci, wiaze sig z reputacja i jej
korzystnym oddzialywaniem (Watson 2005).

Powracajac do gry producentow piasku nalezy sobie wyobrazi¢ sytuacjg, gdy na rynku
jest tylko jeden zaktad goérniczy i rynek funkcjonuje w charakterze monopolu. Catkowita
iloé¢ piasku wynosi zatem Q, a zysk jedynego dostawcy surowca osiaga:

1 (0)=(25-11(0))-0-150.

Funkcja realizuje maksimum dla Q = 41, ogélnie dla O = a-d

= a zysk wynosi wtedy

2
1 (Q)= (a;Z) czyli 20% (jak to policzono dla modelu gry Cournota). Odwotujac si¢ do

zatozen gry o funkcjonowaniu dwdch zaktadow goérniczych optymalna ilo§¢ surowca musi
by¢ podzielona pomigdzy obu uczestnikow rynku. Obaj gracze porozumiewajac si¢ ze soba
dziataja jak monopolista i realizuja zyski wynoszace 20%. Obieraja zatem dowolne poziomy

produkcji, tak by suma wynosita doktadnie O = ¢ + ¢». Moga to by¢ wielkoséci rowne po
50%, jak rowniez w innych proporcjach. Wyplaty w grze przyjmuja wtedy wielkosci jak
w macierzy (12).

piaskownia 2
K R

S 102 | 7B 12
1052: 1053 "o 115 (12)

piaskownia 1
=

23 713 B 413
152 716 | Tie 716

Poszczegolne wyptaty dla profili macierzy oznaczaja:
— profil (K, K) — zaktady wydobywaja po 2% tys. Mg, wielko$¢ ta wynika z optymalne;j

wielkos$ci tacznej produkce;ji;

— profil (K, R) — zaktad 2 zrywa umowe¢ w pewnym kwartale i decyduje si¢ eksploa-
towa¢ w ilosci % optymalnego tonazu, czyli 3% tys. Mg. Wielko$¢ ta jest najlepsza
odpowiedzig na spodziewane wydobycie konkurenta. Mozna ja tatwo wyliczy¢ sto-
sujac standardowy rachunek rézniczkowy i wyznaczajac maksimum wyrazenia
n1(qr) = (25—1%(% +qr))qr —15q9r, gdzie qg oznacza wydobycie piaskowni 2,
bedace przyczyna zerwania umowy. Posta¢ ogdlna umozliwiajaca kalkulacjg wiel-

3(a—d).
8b °

profil (R, K) — zaktad 1 zrywa umowg w pewnym kwartale i wydobywa % opty-

koéci najlepszej odpowiedzi to gx =

malnego tonazu urobku, czyli ponownie 3% tys. Mg (gra jest symetryczna, takze tutaj

ta wielko$¢ produkcji jest najlepsza odpowiedzia na spodziewana cksploatacj¢ opo-
nenta w wysokosci 25 tys. Mg),

— profil (R, R) — oba zaklady zrywaja jednoczes$nie umowg i eksploatuja po 3 % tys. Mg.
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123103

Sonje B—A4 P32 12
Wyrazenie ;== wynosi FIERIE
32

16

= % Przy 6> % optacalne jest dotrzymanie umowy, przy

o< % profity przyniesie zerwanie umowy, za$ przy o =% obojetnym jest czy umowa zostanie

zerwana czy tez podtrzymana. Tak wysoki wskaznik dyskonta oznaczatby wielka chec¢
graczy do uzyskania wyptat natychmiast.

W rzeczywisto$ci kazdy z zaktadow ma nieskonczenie wicle strategii; tyle, ile jest
mozliwych pozioméw produkcji. W macierzy dla profilu (R, R) mozna przyktadowo pod-
stawi¢ zyski wynikajace z wydobycia na poziomie 2% tys. Mg, bedace rownowaga Nasha gry

Cournota. Macierz gry obejmuje wtedy wyptaty (13).

piaskownia 2

= K R

f=}

z 5 105 | 713 1123

% K 1012’ 1012 716’ 1132 13

& 2 112 713 | 91 g1 (13)
32> 16 27 727

2_105

212 =%. Kooperacja przestaje by¢ oplacalna przy

.t B—A -
a stosowny wskaznik 5-c Wynosi ER2

6<%. Rozwiazanie wydaje si¢ akceptowalne, cho¢ trudno jednoznacznie uzasadnié, dla-

czego strategia odwetu reprezentowana przez profil (R, R) miataby by¢ ,kara” za zerwanie
kooperacji (Malawski i in. 2004).

Podsumowanie

Przedstawiona w artykule gra rynkowa dwoch producentéow piasku, pomimo znacznego
uproszczenia problemu, umozliwia analiz¢ zachowan strategicznych i obrazuje stopien
komplikacji w podejmowaniu decyzji. Rozstrzygnigcie, czy formutowaé koalicjg, czy po-
zosta¢ poza jej ramami, to watpliwos$ci, ktore moga by¢ stawiane przez kazdy z podmiotow
operujacych na rynku, zwlaszcza w sytuacji, gdyby rynek miat charakter oligopolu. Po-
nownie nalezy zada¢ pytania, ktora koalicja powstanie oraz w jaki sposob podzielone zostana
wyplaty? Wydaje sig, ze drugie z nich ma istotniejsze znaczenie. Fakt ten, jako pierwsi,
podkreslali juz von Neumann i Morgenstern (1944), prekursorzy teorii gier. Wyptata poje-
dynczego gracza jest dla niego sprawa o wigkszym cigzarze gatunkowym niz sam fakt
powstania koalicji. Dazac do realizacji pewnych celow i zapewnienia sobie okreslonego
poziomu wyptat samo powstanie koalicji jest tylko (i az) srodkiem ich realizacji. Ponadto
kwestia podziatu wyptat w koalicji odgrywa istotny wplyw na preferencje, do ktorej koalicji
gracz zechce przynaleze¢. Zatem analiza gier wieloosobowych rozpoczyna¢ si¢ winna
materialistycznie — od ewentualnego zapytania o podziat wyptat pomi¢dzy uczestnikow gry
na jej koncu. Wyplaty graczy powinny spetnia¢ dwa zasadnicze warunki: racjonalnosci
indywidualnej oraz racjonalnosci zbiorowej (Luce, Raiffa 1989; Straffin 2004). Niera-
cjonalnym, z punktu widzenia pojedynczego gracza, bytoby wiktanie si¢ w koalicjg, gdyby
jego wyplaty miatyby by¢ nizsze, niz te, ktéore gwarantuje sobie bez kooperacji. Wybor
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metody rozwiazywania gry negocjacyjnej determinowany jest iloscig par strategii o naj-
wyzszych wyplatach. Stosowane sa tu nastgpujace reguly (Kowalik 2007):

— jesli gra posiada tylko jedna parg strategii o najwyzszej wyplacie, to stosowana jest
zwykta metoda kooperacji, gdzie gracze dziela wyplaty proporcjonalnie do wtas-
ciwych cen gry,

— jesli gra posiada wigcej niz jedna parg strategii o najwyzszej wyplacie, to stosowana
jest metoda poziomoéw bezpieczenstwa,

— jesli gra posiada wigcej niz jedna parg strategii o najwyzszej wyptlacie, a dodatkowo
wprowadzany jest przez ktoregos z graczy element grozby, to stosowana jest metoda
strategii grozb.

Pomimo pojawiajacych si¢ niekiedy uwag, ze wktad teorii gier do organizacji rynkow

i szerzej calej ekonomii jest postgpem teoretycznym, a nie empirycznym, wydaje sig, ze
proponowane przezen rozwiazania sa interesujace, nawet pomimo ich nie zawsze jedno-
znacznej wWymowy.
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