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Konkurencja i kooperacja na lokalnym rynku surowcowym

w dwuosobowych modelach teorii gier – zarys zagadnienia

Streszczenie: Rynki surowcowe, pomimo wielu wspólnych cech z rynkami innych dóbr, s¹ rynkami specyficznymi. Ich

funkcjonowanie odbiega zazwyczaj od prawide³ wolnego rynku. Jest to spowodowane zarówno czynnikami

geologiczno-z³o¿owymi, jak i koniunktur¹. Zmiany poda¿y surowca s¹ na ogó³ znacznie wczeœniej sygna-

lizowane (wieloletni cykl inwestycyjny od rozpoznania z³o¿a do udostêpnienia górniczego), rozwijaj¹ siê one

powolnie i nieelastycznie. Najwiêkszy wp³yw na wahania rynku maj¹ czynniki niemierzalne matematycznie

(wojny, kryzysy gospodarcze – zw³aszcza u du¿ych producentów, strajki). O obrazie rynku surowcowego

decyduj¹ ponadto dzia³ania spekulacyjne, polityka rynkowa poszczególnych pañstw w skali globalnej, sa-

morz¹dowa w skali lokalnej, jak i sam charakter rynku funkcjonuj¹cego w ramach monopolu lub oligopolu.

Uczestnicy rynku surowcowego mog¹ dzia³aæ jako pojedyncze, niezale¿ne podmioty, b¹dŸ wchodziæ w sk³ad

wiêkszych, wzajemnie powi¹zanych zale¿noœciami uk³adów.

W artykule przedstawiono uproszczony modelu rynku surowcowego obejmuj¹cy tylko dwa podmioty – duopol.

Na hipotetycznym przyk³adzie lokalnego rynku piasków budowlanych, obs³ugiwanego przez dwa zak³ady

górnicze – piaskownie, podjêto próbê modelowania zachowañ obu przedsiêbiorców. Ukazano mo¿liwe stra-

tegie dzia³ania, wynikaj¹ce zarówno z mo¿liwoœci wspó³pracy zak³adów, jak i jej zaniechania. Scharak-

teryzowano zachowania u¿ytkowników z³ó¿ w sytuacji przep³ywu informacji dotycz¹cej kosztów produkcji oraz

jej braku. Zilustrowano mo¿liwe postêpowanie podmiotów górniczych w sytuacji wielokrotnego powtarzania gry.

Rozwi¹zania oparto na klasycznych modelach Cournota oraz Stackelberga w przypadku konkurencji oraz

koncepcji arbitra¿u Nasha w kontekœcie wspó³pracy zak³adów.

S³owa kluczowe: konkurencja, kooperacja, rynek surowcowy, teoria gier

Competition and cooperation on the local mineral market in the two

person game theory models – outline of issue

Abstract: Mineral markets, despite many common features with other goods markets, are specific. Their functioning

usually deviates from the rules of free market. It is caused by geological factors as well as economic trends. In

general, changes of supply of raw materials are indicated earlier (long-term investment cycle from deposit
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reconnaissance to the mining development). These markets develop slowly and are inflexible. Mathematically

immeasurable factors have the biggest impact on market fluctuations, e.g.: wars, economic crises – especially

among large producers, strikes. Moreover, speculative activities and operations, market policy of individual

countries on a global scale, local government at the local level, as well as character of a functioning market as a

monopoly, oligopoly or competitive market. Mineral market participants can act as single, independent

operators, or incorporated into larger systems of interconnected relationships.

The paper presents a simplified mineral market model covering only two players – duopoly. On the hypothetical

example of local construction sand market, supported by two mining plants, an attempt of both entrepreneurs

behavior modelling has been taken. Possible strategies of activity coming from cooperation prospect or its

omission, were presented. Behavior of construction sand producers in the situation of information flow

concerning to production costs and the lack thereof, were characterized. Possible conduction of mining

operators in case of multiple repeated games was illustrated. Solutions in the case of competition are based on

classical models of Cournot and Stackelberg, and the Nash bargaining solution concept, were adopted in the

context of cooperation among firms.

Key words: competition, cooperation, mineral market, game theory

Wprowadzenie

Konkurencja, uznawana za fundament wolnego rynku, jest procesem wzajemnego wspó³-
zawodniczenia podmiotów rynkowych. Celem tej rywalizacji jest realizacja w³asnych interesów
wyra¿aj¹ca siê d¹¿eniem do przedstawienia najkorzystniejszej oferty pewnego dobra. Przyj-
muj¹c, ¿e podmiot gospodarczy pragnie j¹ maksymalizowaæ, zmuszony jest do zaoferowania
dobra lepszego ni¿ konkurenci. Konkurencja to nie tylko wspó³zawodniczenie na tym samym
rynku danego dobra, lecz tak¿e z dalszymi (istniej¹cymi lub potencjalnymi) uczestnikami rynku,
tj.: producentami dóbr substytucyjnych, dostawcami, odbiorcami, przewoŸnikami i innymi
podmiotami tworz¹cymi otoczenie konkurencyjne. W zale¿noœci od struktury rynku, na którym
zachodzi proces konkurencji, wyró¿niane s¹ ró¿ne modele konkurencji: doskona³a, mono-
polistyczna, oligopol oraz monopol. Najkrócej ujmuj¹c: konkurencja doskona³a to taka, w której
wszystkie przedsiêbiorstwa i konsumenci uznaj¹, ¿e ich dzia³ania nie wp³ywaj¹ na wysokoœæ
ceny rynkowej. Struktura rynku obejmuje wtedy wielu nabywców i wielu sprzedawców. Nie-
doskona³oœæ konkurencji polega na tak du¿ym udziale jednego producenta czy sprzedawcy
w poda¿y, ¿e jej zwiêkszenie mo¿e wywo³aæ obni¿kê ceny, a zmniejszenie – podwy¿szenie ceny.
Inaczej mówi¹c cech¹ niedoskona³ej konkurencji jest spadaj¹ca krzywa popytu na produkcjê
pojedynczego wytwórcy, co daje mu mo¿liwoœæ wyznaczenia ceny. Im mniejsza iloœæ pro-
ducentów danego dobra, tym wiêksza mo¿liwoœæ pojawienia siê takiego stanu rzeczy. W krañ-
cowym przypadku na rynku funkcjonuje jeden tylko producent – monopolista.

Rynki surowcowe charakteryzuj¹ siê w wiêkszoœci przypadków takimi samymi cechami,
jak rynki innych towarów. Przewa¿aj¹ tu rynki konkurencyjne, choæ nieobce s¹ rynki
o charakterze oligopolu, niekiedy monopolu. Je¿eli rynek ma charakter konkurencyjny,
opiera siê przede wszystkim na relacjach poda¿y i popytu. Rynki surowcowe mo¿na roz-
patrywaæ z punktu widzenia ro¿nych jego cech. Z uwagi na zasiêg geograficzny wyró¿nia siê
rynki: lokalne, regionalne, krajowe, zagraniczne, miêdzynarodowe lub œwiatowe. O takiej
klasyfikacji decyduje odleg³oœæ miejsc wydobycia i przetworzenia kopaliny do miejsc jej
konsumpcji. W ujêciu bran¿owym natomiast wyró¿nia siê rynki poszczególnych surowców
np.: wêgla, miedzi, srebra, kruszyw itp. Czêsto powy¿sze kryteria ³¹czy siê i mówi o ryn-
kach poszczególnych towarów okreœlaj¹c geograficzny zasiêg wymiany np.: lokalny rynek
kruszyw drogowych, europejski rynek wêgla czy œwiatowy rynek z³ota.
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Zastosowania teorii gier w aspekcie rynków surowcowych nie s¹ obfite. Najczêœciej t³em
analiz bywa kwestia przetargów na dzier¿awê praw do zasobów z³ó¿ (Pelto 1971; Hendricks,
Porter 1994; Porter 1995), b¹dŸ zagadnienie podzia³u dóbr surowcowych (Thomas 2003).
Kooperacji w ramach joint venture dotyczy artyku³ Boyce’a (1997). Interesuj¹ce propozycje
wdro¿enia arbitra¿u Nasha do podzia³u zysku w uk³adzie kopalnia wêgla brunatne-
go/elektrownia zademonstrowane s¹ w materia³ach Jurdziaka (2007a, 2007b).

1. Podstawy teorii gier

Choæ okreœlenie teoria gier – wywodz¹ce siê od gier towarzyskich – mo¿e myliæ, to
obecnie jest to szeroki zakres analitycznych narzêdzi, pomocny w zrozumieniu zjawisk
obserwowanych przy podejmowaniu decyzji. Teoria gier jest dzia³em matematyki, który
w ujêciu formalnym analizuje sytuacje dotycz¹ce konfliktu b¹dŸ wspó³pracy pomiêdzy
wieloma podmiotami. Bada tym samym sposobnoœci optymalnego zachowania, gdzie kon-
sekwencje dzia³añ (sukcesów b¹dŸ pora¿ek) uczestników gry (graczy) zale¿¹ od wzajem-
nych decyzji (ruchów). Zdarza siê czêsto, zw³aszcza w przypadku konfliktu, ¿e gracze
ukrywaj¹ swoje postêpowanie, niekiedy decydent nie ma pe³nej znajomoœci o przebiegu
danego procesu. Oba fakty powoduj¹ nieokreœlonoœæ (niepewnoœæ) w podejmowaniu de-
cyzji. Suma niezale¿nie podjêtych dzia³añ graczy generuje nowy stan uznawany za wynik
gry. Wynikowi temu odpowiada okreœlona wartoœæ liczbowa – wyp³ata, która stanowi miarê
stopnia osi¹gniêcia celu ka¿dego z graczy (Drabik 2005). Dwa podstawowe za³o¿enia,
wyró¿niaj¹ce teoriê gier spoœród innych narzêdzi decyzyjnych, dotycz¹ zachowañ decy-
dentów, którzy (Osborne, Rubinstein 1998):

— definiuj¹ mo¿liwy do osi¹gniêcia cel (postêpuj¹ racjonalne),
— korzystaj¹ ze swojej wiedzy (informacji) oraz/lub uwzglêdniaj¹ oczekiwane za-

chowania pozosta³ych graczy (postêpuj¹ strategicznie).
Zasadniczy termin teorii gier to gra. Na grê z kolei sk³adaj¹ siê: gracze, ruchy (posu-

niêcia), wyp³aty i informacja tworz¹c zbiorowo regu³y gry. Gr¹ jest zatem sytuacja, gdzie
(Straffin 2004; Watson 2005; Binmore 2007):

— wystêpuje co najmniej dwóch graczy,
— ka¿dy gracz ma do wyboru pewn¹ liczbê mo¿liwych ruchów, okreœlaj¹cych sposób

prowadzenia przez niego gry,
— gracze posiadaj¹ jak¹œ informacjê (choæ zdarza siê, ¿e nie posiadaj¹ ¿adnej) oraz

wiedz¹, kiedy podejmuj¹ decyzje,
— wynik gry jest determinowany przez kombinacje strategii wybieranych przez graczy,
— ka¿demu mo¿liwemu wynikowi gry odpowiadaj¹ pewne wyp³aty (wyra¿one naj-

czêœciej liczbowo).
Ka¿dy z uczestników gry (postêpuj¹c racjonalnie) d¹¿y do maksymalizacji swojej funk-

cji wyp³at i realizacji okreœlonego celu. S³u¿y temu pewna strategia postêpowania wybrana
spoœród mo¿liwych posuniêæ. Istotnym jest, ¿e realizacja celu zale¿y nie tylko od podjêtych
przez danego gracza decyzji, lecz od wszystkich posuniêæ pozosta³ych graczy. W tym
miejscu rodziæ siê mo¿e konflikt pomiêdzy graczami, jak równie¿ pytanie o mo¿liwoœæ
kooperacji. Ka¿dy z graczy zmuszony jest rozstrzygn¹æ, jak postêpowaæ w tej grze, koniecz-
nie z uwzglêdnieniem prawdopodobnych decyzji i sposobów postêpowania pozosta³ych
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graczy. Gdyby funkcjonowa³a kompletna teoria racjonalnego rozgrywania gier, pozwala³aby
ona na wskazanie najw³aœciwszego sposobu postêpowania w ka¿dej sytuacji konfliktu
i kooperacji. Póki co taka ogólna teoria nie jest mo¿liwa.

Ze wzglêdu na sposób opisu wyró¿niane s¹ gry w postaci normalnej (strategicznej,
macierzowej), ekstensywnej (rozwiniêtej, wielochodowej), funkcji charakterystycznej lub
diagramów przep³ywów dla gier wieloosobowych. Dwie pierwsze s¹ najpowszechniej sto-
sowane, a postaæ normalna gry jest najlepiej znan¹ i rozpoznawaln¹ form¹ prezentacji. Gra
w postaci strategicznej jest zwiêz³¹ reprezentacj¹ gry, w której gracze podejmuj¹ decyzje
(wybieraj¹ strategie) równoczeœnie. Wynik³e st¹d wyp³aty przedstawiane s¹ w macierzach
wyp³at (tabelach zysków) (1), których komórki odpowiadaj¹ ka¿dej kombinacji strategii
(profilowi strategii).

gracz 2

gr
ac

z
1

�1 �2

�1 2 –3

�2 0 2

�3 –5 8

Przedstawiona macierz (1) opisuje wyp³aty gracza 1 w pewnej dwuosobowej grze
o sumie zerowej. Przestrzeñ strategii gracza 1 obejmuje S1 = (�1, �2, �3), gracza 2 natomiast
S2 = (�1, �2). Profil strategii graczy, jako wynik iloczynu kartezjañskiego wynosi:

S S S� � �1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), (� � � � � � � � � � � �3 2, )} (2)

Poszczególnym parom profili odpowiadaj¹ w macierzy wyp³aty (zyski), jakie otrzyma
gracz 1. Z punktu widzenia gracza 2 macierz obrazuje jego straty. Oznacza to, ¿e przy
przyk³adowym wyborze strategii �3 przez gracza 1 i jednoczesnym wyborze strategii �2
przez gracza 2, wyp³ata gracza 1 wynosiæ bêdzie 8 jednostek, podczas gdy gracz 2 tê sam¹
iloœæ jednostek straci.

W dalszej czêœci artyku³u zastosowano ró¿norodne typy gier dwuosobowych w modelo-
waniu duopolu na lokalnym rynku surowcowym, bazuj¹c na hipotetycznym przyk³adzie
pewnej doliny rzecznej, w której w obrêbie tarasu zalewowego udokumentowano dwa
s¹siaduj¹ce z³o¿a piasków budowlanych z przeznaczeniem do produkcji ceg³y silikatowej.
Z³o¿a s¹ u¿ytkowane przez dwa ró¿ne podmioty górnicze, które oferuj¹ w sprzeda¿y
identyczny jakoœciowo surowiec po tej samej cenie. Jednoczeœnie i niezale¿nie od siebie
w³odarze piaskowni ustalaj¹ kwartalny tona¿ produkcji (q1 w zak³adzie 1 i q2 w zak³adzie 2).
Wielkoœci produkcji q1, q2 � 0, gdzie 0 oznacza zaniechanie wydobycia, wyra¿one s¹
w tysi¹cach ton. Ca³kowita poda¿ piasku budowlanego oferowana przez oba podmioty
wynosi zatem q1 + q2. Poczyniono dodatkowe za³o¿enie, ¿e ca³oœæ oferowanego piasku
zostaje sprzedana, a cena, któr¹ nabywcy zechc¹ zap³aciæ, zale¿y od tona¿u (poda¿y)
wydobytej kopaliny. Cenê 1 Mg surowca okreœla równanie: p = 25 11

5 1 2� �( )q q , a koszt
operacyjny (wydobycie oraz przeróbka) pozyskania 1 Mg surowca wynosi 15 z³ w obu
zak³adach.
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2. Gry o sumie niezerowej – warunki konkurencji

Warunki duopolu, w których przedsiêbiorstwa reaguj¹ na zmiany wielkoœci produkcji
u konkurentów, objaœniane s¹ najczêœciej modelami Cournota oraz Stackelberga. Model
Cournota zaproponowany w I po³owie XIX wieku przez francuskiego ekonomistê A. Cour-
nota to najbardziej popularny model konkurencji niedoskona³ej. Opisywa³ on zale¿noœæ
pomiêdzy dwoma podmiotami rynku. Zgodnie z za³o¿eniami modelu ka¿de z przedsiê-
biorstw duopolu wybiera poziom swojej produkcji d¹¿¹c do maksymalizacji zysku i przyj-
muj¹c wielkoœæ produkcji konkurenta za dan¹. De facto rzeczywista wielkoœæ produkcji
drugiego z podmiotów nie jest znana, w analizie przyjmowane s¹ teoretycznie mo¿liwe
wielkoœci produkcji konkurenta i dla ka¿dej z nich wyznaczana jest odpowiedŸ. Zak³ada siê
równie¿, ¿e produkowane przez oba podmioty dobra s¹ identyczne i maj¹ jednakow¹ cenê.
Równowaga, któr¹ zaproponowa³ w modelu Cournot, jest wersj¹ równowagi Nasha pewnej
gry.

Poszukiwanie równowagi tak zdefiniowanej gry rynkowej wymaga przy prezentacji
w postaci normalnej okreœlenia zbiorów strategii i funkcji wyp³at. Ka¿dy z u¿ytkowników
z³o¿a dowolnie okreœla wielkoœæ w³asnej produkcji, S1 = [0, �) oraz S2 = [0, �). Wyp³atami
w grze s¹ zyski operacyjne (produkcja razy cena jednostkowa pomniejszona o koszty).
Wynosz¹ one:

— dla piaskowni 1: 	1 1 2 1 2 1 125 1
1

5
15( , ) ( )q q q q q q� � �


�
�



�
�� � ,

— dla piaskowni 2: 	2 1 2 1 2 2 225 1
1

5
15( , ) ( )q q q q q q� � �


�
�



�
�� � .

Para liczb (q1, q2) wyra¿aj¹ca wielkoœæ produkcji obu zak³adów jest w równowadze
Cournota wtedy, gdy pochodne:

�	

�
1

1
1 2 0

q
q q( , ) �

i
�	

�
2

2
1 2 0

q
q q( , ) �

(3)

Stosowne pochodne musz¹ oczywiœcie istnieæ. Równowaga Cournota opisuje sytuacjê,
w której ka¿dy z zak³adów maksymalizuje swój zysk przy ustalonym poziomie wydobycia
drugiego z zak³adów. W jêzyku teorii gier równowaga Cournota jest równowag¹ Nasha
w grze dwuosobowej, w której graczami s¹ dowolne firmy, a ich strategie to potencjalne
poziomy produkcji, podczas gdy wyp³aty reprezentuj¹ zyski (Malawski i in. 2004). Jako ¿e
poszukiwany jest profil strategii bêd¹cy w równowadze Nasha nale¿y rozwa¿yæ funkcjê
najlepszej odpowiedzi ka¿dego z zak³adów jako funkcjê wielkoœci produkcji drugiego
z zak³adów (Watson 2005). Wyp³aty dla zak³adów reprezentuj¹ parabole o ramionach
skierowanych w dó³. Pochodne cz¹stkowe wynosz¹:

25 2
2

5
1

1

5
15 01 2� � � �q q
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i

25 2
2

5
1

1

5
15 02 1� � � �q q

Rozwi¹zuj¹c uk³ad równañ: q1 = q2 = 2 7
9
. W równowadze oba zak³ady wydobywaj¹

jednakowe iloœci kopaliny, co jest zrozumia³e przy identycznej funkcji kosztów. Przy
ró¿nych kosztach udzia³y zak³adów w rynku by³yby zró¿nicowane. Dla obliczonych wiel-
koœci produkcji zak³ady osi¹gn¹ zyski wynosz¹ce �1( , )2 27

9
7
9

= 	2( , )2 27
9

7
9

= 9 7
27

z³/Mg, co

daje w sumie 18 14
27

z³. Wyznaczona z punktu widzenia przedsiêbiorców górniczych rów-

nowaga jest nieefektywna. Okazuje siê, ¿e zak³ady mog¹ wypracowaæ wy¿szy zysk rea-
lizuj¹c wydobycie o nieco ni¿szym tona¿u wynosz¹cym 2 1

12
Mg. Sumaryczny zysk wynosi

wtedy 20 5
6

z³. Zatem przy wydobyciu wynikaj¹cym z równowagi na rynku wystêpuje –

z punktu widzenia zak³adów górniczych – nadprodukcja piasku budowlanego. Nadproduk-
cja ta wynika z faktu, i¿ ¿adne z przedsiêbiorstw górniczych nie uwzglêdnia rzeczywistych
zysków drugiego. Produkcyjnoœæ krañcowa (przyrost produkcji w nastêpstwie anga¿owania
kolejnej jednostki zmiennego czynnika produkcji) powoduje zmianê wielkoœci sprzeda¿y
zak³adu i jednoczeœnie obni¿a cenê rynkow¹. Odnosz¹c cenê do wzrastaj¹cego krañcowego
kosztu produkcji, zak³ady d¹¿¹ do zrównowa¿enia przeciwstawnych efektów i maksy-
malizacji w³asnych zysków. W³asne koszty i korzyœci zak³adu przy wzrastaj¹cej produkcji
ró¿ni¹ siê od ³¹cznych kosztów i korzyœci. Przyrost produkcji u jednego z przedsiêbiorców,
szczególnie niekorzystnie wp³ywa na wyp³aty drugiego, obni¿aj¹c cenê surowca. Jako ¿e
efekt cenowy dzia³ania ka¿dego z przedsiêbiorstw górniczych z osobna jest mniejszy ni¿
skumulowany efekt cenowy duopolu, zak³ady górnicze czuj¹ siê umotywowane do ³¹cznej
produkcji surowca w iloœci przewy¿szaj¹cej poziom odpowiadaj¹cy ³¹cznemu optimum
(Watson 2005).

Model Cournota, przypisywany do duopolu, bywa stosowany tak¿e do analiz rynków
dzia³aj¹cych w charakterze oligopolu. Równowagi poszukiwane s¹ tu podobnie. Okazuje siê,
¿e przy wiêkszej iloœci podmiotów, wyznaczone przez równowagi Nasha poziomy pro-
dukcji, a co za tym idzie tak¿e ceny, zbli¿aj¹ siê do tych okreœlonych w modelu konkurencji
doskona³ej (Malawski i in. 2004).

W modelu Cournota gracze podejmowali decyzje jednoczeœnie, a ich role by³y syme-
tryczne; ¿aden z graczy nie dominowa³. Istnieje pewna klasa gier, wywodz¹cych siê z krytyki
modelu Cournota, tzw. gry Stackelberga (Osborne, Rubinstein 1994), w których jeden
z graczy ma mo¿liwoœæ narzucenia w³asnego rozwi¹zania drugiemu (role graczy asyme-
tryczne). Gra Stackelberga to obok modelu Cournota i Bertranda jeden z najwa¿niejszych
modeli duopolu dla konkurencji niedoskona³ej (Rasmusen 2007). Ka¿de z przedsiêbiorstw
w duopolu wybiera poziom swojej produkcji d¹¿¹c do maksymalizacji zysku. Gracz do-
minuj¹cy (ang. leader) jako pierwszy wykonuje swój ruch, podczas gdy gracz wyczekuj¹cy
(ang. follower) na ruch lidera dostosowuje swoje posuniêcia do poprzednika. Gracz jako
drugi podejmuj¹cy decyzje bêdzie d¹¿yæ do maksymalizacji wyp³aty, która zale¿y od
wyboru gracza dominuj¹cego. Gracz dominuj¹cy oczekuje, ¿e konkurent post¹pi w ten
sposób w³aœnie, a wiêc mo¿e przewidzieæ ruch nastêpcy. Lider dysponuje znacznie moc-
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niejsz¹ i lepsz¹ pozycj¹. Opisany sposób wyboru strategii przez graczy doprowadza do tzw.
równowagi Stackelberga lub inaczej równowagi Nasha gry Stackelberga. Gra taka, w prze-
ciwieñstwie do gry Cournota, jest gr¹ z pe³n¹ informacj¹. Analogicznym za³o¿eniem – jak
w modelu Cournota – jest to, ¿e wytwarzane przez wszystkie podmioty dobra s¹ identyczne
i maj¹ jednakow¹ cenê.

Dla liniowego popytu i sta³ych kosztów krañcowych model duopolu Stackelberga mo¿na
przedstawiæ nastêpuj¹co: p(Q) = a – b(Q), gdzie Q to ³¹czna produkcja piasku przez oba
zak³ady górnicze. Cena jednostkowa piasku jest zatem funkcj¹ ca³kowitej iloœci piasku na
rynku. Koszty operacyjne wydobycia i przeróbki kopaliny przy wielkoœci qi (i = 1, 2) mo¿na
wyraziæ jako c(qi) = f + dqi. W formule popytu i kosztów zmienne a, b, f i d to pewne
nieujemne sta³e, przy czym a > d, b > 0. W analizowanym przyk³adzie obu piaskowni
wynosz¹ one a = 25, b = 11

5
, f = 0, d = 15. W grze Stackelberga decyzje graczy podejmowane

s¹ niejednoczeœnie i zale¿nie. Lider odgrywa wiod¹c¹ rolê i jako pierwszy decyduje siê
ustaliæ pewien poziom wydobycia. W odniesieniu do decyzji lidera, gracz wyczekuj¹cy
przyjmuje wielkoœæ q1 jako znan¹. Zak³ad górniczy 2 bêdzie d¹¿yæ do takiego poziomu
produkcji q2(q1) zale¿nej od q1 tak, by maksymalizowaæ swój zysk:

	2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1( , ( )) ( ( ( )) ( )) ( )q q q a b q q q q q dq q� � � � � (4)

Z kolei zak³ad górniczy 1, przeczuwaj¹c takie postêpowanie zak³adu 2, wybiera takie q1,
by maksymalizowaæ:

	1 1 2 1 1 2 1 1 1( , ( )) ( ( ( )) )q q q a b q q q q dq� � � � � (5)

Równowaga Nasha tej gry mo¿e byæ znaleziona z wykorzystaniem algorytmu indukcji
wstecznej. Gra jest dwuetapowa, w pierwszym zak³ad górniczy wybiera poziom wydobycia
q1, w drugim zak³ad górniczy 2, znaj¹c wybór poprzednika, decyduje siê eksploatowaæ
w iloœci q2(q1). Dla gry istnieje tylko jedna równowaga.

Ró¿niczkuj¹c funkcjê zysku zak³adu 2 i przyrównuj¹c j¹ do zera uzyskiwane jest:

�

�	

�
2

2 1
1 2 1 1 2 12 0

q q
q q q a bq bq q d

( )
( , ( )) ( )� � � � �

st¹d:

q q
a bq d

b
2 1

1

2
( ) �

� �
(6)

Przy takim poziomie produkcji cena równowagi wynosi p
a bq d

�
� �1

2
i jak widaæ jest

zale¿na od q1.
Aktualnie, podstawiaj¹c do funkcji zysku zak³adu górniczego 1 produkcjê zak³adu

górniczego 2, ró¿niczkuj¹c j¹ i porównuj¹c do 0 otrzymywane jest:

�

�	

�
1

1
1 2 1 1

2 2
0

q
q q q

a d
bq( , ( )) � � � �
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st¹d:

q
a d

b
1

2
�

�

i

q q
a d

b
2 1

4
( ) �

�
(7)

Wyp³aty graczy wynosz¹ w konsekwencji:

	1 1 2 1
1

1 1
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2 8
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16b

(8)

Wprowadzaj¹c stosowne sta³e, wielkoœci produkcji oraz zysków obu zak³adów gór-
niczych wynosz¹:
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Pozycja wyczekuj¹cej kopalni jest zdecydowanie gorsza, zdobêdzie o po³owê mniejsze
zyski ni¿ zak³ad górniczy podejmuj¹cy decyzje jako pierwszy. Liderowanie jednego z graczy
mo¿e byæ wynikiem przewy¿szaj¹cego potencja³u produkcyjnego, jak i wynikaæ mo¿e z przed-
siêbiorczoœci, reklamy czy wiêkszej zdolnoœci do przejawiania inicjatywy (Malawski 2004).

3. Gry o sumie niezerowej – warunki kooperacji

Rozwiniêciem gier niezerowych niekooperacyjnych s¹ gry niezerowe kooperacyjne. Gry
kooperacyjne maj¹ szerokie zastosowania w makroekonomicznej skali funkcjonowania
przedsiêbiorstw. W grach tego typu gracze mog¹ porozumiewaæ siê ze sob¹ i formu³owaæ
koalicje. W przypadku gier dwuosobowych nie jest to byæ mo¿e zagadnienie zbyt szerokie
i ciekawe, z racji niewielkich mo¿liwoœci tworzenia koalicji. Poszukiwanie rozwi¹zañ gier
kooperacyjnych napotyka jednak¿e na doœæ zasadnicze problemy. Dla uzmys³owienia ro-
dzaju komplikacji rozwa¿ono nastêpuj¹c¹ grê z macierz¹ wyp³at (9).

gracz 2

gr
ac

z
1

�1 �2

�1 2, 6 10,5

�2 4,8 0,0
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Jakie rozwi¹zanie gry jest (by³oby) sprawiedliwe? Gra posiada równowagê Nasha,
a wyznacza j¹ profil (�2, �1). Gra mog³aby zakoñczyæ siê w tym rozwi¹zaniu, jednak¿e
mo¿liwoœæ kooperacji graczy rozszerza ich pole manewru. Narzuca siê sugestia, ¿e jako
rozwi¹zanie nale¿y przyj¹æ takie wyp³aty, które s¹ sumarycznie najwiêksze i podzieliæ je
miêdzy graczy. Para strategii (�1, �2) mog³aby byæ takim rozwi¹zaniem, gracze wygrywaj¹
³¹cznie 15 jednostek i dziel¹ je po równo miêdzy siebie. Przy zastosowaniu równowagi
Nasha sumaryczna wyp³ata wynosi tylko 12 jednostek. Rozwi¹zanie takie jest prób¹ roz-
wi¹zania o charakterze egalitarnym, zrównuj¹cym prawa graczy (Straffin 2004). Pomimo
pozornej sprawiedliwoœci obarczone ono jest niekiedy istotnymi wadami. Pierwsza trudnoœæ
wynika z tego, ¿e jednostki u¿ytecznoœci s¹ czasem wyra¿one abstrakcyjnymi kategoriami
u¿ytecznoœci, np. satysfakcj¹. Suma u¿ytecznoœci dla graczy jest trudna do racjonalnej
interpretacji, tak¿e ich transfer czy podzia³ jest niekiedy niemo¿liwy do realizacji. W przy-
padku, gdy wyp³atami s¹ jednostki pieniê¿ne, wzmiankowana trudnoœæ zostaje oddalona.
Drug¹ znacz¹c¹ wad¹ rozwi¹zania egalitarnego jest ignorancja asymetrii strategicznej po-
zycji obu graczy. Gracz 2 ma tu zdecydowanie mocniejsz¹ pozycjê, jego strategia �1
dominuje strategiê �2. Wybierze on raczej strategiê pierwsz¹, podczas gdy gracz 1 strategiê
�1. Gracz 2 mo¿e nie byæ sk³onny do kooperacji, uwa¿aj¹c – zreszt¹ s³usznie – ¿e nie
powinno siê lekcewa¿yæ jego uprzywilejowanej pozycji (tym samym ignorowaæ realia gry).
Mo¿liwym jest arbitra¿, lecz jaki? W grach niezerowych mog¹ byæ tak¿e stosowane rozmaite
ruchy strategiczne w postaci gróŸb, szanta¿u lub obietnic. Rozwi¹zania gier kooperacyjnych
o sumie niezerowej powinny spe³niaæ dwa podstawowe postulaty sugerowane ju¿ przez
Neumanna i Morgensterna (1944):

— optymalnoœci w sensie Pareto: nie mo¿e istnieæ zatem ¿aden inny wynik, który by³by
lepszy dla obu graczy lub lepszy dla jednego, a nie gorszy dla drugiego,

— wyp³aty graczy nie bêd¹ ni¿sze ni¿ ich poziomy bezpieczeñstwa, ¿aden z graczy nie
mo¿e zostaæ zmuszony do zawi¹zania kooperacji, gdyby powodowa³o to obni¿enie
jego wyp³at w stosunku do gry rozgrywanej niekooperacyjnie.

Poziom bezpieczeñstwa gry dla dowolnego gracza jest minimaln¹ wielkoœci¹ wyp³aty,
któr¹ mo¿e sobie zapewniæ. Rozwi¹zywanie gry kooperacyjnej z wykorzystaniem po-
ziomów bezpieczeñstwa wynikaj¹cych z wartoœci gry (rozwi¹zanie Nasha) nazywane jest
schematem arbitra¿owym (Nash 1951).

Powracaj¹c do gry duopolu dwóch producentów piasku zmieniono ich funkcjê kosztów.
Koszty piaskowni 1 oceniono na 10 z³/Mg, podczas gdy koszty piaskowni 2 pozostawiono
bez zmian. Za³o¿ono, w uproszczeniu, ¿e niezale¿nie od wolumenu produkcji koszt ten nie
ulega wahaniom. Cenê tony surowca nadal okreœla równanie: p = 25 11

5 1 2� �( )q q . Po-

nownie, ka¿dy z u¿ytkowników z³o¿a dowolnie okreœla wielkoœæ w³asnej produkcji, S1 =
= [0, �) oraz S2 = [0, �), a wyp³atami w grze s¹ zyski:

— dla piaskowni 1: � �	1 1 2
1
5 1 2 1 125 1 10( , ) ( )q q q q q q� � � � � ,

— dla piaskowni 2: � �	2 1 2
1
5 1 2 2 125 1 15( , ) ( )q q q q q q� � � � � .

Przy bardzo ma³ej poda¿y, sprzeda¿ pojedynczej jednostki (1 tysi¹ca Mg piasku) mo¿-
liwa jest po 25 z³. Przy wzroœcie produkcji i nasyceniu rynku, sprzeda¿ ca³kowitej produkcji
mo¿liwa jest tylko przy obni¿ce cen. Ka¿dy z zak³adów d¹¿y do maksymalizacji zysku, który
jest pochodn¹ nie tylko w³asnej produkcji, lecz tak¿e wielkoœci produkcji konkurenta
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(zale¿noœæ tê ujmuje w formu³ach zysku wyraz „� �11
5 1 2q q ”, tak wiêc jest to pewna gra obu

kopalñ).
Analizuj¹c sytuacjê obu producentów piasku z punktu widzenia niestrategicznego, oba

zak³ady produkuj¹ pocz¹tkowo niewielkie iloœci piasku, nastêpnie powoli zwiêkszaj¹c
produkcjê doprowadzaj¹ do momentu, gdy koszt wyprodukowania dodatkowego 1 tys. Mg
piasku równy jest cenie, któr¹ mo¿na zañ uzyskaæ, czyli:

— dla piaskowni 1: 10 25 11
5 1 2� � �( )q q ,

— dla piaskowni 2: 15 25 11
5 1 2� � �( )q q .

Z równañ wynika, i¿: q q1
1
2 212� � , q q2

1
3 18� � . Dla piaskowni 2 istotne jest by ³¹czna

produkcja nie przekracza³a 8 1
3

tys. Mg. Powy¿ej tej wielkoœci koszty produkcji przewy¿szaæ

bêd¹ przychody ze sprzeda¿y surowca. Dla piaskowni 1 ³¹czna wielkoœæ produkcji, z racji
ni¿szych kosztów, powinna byæ nie wiêksza ni¿12 1

2
. Trudno tu wskazaæ równowagê, z której

zadowoleni byliby obaj gracze. Gdyby kopalnie jednakowo podnosi³y tona¿ eksploatacji,
mo¿liwe jest, ¿e by³aby to równowaga dla wielkoœci produkcji q1 = q2 = 4, skutkuj¹ca
zyskami w wysokoœci 	1(q1, q2) = 21,6 i 	2(q1, q2) = 1,6. Klasyczna równowaga nie
uwzglêdnia wp³ywu wielkoœci produkcji obu producentów na cenê produktu. Przy ni¿szej
produkcji cena surowca by³aby wy¿sza, a tym samym wy¿sze by³yby generowane zyski. St¹d
problem ten mo¿na przedstawiæ w postaci dwuosobowej, niezerowej gry producentów
piasku. Stosown¹ macierz ewentualnych wyp³at zestawiono w tabeli 1. Wyp³aty podano dla
skokowej zmiany poziomu wydobycia, co 1 tys. Mg.

W grze jest równowaga – punkt, w którym ¿aden z graczy nie mo¿e zwiêkszyæ swojego
zysku poprzez zmianê wielkoœci produkcji. Jest to równowaga Cournota-Nasha, której
sposób znajdywania zosta³ zaprezentowany przy modelu Cournota. Równowagê tê opisuj¹
wielkoœci produkcji q1

5
9

5� , q2
7

18
1� gwarantuj¹ce zyski 	1 1 2

1
27

37( , )q q � , 	2 1 2( , )q q �

� 2 17
54

dla ceny piasku 16 2
3

z³. Równowaga uwypukla dominuj¹c¹ rolê w duopolu piaskowni

1, która przy ni¿szych kosztach jest w uprzywilejowanej pozycji. Równowaga ta nie jest
paretooptymalna, obie piaskownie zyska³yby wiêcej kooperuj¹c, co obrazuje rysunek 1.

Przy prawdopodobnej kooperacji graczy mo¿liwe jest wyznaczenie rozwi¹zañ arbitra-
¿owych Nasha (rys. 1). W pierwszym przypadku wyp³atami status quo jest para wyp³at
wynikaj¹ca z poziomów bezpieczeñstwa. Dla gry z macierz¹ wyp³at jak w tabeli 1 jest to para o
wyp³atach (38,6; 5,2) odpowiadaj¹ca eksploatacji 3 tys. Mg w piaskowni 1 oraz 1 tys. Mg
w piaskowni 2. Zbiór negocjacyjny wyznacza odcinek AB, a rozwi¹zanie obejmuje wyp³aty
	1 1 2 321( , ) ,q q � , 	2 1 2 5 87( , ) ,q q � , odpowiadaj¹ce przybli¿onej eksploatacji q1 � 3,65 tys.

Mg, q2 � 1,52 tys. Mg. Obni¿enie ³¹cznej eksploatacji o nieco ponad 2,5 tys. Mg w stosunku do
równowagi Cournota-Nasha poprawia tylko sytuacjê zak³adu górniczego 2, a wiêc nie jest
w stosunku do niej paretooptymalne. Cena surowca oscyluje wtedy na poziomie 18,80 z³/Mg.

Jako ¿e pierwsze rozwi¹zanie arbitra¿owe Nasha nie jest paretooptymalne w stosunku do
równowagi Cournota-Nasha, wyliczono drugie rozwi¹zanie arbitra¿owe Nasha ze status quo

w równowadze Cournota-Nasha. Zbiór negocjacyjny wyznacza odcinek CD, a rozwi¹zanie
zawiera siê w wyp³atach 	1 1 2 38 56( , ) ,q q � , 	2 1 2 2 99( , ) ,q q � (rys. 1). Z wyp³atami kores-
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ponduje tona¿ eksploatacji wynosz¹cy w piaskowni 1 q1 � 4,35 tys. Mg, w piaskowni 2
z kolei q2 � 0,77 tys. Mg. £¹czna produkcja w wysokoœci 5,12 tys. Mg przek³ada siê na cenê
surowca na poziomie 18,86 z³/Mg.

Kooperacja w warunkach duopolu polega z regu³y na zmniejszeniu produkcji i pod-
niesieniu cen, co jest niekorzystne dla konsumentów. Taka równowaga, ustalona dla koope-
racji bywa nazywana „zmow¹ producentów” i czêsto jest prawnie zakazana. W przypadku,
gdyby w grze piaskownia 1 mog³a przekazywaæ drugiej wyp³aty uboczne, czyli przekazywaæ
jej czêœæ w³asnego zysku, zak³ady osi¹gnê³yby jeszcze lepszy rezultat. Eksploatacja 5 tys. Mg
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TABELA 1. Wyp³aty piaskowni przy ró¿nej wielkoœci wydobycia

TABLE 1. Sand quarries payoffs at different mining output

q2 – wydobycie w piaskowni 2

0 1 2 3 4 5 6 7

q
1

–
w

yd
ob

yc
ie

w
pi

as
ko

w
ni

1 0 0; 0 0; 8,8 0; 15,2 0; 19,2 0; 20,8 0; 20 0; 16,8 0; 11,2

1 13,8; 0 12,6; 7,6 11,4; 12,8 10,2; 15,6 9; 16 7,8; 14 6,6; 9,6 5,4; 2,8

2 25,2; 0 22,8; 6,4 20,4; 10,4 18; 12 15,6; 11,2 13,2; 8 10,8; 2,4 8,4; –5,6

3 34,2; 0 38,6; 5,2 27; 8 23,4; 8,4 19,8; 6,4 16,2; 2 12,6; –4,8 9; –14

4 40,8; 0 36,8; 4 31,2; 5,6 26,4; 4,8 21,6; 1,6 16,8; –4 12; –12 7,2 –22,4

5 45,0; 0 39,8; 2,8 33; 3,2 27; 1,2 21; –3,2 15,8; –10 9; –19,2 3; –30,8

6 46,8; 0 39,6; 1,6 32,4; 0,8 25,2; –2,4 18; –8 18,8; –16 3,6; –26,4 –3,6; –39,2

7 46,2; 0 37,8; 0,4 29,4; –1,6 21; –6 12,6; –12,8 4,2; –22 –4,2 –33,6 –12,6; –47,6

Rys. 1. Pary wyp³at w grze duopolu piaskowni (zaznaczono tylko dodatnie wyp³aty graczy)

Fig. 1. Pairs of payoffs in duopoly sand quarries game (positive players payoffs were marked only)



w piaskowni 1 oraz 1 tys. Mg w zak³adzie 2 zapewnia ³¹czny zysk w wysokoœci 41,8 (o 0,33
wiêcej ni¿ dla drugiego rozwi¹zania arbitra¿owego Nasha). Piaskownia 1 przekazuj¹c
przyk³adowo 0,25 ze swojego zysku piaskowni 2 obni¿a w³asny zysk do 39 – 0,25 = 38,75.
Zysk piaskowni 2 ulega wtedy podwy¿szeniu do 2,8 + 0,25 = 3,05. Oba zak³ady górnicze
otrzymuj¹ wiêcej ni¿ w drugim rozwi¹zaniu arbitra¿owym Nasha. Przekazywanie wyp³at
ubocznych jest z regu³y nielegalne, choæ korzystnym efektem takiej umowy dla konsu-
mentów piasku jest obni¿ka ceny surowca do 17,80 z³/Mg w stosunku do arbitra¿u.

Porównuj¹c rezultaty, ranking dopuszczalnych rozwi¹zañ dla producentów piasku ze-
stawia tabela 2. Uwzglêdniono w niej tak¿e przypadek czystego monopolu, gdy na rynku jest
tylko jeden producent piasku.

Najkorzystniejszy uk³ad dla producentów to oczywiœcie model czystego monopolu,
gdzie wyp³aty producentów s¹ najwy¿sze. Przy wy¿szej funkcji kosztów obu zak³adów
prawid³owoœæ ta by³aby jeszcze bardziej jednoznaczna. Uporz¹dkowanie rozwi¹zañ z pun-
ktu widzenia konsumenta jest zazwyczaj odwrotne. Najbardziej korzystne jest oczywiœcie to,
gdzie ceny surowca s¹ najni¿sze: równowaga klasyczna oraz równowaga Cournota-Nasha.

4. Gry z niekompletn¹ informacj¹

Aplikacja teorii gier do rzeczywistych sytuacji otaczaj¹cego œwiata wymaga uœwia-
domienia sobie przynajmniej dwóch, spoœród wielu faktów, które ró¿nicuj¹ model przyjêty
w klasycznej teorii gier od realnej sytuacji (Aumann, Maschler 1995):

— w odró¿nieniu od sytuacji w grze, która jest zazwyczaj jednorazow¹ kwesti¹, konflikt
w rzeczywistym œwiecie prowadzi czêsto do kolejnej sytuacji konfliktowej. Oznacza
to, ¿e rozwi¹zanie modelu w teorii gier nie zawsze (niestety tak jest najczêœciej) jest
idealnym rozwi¹zaniem rzeczywistego problemu. Decydent musi uwzglêdniæ nie
tylko natychmiastowe wyp³aty, jakie mo¿na uzyskaæ, lecz tak¿e efekty, w tym
konfliktowe, które ta decyzja mo¿e spowodowaæ w przysz³oœci,

— w przeciwieñstwie do sytuacji w grze, w której przyjmowane jest zazwyczaj, ¿e
gracze znaj¹ zarówno wszystkie dostêpne i mo¿liwe strategie, jak i zwi¹zane z nimi
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TABELA 2. Ranking rozwi¹zañ gry duopolu piaskowni

TABLE 2. Ranking of solutions in duopoly sand quarries game

Rozwi¹zanie

Wielkoœæ produkcji
[tys. Mg]

Zysk
[tys. z³]

Cena
surowca
[z³/Mg]q1 q2 zak³ad 1 zak³ad 2

Monopol – zak³ad 1 6,25 – 46,87 – 17,50

Monopol – zak³ad 2 – 4,16 – 20,83 20,00

Kooperacyjne z wyp³atami ubocznymi 5,00 1,00 38,75 3,05 17,80

Arbitra¿owe Nasha nr 2 4,35 0,77 38,52 2,99 18,86

Równowaga Cournota (Nasha) 5,55 1,39 37,04 2,31 16,67

Klasyczna równowaga rynkowa 4,00 4,00 21,60 1,60 15,40



wyp³aty, w realnym œwiecie uczestnicy gry dysponuj¹ tylko czêœciow¹ wiedz¹ o do-
stêpnych im oraz ich oponentom strategiach. Ponadto stosowne wyp³aty przypisane
podjêtym strategiom s¹ praktycznie niemo¿liwe do precyzyjnego ustalenia z powodu
braku znajomoœci wszystkich stosownych i istotnych faktów.

Aby stwierdziæ, ¿e gra jest gr¹ o kompletnej lub niekompletnej informacji nale¿y
wiedzieæ coœ o okolicznoœciach, w których jest rozgrywana. Nie wdaj¹c siê w zbytnie
szczegó³y nale¿y stwierdziæ, ¿e gracze dysponuj¹ zazwyczaj ró¿nym jej zakresem. W grach
z pe³n¹ informacj¹ gracze znaj¹ wszystkie wczeœniejsze decyzje innych graczy i wyniki
dotychczasowych posuniêæ losowych. W klasie gier z niepe³n¹ informacj¹, w której zna-
cz¹c¹ rolê odgrywaj¹ gry z niekompletn¹ informacj¹, jeden lub obaj gracze nie znaj¹, b¹dŸ
nie s¹ pewni funkcji wyp³at i/lub zbiorów strategii. Niewiedza mo¿e te¿ obejmowaæ nie-
znajomoœæ preferencji, to¿samoœci lub liczby graczy b¹dŸ kolejnoœci decyzji. Harsanyi
(1967–1968) tworz¹c fundamenty teorii gier z niekompletn¹ informacj¹ prezentowa³, i¿
wiele sytuacji z brakiem informacji mo¿e byæ modelowane jako klasyczne gry z kompletn¹
informacj¹ z w³¹czonym rachunkiem prawdopodobieñstwa. Osi¹gn¹³ to poprzez wprowa-
dzenie dodatkowego, fikcyjnego gracza – natury (w odró¿nieniu od stanu natury gracz ten
jest tu traktowany jako podmiot gry wykonuj¹cy posuniêcie) – modeluj¹cego niepewnoœæ.
Natura generuj¹c przypadkowe posuniêcia przypisuje ka¿demu z pozosta³ych uczestników
gry pewien losowy typ gracza z w³asnymi przekonaniami, którego to póŸniejsze zachowanie
w grze przes¹dza o jego funkcji wyp³at.

W omówionych dotychczas grach duopolu piaskowni gracze wiedzieli, jak¹ grê rozgry-
waj¹. Obecnie, w prezentowanej grze bayesowskiej mo¿liwe jest uwzglêdnienie niepew-
noœci graczy, co do samej gry bêd¹cej przedmiotem rozgrywki. Niepewnoœæ dotycz¹ca
zasadniczych aspektów takiej gry (np. przestrzeni strategii i innych) sprowadza siê w za-
sadzie tylko do niepewnoœci dotycz¹cej wyp³at (Rasmusen 2007; Leyton-Brown, Shoham
2008). Zasadniczo gry w postaci bayesowskiej rozwi¹zywane s¹ na dwa sposoby (Watson
2005; Leyton-Brown, Shoham 2008). Pierwszy sposób polega na analizie warunków racjo-
nalizowalnoœci i wyznaczeniu równowag Bayesa-Nasha. Ró¿nica pomiêdzy równowag¹
Nasha a równowag¹ Bayesa-Nasha wynika z tego, ¿e ta druga wyszukiwana jest dla gier
bayesowskich i opiera siê na pojêciu oczekiwanej u¿ytecznoœci. Jeœli gra daje siê przedstawiæ
w formie macierzowej, to sposób ten jest wygodny i szybki. Druga metoda polega zaœ na
potraktowaniu gracza, o którym wiadomo, ¿e na jego decyzje ma wp³yw czynnik losowy,
jako dwóch graczy o odmiennych typach. Oba sposoby rozwi¹zywania gier bayesowskich
nie zawsze prowadz¹ do takich samych wyników, zw³aszcza w sytuacji, gdy jakiœ typ gracza
pojawia siê z prawdopodobieñstwem wynosz¹cym 0 (Watson 2005).

Podejœcie drugie wykorzystano do omawianego przyk³adu gry piaskowni. Przyjêto, ¿e
popyt na piasek okreœla równanie d = 1 – Q, gdzie Q to ca³kowita produkcja obu zak³adów
górniczych. Popyt ten jest odwrotn¹ zale¿noœci¹ miêdzy cen¹ a iloœci¹ dobra (na wiêkszoœci
rynków, w miarê spadku cen zwiêksza siê iloœæ zakupywanych dóbr). Zak³ad górniczy 1
wybiera produkcjê w wysokoœci q1, któr¹ mo¿e zrealizowaæ po zerowym koszcie krañ-
cowym. Koszty produkcji zak³adu drugiego, uzale¿nione od stanu natury (np. lokalnej
zmiennoœci jakoœci kopaliny) s¹ wy³¹czn¹ wiedz¹ tego¿ zak³adu. Z prawdopodobieñstwem
p � 1

3
piaskownia 2 produkuje po zerowym koszcie krañcowym, a z prawdopodobieñstwem

1 2
3

� �p produkuje po sta³ym koszcie krañcowym wynosz¹cym 1
5
. Oznaczaj¹c typ zak³adu 2
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notacj¹ N i W (niskie i wysokie koszty) mo¿e on produkowaæ w wysokoœci q N
2

lub qW
2

.

Piaskownia 2 ma pe³n¹ œwiadomoœæ, jakiego typu koszty ponosi, dla piaskowni 1 znane s¹
tylko prawdopodobieñstwa wyst¹pienia N i W. Oba zak³ady górnicze nadal chc¹ maksyma-
lizowaæ swoje zyski, poszukiwana jest zatem równowaga dla tej gry rynkowej.

Wyp³aty dla piaskowni 2 przy niskich kosztach (N) to zysk równy przychodowi po-
mniejszonemu o koszty:

— 	
2 1 2 2

1N N Nq q q� � � �( ) .

W sytuacji, gdy koszty bêd¹ na poziomie W, to wyp³ata wyniesie:

— 	
2 1 2 2 5

1 2W W W q
q q q

W

� � � � �( ) .

Wyp³at¹ zak³adu 1 w zale¿noœci od profilu strategii (q1; q N
2

, qW
2

) jest zysk:

— 	1
1
3 1 2 1

2
3 1 2 1 1 3

2
3

1 1 1 2 2� � � � � � � � � � � �( ) ( )q q q q q q qN W q qN W

�
�


�
��q1.

Poszukiwanie bayesowskiej równowagi Nasha poprzedza wyodrêbnienie dwóch graczy
dla zak³adu górniczego 2. Jeden typ gracza to gracz 2N, drugi natomiast to gracz 2W. Nale¿y
wyznaczyæ funkcje najlepszych odpowiedzi obu zak³adów. Wiedz¹c, ¿e poszukiwana jest
równowaga Nasha, koniecznym jest znalezienie funkcji najlepszej odpowiedzi ka¿dego
zak³adu, jako funkcji wielkoœci produkcji drugiego z zak³adów. Wykresami funkcji wyp³at

zak³adów s¹ parabole, a wiêc funkcje zmiennej produkcji (q1; q qN W
2 2

, ). Poprzez ró¿nicz-

kowanie funkcji i póŸniejsze przyrównanie pochodnych cz¹stkowych do zera znalezione
zostan¹ wielkoœci maksymalizuj¹ce jej zysk.

Stosowne warunki dla pochodnych to: �
�
u

q
1

1
0� ,

�

�

u

q

N

N

2

2

0� ,
�

�

u

q

W

W

2

2

0� .

Najlepsz¹ odpowiedzi¹ zak³adu 1 na q qN W
2 2

, gracza 2 jest:

— BR q qN W q qN W

1 2 2
1
2 6 3

2 2( , ) � � � .

Najlepsz¹ odpowiedzi¹ zak³adu 2N na q1 gracza 1 jest:

— BR qN q

2 1
1
2 2

1( ) � � ,

zaœ najlepsz¹ odpowiedzi¹ zak³adu 2W na q1 gracza 1 jest:

— BR qW q

2 1
2
5 2

1( ) � � .

Rozwi¹zuj¹c adekwatny uk³ad równañ:

—

q

q

q

q q

N q

W q

N W

1
1
2 6 3

2
1
2 2

2
2
5 2

2 2

1

1

� � �

� �

� �

�

�

�
�

�

�
�

bayesowsk¹ równowagê Nasha definiuje profil q1
17
45

� , q N
2

14
45

� , qW
2

19
90

� . W równowadze

piaskownia 1 produkuje 17
45

ogólnej iloœci piasku na rynku, zak³ad 2 natomiast 14
45

przy niskich

kosztach i 19
90

przy wysokich.
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5. Gry powtarzane

Gra powtarzana to gra, w której wymagane jest jej powtórzenie. Omówione wczeœniej
gry dotyczy³y sytuacji, które nie obligowa³y do rozgrywania kolejnej gry. Gra powtarzana
jest gr¹ rozgrywan¹ w kolejnych ustalonych momentach, gdzie liczba wszystkich okresów
w grze mo¿e byæ liczb¹ naturaln¹; mo¿e tak¿e byæ nieskoñczona, co oznacza, ¿e gra po-
wtarzana jest w nieskoñczonoœæ. W ka¿dym z okresów gracze rozgrywaj¹ statyczn¹ grê
etapow¹ (subgrê, podgrê), w której jednoczeœnie i niezale¿nie od siebie podejmuj¹ jakieœ
decyzje. Ka¿da z decyzji skutkuje pewnymi wyp³atami w grze etapowej. W ka¿dym z okre-
sów rozgrywana jest dok³adnie jedna i ta sama gra etapowa, a gracze w ka¿dym okresie t

pamiêtaj¹ historiê gry – czyli ci¹g podjêtych decyzji od pierwszego okresu a¿ do t – 1.
Symbol t oznacza tu zmieniaj¹cy siê numer okresu. Wynik gry powtarzanej to zdys-
kontowana suma wyników wszystkich gier. Fakt, ¿e gracze dyskontuj¹ swoje przysz³e
wyp³aty, wymaga wprowadzenia czynnika dyskonta � � [0, 1], który prowadzi do wyniku
gry dla gracza i w wymiarze:

	 	 � 	 � 	 � 	i i i i
T

i T� � � � � � � ��( ) ( ) ( ) ... ( )1 2 32 1 (10)

gdzie
	i t( ) – wynik gracza i w powtórzeniu t.

Przy braku dyskontowania czynnik � = 1, a � = 0 oznacza, ¿e jedyna istotna dla gry
wyp³ata przypada tylko na pierwsz¹ grê etapow¹.

Tak jak w koncepcji dyskontowania czynnik dyskonta umo¿liwia ocenê wyp³aty
z przysz³oœci i porównanie jej z wyp³at¹ otrzymywan¹ obecnie. W grze nieskoñczenie
powtarzanej czynnik dyskontowy nie mo¿e byæ równy 1 i przyjmowany jest ogólnie jako
� < 1. W grach wspó³czynnik ten nazywany bywa stopniem niecierpliwoœci gracza (Mala-
wski i in. 2004). Czynnik dyskonta mo¿e byæ tu interpretowany dwojako. Po pierwsze, mo¿e
byæ przyjêty do reprezentacji sytuacji, gdy graczowi bardziej zale¿y na dobrym samo-
poczuciu w perspektywie krótkookresowej ni¿ na d³u¿sz¹ metê. Przyjmuje on wtedy wspó³-
czynniki dyskonta bliskie zeru, nie czekaj¹c na ewentualne przysz³e korzyœci. Alterna-
tywnie mo¿na przyj¹æ, ¿e gracz troszczy siê jednakowo zarówno o przysz³oœæ, jak i te-
raŸniejszoœæ, ale z jakimœ prawdopodobieñstwem zak³ada, ¿e gra zakoñczy siê w ka¿dej
z rund. Przyjmuje on wtedy wspó³czynniki dyskonta bli¿sze jednoœci oczekuj¹c wiêkszych
korzyœci w przysz³oœci. Ró¿nica 1 – � reprezentuje prawdopodobieñstwo wczeœniejszego
zakoñczenia gry (Leyton-Brown, Shoham 2008).

Wykorzystuj¹c procedurê rozwi¹zywania gier powtarzanych opisan¹ przez Malawskiego
i in. (2004) ponownie rozpatrzono modelu duopolu piaskowni. Obie kopalnie piasku, bêd¹c
jedynymi jego dostawcami w pewnym obszarze monopolizuj¹ lokalny rynek. Ich wzajemne
relacje mog¹ byæ zgodne lub antagonistyczne. W pierwszym przypadku „dogaduj¹ siê”
i wspólnie ustalaj¹ wielkoœci produkcji i ceny oferowanego surowca, w drugim natomiast
zwalczaj¹ siê stosuj¹c ró¿norakie praktyki. Sytuacja ta jest gr¹, w której strategiami graczy
jest albo kooperacja (K) albo przeciwstawianie siê (R) drugiemu z graczy. Ogólna macierz
takiej gry obejmuje wyp³aty (11).
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piaskownia 2

pi
as

ko
w

ni
a

1

K R

K (A, A) (D, B)

R (B, D) (C, C)

Istotne jest, by wyp³aty spe³nia³y warunki: D � C < A < B. Nawiasem mówi¹c, w li-
teraturze przedmiotu, gra powy¿sza prezentuje grê typu „dylemat wiêŸnia”. Gdyby gra
powtarzana by³a tylko jeden raz, trudno by³oby przewidzieæ jej rezultat, nawet w przypadku
wczeœniejszych ustaleñ obu zak³adów górniczych. Ka¿dy z producentów mo¿e wszak nie
dotrzymaæ umowy, co przy jednorazowej rozgrywce nie rodzi konsekwencji, co najwy¿ej
moralne. W przypadku, gdy gra bêdzie rozgrywana wielokrotnie, sytuacja komplikuje siê,
a tak¹ grê implikuj¹ warunki postawionego problemu dotycz¹cego producentów górniczych.
Inwestycja geologiczno-górnicza charakteryzuje siê zazwyczaj d³ugim horyzontem czaso-
wym, st¹d uczestnicz¹ce w grze zak³ady górnicze mog¹ zareagowaæ na posuniêcia oponenta
niekiedy nawet w doœæ odleg³ym horyzoncie czasowym.

Oba zak³ady górnicze zwa¿aj¹c na koniecznoœæ wielokrotnego rozegrania gry (dla
przyk³adu 4 razy do roku podejmuj¹ decyzjê o poziomie wydobycia), poczyni³y ustalenia
odnoœnie wspó³pracy i wyboru profilu strategii (K, K) o wyp³atach (A, A). Je¿eli ¿adna ze
stron porozumienia nie z³amie warunków umowy, to kwartalne wyp³aty obu zak³adów
górniczych wynios¹ A. £¹czna wyp³ata np. zak³adu górniczego 1 wyniesie wtedy, stosownie
do wzoru (10):

	 � � � �K
T TA A A A A� � � � � � � � � � ��2 1... ...

Analogiczna wyp³atê osi¹gnie zak³ad górniczy 2 nie decyduj¹c siê na zerwanie umowy.
Przyjmuj¹c, ¿e piaskownia 1 w dowolnym z okresów (np. T) odst¹pi od umowy, to jego
dotychczasowe kwartalne wyp³aty do kwarta³u T wynios¹ A, w okresie T wynios¹ B,
a w dalszych okresach wyp³aty zale¿eæ bêd¹ od decyzji piaskowni 2. Gdy gracz 2 zdecyduje
siê na strategiê odwetu, to wyp³aty gracza 1 ulegn¹ obni¿eniu do C. Strategia odwetu oznacza
kooperacjê, dopóki tylko zak³ad górniczy 1 kooperuje. Strategia odwetu jest sprzêgniêta
z obni¿eniem wyp³at tak¿e dla gracza (tu zak³adu górniczego 2) j¹ stosuj¹cego. Sumaryczne
wyp³aty piaskowni 1, przy zastosowaniu przez oponenta strategii odwetu wynios¹ wtedy:

	 � � � � � �R
T T T TA A A A B C C� � � � � � � � � � � � � � �� � �2 1 1 2... ...

Korzyœæ, jak¹ osi¹gnie zak³ad górniczy 1 nie postêpuj¹c zgodnie z warunkami umowy,
wyniesie:

	 	 � � � �R K
T B A C A� � � � � � � � � �(( ) ( )) ( ...1 2

Ostatecznie uzyskiwane jest:

	 	 � �
�R K

T B A C A� � � � � �
�

[( ) ( ) ]
1

Dla zak³adu górniczego 1 nie op³aca siê odst¹piæ od umowy, gdy ró¿nica pomiêdzy
³¹cznymi wyp³atami jest ujemna (	R – 	K < 0), czyli w sytuacji, gdy:

� �
�

T B A C A[( ) ( ) ]� � � � �
�1

0

Rozwi¹zuj¹c tê nierównoœæ:

� �� �
�

T C A B A
B C

B A
T

( ) ( )� � � �� �
�

�
�1
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Jeœli warunek ten jest spe³niony, to strategie w grze powtarzanej s¹ w równowadze Nasha
i ¿adnemu z graczy nie op³aca siê odeñ odstêpowaæ. Gdy jednak jeden z konkuruj¹cych
zak³adów górniczych odmówi wspó³pracy, to drugi z nich zastosuje strategiê odwetu.
Analiza gier nieskoñczenie powtarzanych dowodzi, ¿e wytrwa³oœæ i cierpliwoœæ graczy,
zw³aszcza w sytuacji, gdy dla graczy istotne s¹ przysz³e korzyœci, wi¹¿e siê z reputacj¹ i jej
korzystnym oddzia³ywaniem (Watson 2005).

Powracaj¹c do gry producentów piasku nale¿y sobie wyobraziæ sytuacjê, gdy na rynku
jest tylko jeden zak³ad górniczy i rynek funkcjonuje w charakterze monopolu. Ca³kowita
iloœæ piasku wynosi zatem Q, a zysk jedynego dostawcy surowca osi¹ga:

	1
1
5

25 1 15( ) ( ( ))Q Q Q Q� � � � .

Funkcja realizuje maksimum dla Q = 4 1
6
, ogólnie dla Q

a d

b
�

�
2

, a zysk wynosi wtedy

	1 4

2

( ) ( )
Q

a d

b
� � czyli 20 5

6
(jak to policzono dla modelu gry Cournota). Odwo³uj¹c siê do

za³o¿eñ gry o funkcjonowaniu dwóch zak³adów górniczych optymalna iloœæ surowca musi
byæ podzielona pomiêdzy obu uczestników rynku. Obaj gracze porozumiewaj¹c siê ze sob¹
dzia³aj¹ jak monopolista i realizuj¹ zyski wynosz¹ce 20 5

6
. Obieraj¹ zatem dowolne poziomy

produkcji, tak by suma wynosi³a dok³adnie Q = q1 + q2. Mog¹ to byæ wielkoœci równe po
50%, jak równie¿ w innych proporcjach. Wyp³aty w grze przyjmuj¹ wtedy wielkoœci jak
w macierzy (12).

piaskownia 2

pi
as

ko
w

ni
a

1

K R

K 10 5
12

, 10 5
12

7 13
16

, 11 23
32

R 11 23
32

, 7 13
16

7 13
16

, 7 13
16

Poszczególne wyp³aty dla profili macierzy oznaczaj¹:
— profil (K, K) – zak³ady wydobywaj¹ po 2 1

12
tys. Mg, wielkoœæ ta wynika z optymalnej

wielkoœci ³¹cznej produkcji;
— profil (K, R) – zak³ad 2 zrywa umowê w pewnym kwartale i decyduje siê eksploa-

towaæ w iloœci 3
4

optymalnego tona¿u, czyli 3 1
8

tys. Mg. Wielkoœæ ta jest najlepsz¹

odpowiedzi¹ na spodziewane wydobycie konkurenta. Mo¿na j¹ ³atwo wyliczyæ sto-
suj¹c standardowy rachunek ró¿niczkowy i wyznaczaj¹c maksimum wyra¿enia
	1(qR) = ( ( ))25 1 151

5 1� � � �q q q qR R R , gdzie qR oznacza wydobycie piaskowni 2,

bêd¹ce przyczyn¹ zerwania umowy. Postaæ ogólna umo¿liwiaj¹ca kalkulacjê wiel-

koœci najlepszej odpowiedzi to qR
a d

b
� �3

8
( );

— profil (R, K) – zak³ad 1 zrywa umowê w pewnym kwartale i wydobywa 3
4

opty-

malnego tona¿u urobku, czyli ponownie 3 1
8

tys. Mg (gra jest symetryczna, tak¿e tutaj

ta wielkoœæ produkcji jest najlepsz¹ odpowiedzi¹ na spodziewan¹ eksploatacjê opo-
nenta w wysokoœci 2 1

12
tys. Mg),

— profil (R, R) – oba zak³ady zrywaj¹ jednoczeœnie umowê i eksploatuj¹ po 3 1
8

tys. Mg.

399

(12)



Wyra¿enie B A
B C

�
�

wynosi
11 10

11 7
1
3

23
32

5
12

23
32

13
16

�

�
� . Przy � � 1

3
op³acalne jest dotrzymanie umowy, przy

� � 1
3

profity przyniesie zerwanie umowy, zaœ przy � � 1
3

obojêtnym jest czy umowa zostanie

zerwana czy te¿ podtrzymana. Tak wysoki wskaŸnik dyskonta oznacza³by wielk¹ chêæ
graczy do uzyskania wyp³at natychmiast.

W rzeczywistoœci ka¿dy z zak³adów ma nieskoñczenie wiele strategii; tyle, ile jest
mo¿liwych poziomów produkcji. W macierzy dla profilu (R, R) mo¿na przyk³adowo pod-
stawiæ zyski wynikaj¹ce z wydobycia na poziomie 2 7

9
tys. Mg, bêd¹ce równowag¹ Nasha gry

Cournota. Macierz gry obejmuje wtedy wyp³aty (13).

piaskownia 2

pi
as

ko
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a

1

K R

K 10 5
12

, 10 5
12

7 13
16

, 11 23
32

R 11 23
32

, 7 13
16

9 7
27

, 9 7
27

a stosowny wskaŸnik B A
B C

�
�

wynosi
11 10

11 9
27
51

23
32

5
12

23
32

7
27

�

�
� . Kooperacja przestaje byæ op³acalna przy

� � 27
51

. Rozwi¹zanie wydaje siê akceptowalne, choæ trudno jednoznacznie uzasadniæ, dla-

czego strategia odwetu reprezentowana przez profil (R, R) mia³aby byæ „kar¹” za zerwanie
kooperacji (Malawski i in. 2004).

Podsumowanie

Przedstawiona w artykule gra rynkowa dwóch producentów piasku, pomimo znacznego
uproszczenia problemu, umo¿liwia analizê zachowañ strategicznych i obrazuje stopieñ
komplikacji w podejmowaniu decyzji. Rozstrzygniêcie, czy formu³owaæ koalicjê, czy po-
zostaæ poza jej ramami, to w¹tpliwoœci, które mog¹ byæ stawiane przez ka¿dy z podmiotów
operuj¹cych na rynku, zw³aszcza w sytuacji, gdyby rynek mia³ charakter oligopolu. Po-
nownie nale¿y zadaæ pytania, która koalicja powstanie oraz w jaki sposób podzielone zostan¹
wyp³aty? Wydaje siê, ¿e drugie z nich ma istotniejsze znaczenie. Fakt ten, jako pierwsi,
podkreœlali ju¿ von Neumann i Morgenstern (1944), prekursorzy teorii gier. Wyp³ata poje-
dynczego gracza jest dla niego spraw¹ o wiêkszym ciê¿arze gatunkowym ni¿ sam fakt
powstania koalicji. D¹¿¹c do realizacji pewnych celów i zapewnienia sobie okreœlonego
poziomu wyp³at samo powstanie koalicji jest tylko (i a¿) œrodkiem ich realizacji. Ponadto
kwestia podzia³u wyp³at w koalicji odgrywa istotny wp³yw na preferencje, do której koalicji
gracz zechce przynale¿eæ. Zatem analiza gier wieloosobowych rozpoczynaæ siê winna
materialistycznie – od ewentualnego zapytania o podzia³ wyp³at pomiêdzy uczestników gry
na jej koñcu. Wyp³aty graczy powinny spe³niaæ dwa zasadnicze warunki: racjonalnoœci
indywidualnej oraz racjonalnoœci zbiorowej (Luce, Raiffa 1989; Straffin 2004). Niera-
cjonalnym, z punktu widzenia pojedynczego gracza, by³oby wik³anie siê w koalicjê, gdyby
jego wyp³aty mia³yby byæ ni¿sze, ni¿ te, które gwarantuje sobie bez kooperacji. Wybór
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metody rozwi¹zywania gry negocjacyjnej determinowany jest iloœci¹ par strategii o naj-
wy¿szych wyp³atach. Stosowane s¹ tu nastêpuj¹ce regu³y (Kowalik 2007):

— jeœli gra posiada tylko jedn¹ parê strategii o najwy¿szej wyp³acie, to stosowana jest
zwyk³a metoda kooperacji, gdzie gracze dziel¹ wyp³aty proporcjonalnie do w³aœ-
ciwych cen gry,

— jeœli gra posiada wiêcej ni¿ jedn¹ parê strategii o najwy¿szej wyp³acie, to stosowana
jest metoda poziomów bezpieczeñstwa,

— jeœli gra posiada wiêcej ni¿ jedn¹ parê strategii o najwy¿szej wyp³acie, a dodatkowo
wprowadzany jest przez któregoœ z graczy element groŸby, to stosowana jest metoda
strategii gróŸb.

Pomimo pojawiaj¹cych siê niekiedy uwag, ¿e wk³ad teorii gier do organizacji rynków
i szerzej ca³ej ekonomii jest postêpem teoretycznym, a nie empirycznym, wydaje siê, ¿e
proponowane przezeñ rozwi¹zania s¹ interesuj¹ce, nawet pomimo ich nie zawsze jedno-
znacznej wymowy.
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