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WP YW GRUBO CI OBUDOWY SKLEPIONEJ BETONOWEJ 
NA WARTO CI SI  WEWN TRZNYCH W TEJ OBUDOWIE***

1. Wst p

Wprowadzenie do praktyki polskiego budownictwa podziemnego obudów pow oko-
wych rzuci o nowe wiat o na zagadnienia wp ywu grubo ci obudowy na kszta towanie si
warto ci si  wewn trznych w obudowie wyrobisk d ugotrwa ych, a w konsekwencji na no-
no  obudów sklepionych i pow okowych [5, 7].

Zgodnie z norm  [2] przez obudow  sklepion  nale y rozumie  obudow  wyrobiska 
podziemnego, tworz c  sklepienie no ne. Przed wykonaniem obudowy sklepionej, jako 
zabezpieczenie wst pne najcz ciej stosowana jest obudowa pow okowa charakteryzuj ca
si  ma  grubo ci . Ta cecha obudowy pow okowej pozwala za o y  niewyst powanie mo-
mentów zginaj cych. Podstawowym problemem jest no no  obudowy, która przy du ych
ci nieniach deformacyjnych niejednokrotnie jest zbyt ma a dla rozs dnych grubo ci obudów 
betonowych. Zwi kszanie no no ci poprzez zwi kszenie jej grubo ci nie jest rozwi zaniem
najlepszym i najprostszym. Wraz z grubo ci  silnie ro nie zu ycie mieszanki betonowej oraz 
obj to  potrzebnego wy omu. Powoduje to wzrost kosztów budowy. Artyku  przedstawia 
podstawowe wyniki bada  zale no ci warto ci si  wewn trznych wyst puj cych w obudo-
wach betonowych od grubo ci tych obudów i klasy betonu u ytego do ich wykonania.

2. Budowa modelu obliczeniowego

Badania numeryczne przeprowadzono na grupie najcz ciej wyst puj cych w gór-
nictwie przekrojów oraz parametrów górotworu. Ze wzgl du na charakter badawczy pracy 

 * Emerytowany profesor zwyczajny, Wydzia  Górnictwa i Geoin ynierii, Akademia Górniczo-Hutnicza, Kraków
 ** Katedra Geomechaniki, Budownictwa i Geotechniki, Wydzia  Górnictwa i Geoin ynierii, Akademia Górni-

czo-Hutnicza, Kraków
 *** W pracy wykorzystano wyniki uzyskane w ramach prac statutowych AGH nr 11.11.100.277

gig_2010.indb 609 2010-02-21 20:28:59



610

wybrano 3 ró ne ska y charakteryzuj ce si  wspó czynnikiem Protodiakonowa f = 1,5; 3; 5. 
W ka dym przypadku utworzono obudow  z 3 ró nych klas betonu (C12/15; C16/20; C20/25), 
aby sprawdzi , jak wp ywa to na kszta towanie si  warto ci si  wewn trznych. Grubo  obu-
dowy zwi kszano od 0,15 m do 0,45 m co 5 cm. Da o to mo liwo  dok adnego zbadania 
procesów zachodz cych w modelu. Do oblicze  przyj to przekroje wyrobisk zgodne z norm
PN-G-06010: 1998 [3]. Modele wykonano dla 3 ró nych szeroko ci wyrobiska: A = 2; 4; 5 m.

Ze wzgl du na studialny charakter pracy, do budowy modeli analitycznych warto ci
podstawowych parametrów geotechnicznych zaczerpni to z za cznika polskiej normy 
BN-82/0434-07 [1]. Norma ta zast piona zosta a w roku 1998 norm  PN-G-05600:1998 [4]. 
W nowej wersji nie znalaz  si  jednak wspomniany za cznik, w którym przyporz dkowano
orientacyjne warto ci parametrów geotechnicznych ska  karbo skich znanej warto ci wska -
nika zwi z o ci wg Protodiakonowa. Do oblicze  statycznych przyj to warto ci obliczenio-
we. Wspó czynnik k1 w pracy zosta  dobrany z aktualnej normy [2] zgodnie z za o onym
stanem ska  zalegaj cych (podzielno  i rozmakalno ) w wyrobisku modelowym.

W obliczeniach przyj to schemat obci enia wg modelu III (model Cymbariewicza) 
zgodnie z norm  PN-G-05020:1997 [2].W przypadku projektowania obudowy sklepionej jest 
to schemat najcz ciej stosowany, uwzgl dniaj cy po o enie wyrobiska poni ej g boko ci
krytycznej Hkr. Zgodnie z t  norm  przyj to, e górotwór wspó pracuje z obudow . Wspó -
prac  t  uwzgl dniono w schemacie statycznym poprzez punktowe rozparcia spr yste tzw. 
wahacze [por. 2, 5]. Przyk adowe zestawienie danych do budowy modelu obliczeniowego 
wyrobiska o szeroko ci 4 m przedstawiono w tabeli 1.

Na podstawie tak przygotowanych modeli analitycznych przeprowadzono obliczenia 
statyczne za pomoc  programu komputerowego Autodesk Robot Structural Analysis Profes-
sional metod  MES (elementów sko czonych).

TABELA 1
Zestawienie danych do budowy modelu obliczeniowego wyrobiska o szeroko ci 4 m

Zestaw f klasa
betonu

g
m

h2́
m

R0
m

Ew
MPa

qNz
kPa

qNx1
kPa

qNx2
kPa n S1

m
Sm
m

64

1,5

C12/15

0,15 2,015 2,11 480,1 136,6 31,5 55,7 12 0,486 0,448
65 0,20 2,019 2,14 469,4 139,2 32,1 56,6 12 0,492 0,449
66 0,25 2,024 2,16 459,1 141,7 32,7 57,5 12 0,498 0,450
67 0,30 2,029 2,19 449,3 144,3 33,3 58,4 12 0,504 0,451
68 0,35 2,034 2,21 439,9 146,8 33,9 59,3 12 0,509 0,452
69 0,40 2,039 2,24 430,8 149,3 34,5 60,2 12 0,515 0,453
70 0,45 2,044 2,27 422,2 151,9 35,1 61,1 12 0,521 0,454
71

C16/20

0,15 2,015 2,11 480,1 136,6 31,5 55,7 12 0,486 0,448
72 0,20 2,019 2,14 469,4 139,2 32,1 56,6 12 0,492 0,449
73 0,25 2,024 2,16 459,1 141,7 32,7 57,5 12 0,498 0,450
74 0,30 2,029 2,19 449,3 144,3 33,3 58,4 12 0,504 0,451
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TABELA 1 cd.

Zestaw f klasa
betonu

g
m

h2́
m

R0
m

Ew
MPa

qNz
kPa

qNx1
kPa

qNx2
kPa n S1

m
Sm
m

75

1,5

C16/20
0,35 2,034 2,21 439,9 146,8 33,9 59,3 12 0,509 0,452

76 0,40 2,039 2,24 430,8 149,3 34,5 60,2 12 0,515 0,453
77 0,45 2,044 2,27 422,2 151,9 35,1 61,1 12 0,521 0,454
78

C20/25

0,15 2,015 2,11 480,1 136,6 31,5 55,7 12 0,486 0,448
79 0,20 2,019 2,14 469,4 139,2 32,1 56,6 12 0,492 0,449
80 0,25 2,024 2,16 459,1 141,7 32,7 57,5 12 0,498 0,450
81 0,30 2,029 2,19 449,3 144,3 33,3 58,4 12 0,504 0,451
82 0,35 2,034 2,21 439,9 146,8 33,9 59,3 12 0,509 0,452
83 0,40 2,039 2,24 430,8 149,3 34,5 60,2 12 0,515 0,453
84 0,45 2,044 2,27 422,2 151,9 35,1 61,1 12 0,521 0,454
85

3

C12/15

0,15 2,040 2,35 774,2 58,6 5,4 14,0 12 0,424 0,453
86 0,20 2,053 2,38 758,5 59,8 5,6 14,2 12 0,429 0,456
87 0,25 2,067 2,41 743,4 61,0 5,7 14,5 12 0,434 0,459
88 0,30 2,080 2,44 729,0 62,2 5,8 14,7 12 0,439 0,462
89 0,35 2,093 2,46 715,0 63,5 5,9 14,9 12 0,444 0,465
90 0,40 2,107 2,49 701,6 64,7 6,0 15,2 12 0,449 0,468
91 0,45 2,120 2,52 688,7 65,8 6,1 15,4 12 0,454 0,471
92

C16/20

0,15 2,040 2,35 774,2 58,6 5,4 14,0 12 0,424 0,453
93 0,20 2,053 2,38 758,5 59,8 5,6 14,2 12 0,429 0,456
94 0,25 2,067 2,41 743,4 61,0 5,7 14,5 12 0,434 0,459
95 0,30 2,080 2,44 729,0 62,2 5,8 14,7 12 0,439 0,462
96 0,35 2,093 2,46 715,0 63,5 5,9 14,9 12 0,444 0,465
97 0,40 2,107 2,49 701,6 64,7 6,0 15,2 12 0,449 0,468
98 0,45 2,120 2,52 688,7 65,8 6,1 15,4 12 0,454 0,471
99

C20/25

0,15 2,040 2,35 774,2 58,6 5,4 14,0 12 0,424 0,453
100 0,20 2,053 2,38 758,5 59,8 5,6 14,2 12 0,429 0,456
101 0,25 2,067 2,41 743,4 61,0 5,7 14,5 12 0,434 0,459
102 0,30 2,080 2,44 729,0 62,2 5,8 14,7 12 0,439 0,462
103 0,35 2,093 2,46 715,0 63,5 5,9 14,9 12 0,444 0,465
104 0,40 2,107 2,49 701,6 64,7 6,0 15,2 12 0,449 0,468
105 0,45 2,120 2,52 688,7 65,8 6,1 15,4 12 0,454 0,471
106

5 C12/15

0,15 2,048 2,46 1279,2 26,2 0,77 3,39 12 0,412 0,455
107 0,20 2,063 2,48 1254,3 26,8 0,78 3,44 12 0,417 0,459
108 0,25 2,079 2,52 1230,4 27,4 0,80 3,50 12 0,422 0,462
109 0,30 2,095 2,54 1207,3 27,9 0,82 3,56 12 0,427 0,466
110 0,35 2,111 2,57 1185,1 28,5 0,84 3,61 12 0,432 0,469
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3. Wyniki oblicze

Obliczenia przeprowadzono dla 189 modeli ró ni cych si  m.in. szeroko ci  wyrobiska, 
jako ci  otaczaj cego górotworu, klas  betonu u ytego w obudowie. Wyniki zestawiono w sze-
reg wykresów obrazuj cych kszta towanie si  warto ci si  wewn trznych ze wzgl du na:

zale no  warto ci momentu zginaj cego maksymalnego i minimalnego oraz si  po-—
d u nych odpowiadaj cych tym warto ciom od grubo ci obudowy uwzgl dniaj c ró ne
warto ci wska nika Protodiakonowa f,
zale no  warto ci momentu zginaj cego maksymalnego i minimalnego oraz si  po-—
d u nych odpowiadaj cych tym warto ciom od grubo ci obudowy uwzgl dniaj c ró ne
klasy betonu.
W trakcie analizy wyników stwierdzono fakt przemieszczania si  warto ci maksymalnej 

i minimalnej momentów zginaj cych wzd u  obudowy. W skrajnych przypadkach warto  mak-
symalna dla ma ych grubo ci wyst powa a w ociosach, aby wraz ze zwi kszaniem si  grubo ci 
obudowy „przeskoczy ” w centralny punkt sklepienia. Zjawisko to zobrazowano na wykresach 
poprzez wprowadzenie osobnych krzywych zarówno dla ociosów jak i sklepienia. Brano pod uwa-
g  tylko warto ci maksymalne dla krzy uj cych si  krzywych warto ci momentów zginaj cych.

TABELA 1 cd.

Zestaw f klasa
betonu

g
m

h2́
m

R0
m

Ew
MPa

qNz
kPa

qNx1
kPa

qNx2
kPa n S1

m
Sm
m

111

5

C12/15
0,40 2,127 2,61 1163,7 29,1 0,85 3,67 12 0,437 0,473

112 0,45 2,143 2,63 1143,0 29,66 0,87 3,73 12 0,442 0,476
113

C16/20

0,15 2,048 2,46 1279,2 26,2 0,77 3,39 12 0,412 0,455
114 0,20 2,063 2,48 1254,3 26,8 0,78 3,44 12 0,417 0,459
115 0,25 2,079 2,52 1230,4 27,4 0,80 3,50 12 0,422 0,462
116 0,30 2,095 2,54 1207,3 27,9 0,82 3,56 12 0,427 0,466
117 0,35 2,111 2,57 1185,1 28,5 0,84 3,61 12 0,432 0,469
118 0,40 2,127 2,61 1163,7 29,1 0,85 3,67 12 0,437 0,473
119 0,45 2,143 2,63 1143,0 29,66 0,87 3,73 12 0,442 0,476
120

C20/25

0,15 2,048 2,46 1279,2 26,2 0,77 3,39 12 0,412 0,455
121 0,20 2,063 2,48 1254,3 26,8 0,78 3,44 12 0,417 0,459
122 0,25 2,079 2,52 1230,4 27,4 0,80 3,50 12 0,422 0,462
123 0,30 2,095 2,54 1207,3 27,9 0,82 3,56 12 0,427 0,466
124 0,35 2,111 2,57 1185,1 28,5 0,84 3,61 12 0,432 0,469
125 0,40 2,127 2,61 1163,7 29,1 0,85 3,67 12 0,437 0,473
126 0,45 2,143 2,63 1143,0 29,66 0,87 3,73 12 0,442 0,476

g — grubo  obudowy; h2́ — wysoko  murów prostych w osiach obudowy; R0 — promie uku sklepienia w osi; 
Ew — wspó czynnik spr ysto ci materia u wahacza; qNz — warto  stropowego ci nienia statycznego górotworu; 
qNx1, qNx2 — warto  ociosowego ci nienia statycznego górotworu (przy stropie i przy sp gu); n — liczba odcinków 
w sklepieniu; S1 — d ugo uku pomi dzy wahaczami w sklepieniu; Sm — odleg o  wahaczy na murze prostym
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Dla wszystkich punktów znaleziono równania krzywych regresji o postaci y = ax2+ bx + c
(z u yciem pakietu statystycznego MS Excel), przy czym stwierdzono, e wp yw klasy be-
tonu jest pomijalny. Wyznaczono wi c równania krzywych dla klasy betonu C12/15, a przy-
k adowe wyniki dla szeroko ci wyrobiska 4 m zestawiono w tabeli 2.

TABELA 2
Zestawienie wyników dla szeroko ci wyrobiska 4 m

Zestaw f klasa
betonu

g
m

Mmax
kN·m

Fmax
kN

Mmin
kN·m

Fmin
kN równanie krzywej

wspó czynnik
determinacji

R2

64

1,5

C12/15

0,15 22,80 456,19 -21,88 450,75

Momentów zginaj cych:

max [O]:
–25,47x2 + 27,30x + 19,4

max [S]:
87,71x2 + 89,27x – 6,645

min:
–378,9x2 + 128,4x – 31,48

Si  pod u nych:

max [O]:
389,8x2 – 54,55x + 455,5

max [S]:
102,1x2 – 101,1x + 321,1

min:
1628x2 – 815,8x + 537,5

0,982

0,999

0,988

0,999

0,997

0,747

65 0,20 24,03 460,21 -20,06 452,94
66 0,25 24,70 465,91 -21,24 419,30
67 0,30 28,04 300,04 -27,61 425,68
68 0,35 35,58 298,00 -34,17 469,36
69 0,40 43,13 296,95 -41,60 479,85
70 0,45 51,18 296,53 -49,37 491,39
71

C16/20

0,15 22,84 455,69 -21,76 450,25
72 0,20 24,04 459,60 -20,02 452,34
73 0,25 24,64 465,41 -21,46 418,85
74 0,30 28,45 299,26 -27,88 425,13
75 0,35 36,07 297,20 -34,88 469,08
76 0,40 43,69 296,10 -42,4 479,62
77 0,45 51,80 295,68 -50,18 491,20
78

C20/25

0,15 22,86 455,44 -21,70 450,01
79 0,20 24,05 459,31 -20,01 452,04
80 0,25 24,61 465,17 -21,56 418,64
81 0,30 28,65 298,87 -28,01 424,86
82 0,35 36,31 296,81 -35,21 468,93
83 0,40 43,96 295,68 -42,79 479,49
84 0,45 52,11 295,26 -50,57 491,10
85

3
C12/15

0,15 4,98 149,55 -6,61 193,43

Momentów zginaj cych:

max:
78,61x2 + 33,86x – 1,938 0,999

86 0,20 7,93 149,72 -10,32 198,85
87 0,25 11,31 149,1 -14,55 203,91
88 0,30 15,34 148,25 -19,20 209,54
89 0,35 19,65 147,06 -24,66 215,92
90 0,40 24,20 146,04 -30,45 222,97
91 0,45 29,17 145,07 -36,47 230,62
92 C16/20 0,15 5,05 149,42 -6,70 193,43
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Zale no  warto ci si  wewn trznych od grubo ci obudowy dla klas betonu (C12/15, 
C16/20 i C20/25) oraz dla warto ci wspó czynnika f = 3 przedstawiono na rysunkach 1–4.

TABELA 2 cd.

Zestaw f klasa
betonu

g
m

Mmax
kN·m

Fmax
kN

Mmin
kN·m

Fmin
kN równanie krzywej

wspó czynnik
determinacji

R2

93

3

C16/20

0,20 8,08 149,35 -10,71 198,94

min:
–99,85x2 – 40,05x + 1,677

Si  pod u nych:

max:
–39,9x2 + 7,628x + 149,5

max:
107,6x2 + 58,15x + 182,5

0,999

0,986

0,999

94 0,25 11,53 148,61 -14,97 203,93
95 0,30 15,64 147,59 -19,79 209,58
96 0,35 20,02 146,31 -25,31 215,97
97 0,40 24,65 145,17 -31,19 223,04
98 0,45 29,69 144,13 -37,29 230,72
99

C20/25

0,15 5,08 149,36 -6,74 193,43
100 0,20 8,16 149,17 -10,89 198,98
101 0,25 11,64 148,37 -15,17 203,93
102 0,30 15,64 147,59 -19,79 209,58
103 0,35 20,20 145,94 -25,62 215,98
104 0,40 24,87 144,75 -31,55 223,07
105 0,45 29,95 143,67 -37,68 230,76
106

5

C12/15

0,15 2,27 74,90 -2,65 94,31

Momentów zginaj cych:

max:
33,71x2 + 21,15x – 1,842

min:
–120,5x2 + 14,06x – 2,291

Si  pod u nych:

max:
–22,14x2 + 26,85x + 71,67

min:
122,2x2 + 13,98x + 88,29

0,997

0,997

0,941

0,989

107 0,20 3,54 76,43 -4,59 94,02
108 0,25 5,45 77,28 -6,40 99,49
109 0,30 7,46 77,87 -8,99 103,91
110 0,35 9,81 78,11 -12,11 108,67
111 0,40 12,33 78,31 -15,42 113,77
112 0,45 14,27 79,70 -20,71 118,85
113

C16/20

0,15 2,29 74,86 -2,65 94,28
114 0,20 3,59 76,33 -4,82 94,30
115 0,25 5,53 77,10 -6,65 99,71
116 0,30 7,58 77,61 -9,34 104,16
117 0,35 9,97 77,79 -12,50 108,92
118 0,40 12,53 77,93 -15,86 114,04
119 0,45 14,52 79,26 -21,17 119,14
120

C20/25

0,15 2,30 74,84 -2,65 94,27
121 0,20 3,62 76,28 -4,93 94,43
122 0,25 5,57 77,02 -6,78 99,80
123 0,30 7,64 77,47 -9,50 104,27
124 0,35 10,04 77,63 -12,68 109,03
125 0,40 12,62 77,74 -16,07 114,16
126 0,45 14,63 79,04 -21,39 119,26

[O] — warto  w ociosach; [S] — warto  w sklepieniu
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R2 = 0,9999
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Rys. 1. Zale no  maksymalnego momentu zginaj cego od grubo ci obudowy
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Rys. 2. Zale no  odpowiadaj cej si y pod u nej od grubo ci obudowy 
(w miejscu wyst powania momentu maksymalnego)
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Rys. 3. Zale no  minimalnego momentu zginaj cego od grubo ci obudowy

gig_2010.indb 615 2010-02-21 20:29:03



616

4. Podsumowanie

Jednym z etapów projektowania obudowy sklepionej wyrobisk podziemnych jest obli-
czenie warto ci si  wewn trznych. Si y te zale  od warto ci obci enia oraz od parametrów 
projektowanej obudowy, st d potrzeba przewidywania, jak zmiana tych parametrów wp ynie
na jej no no . W niniejszej pracy zbadano wp yw dwóch parametrów (grubo  obudowy, 
klasa betonu).

Analiza przynios a zaskakuj ce wyniki. Najistotniejszym jest zauwa enie faktu, e dla 
du ych obci e  (odpowiadaj cych warto ci wska nika Protodiakonowa 1,5 lub 3) lokalizacja 
wyst powania warto ci maksymalnego momentu zginaj cego przemieszcza si . Dla ma ych 
grubo ci obudowy warto  maksymalna wyst puje w ociosach wyrobiska i wraz z rosn c
grubo ci  przemieszcza si  w kierunku klucza sklepienia. Znajomo  grubo ci obudowy, przy 
której dana zmiana zachodzi, pozwoli projektowa  zmienne przekroje poprzeczne obudów 
(zgrubienia tylko w miejscach wyst powania momentu maksymalnego). Na powy szy fakt 
ma znacz cy wp yw tak e kszta towanie si  warto ci ciskaj cych si  pod u nych. Jak wia-
domo, gdy na belk  zginan  dzia amy si ciskaj c , poprawiamy jej no no  (podobie stwo 
do belek spr onych). Analizuj c wyniki stwierdzono, e si y ciskaj ce rosn  zdecydowanie 
szybciej i maj  wi ksze warto ci w ociosach. Dobranie wi c odpowiedniej grubo ci obudowy, 
przy której moment zginaj cy wyst pi w ociosach, poprawi no no  danego przekroju.

Analiza ujawni a tak e, jak wp ywa zwi kszenie grubo ci obudowy na warto  maksy-
malnego momentu zginaj cego: zwi kszenie grubo ci obudowy (po rednio wy omu) jedynie 
o 30 cm (z 15 do 45 cm) powoduje zwi kszenie warto ci momentu maksymalnego (w skle-
pieniu) oko o pi ciokrotnie. Ostatnim wnioskiem p yn cym z analizy momentów maksy-
malnych jest stwierdzenie, i  warto  ich ro nie znacznie szybciej w sklepieniu (dominuje 
zginanie) ni  w ociosach (dominuje ciskanie).

Wszystkie powy sze wnioski odnosz  si  do momentu zginaj cego dodatniego (tj. po-
woduj cego przemieszczenie obudowy do rodka wyrobiska). Gdy rozpatrzymy moment 
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wyst puj cy zawsze w pobli u wezg owia sklepienia (moment minimalny ujemny) wygi-
naj cy obudow  na zewn trz wyrobiska, zauwa ymy, e niezale nie od warto ci obci e
i szeroko ci wyrobiska zachowanie jego jest niezmienne. Najwi kszych (co do modu u)
warto ci momentu ujemnego spodziewa  si  nale y dla f = 1,5 oraz nie wyst puj  znaczne 
zmiany lokalizacji ekstremum wraz ze wzrostem grubo ci obudowy. Si y ciskaj ce tak e
stosunkowo dobrze mo na opisa  w tym przypadku wielomianem drugiego stopnia.

Wyniki bada  tak e potwierdzaj  tez , e dla obudów pow okowych (nieznaczna gru-
bo ) s usznie pomija si  wyst powanie momentów zginaj cych. Na rysunkach 1 i 3 wida
tendencj  zbli ania si  warto ci momentu maksymalnego i minimalnego do 0 wraz z male-
j c  grubo ci  obudowy. 

Drugim zbadanym parametrem by a zmienna klasa betonu. Przebadano ka dy model dla 
trzech klas, tj.: C12/15; C16/20 i C20/25. W ka dym przypadku, ró nica wynikaj ca z zastoso-
wania ró nych klas by a praktycznie niezauwa alna. Mo na wi c pomija  wp yw ró nych klas 
betonu na warto ci si  wewn trznych w obudowie (w badanym zakresie klas betonu).
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