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NUMERYCZNE OKRE LANIE
PARAMETRÓW EFEKTYWNYCH TRANSPORTU 
NA PODSTAWIE CYFROWYCH OBRAZÓW MIKROSTRUKTURY

1. Wprowadzenie

W ci gu ostatnich kilkunastu lat silnie rozwin y si  nieinwazyjne (nie powoduj ce
adnych uszkodze ) techniki umo liwiaj ce uzyskiwanie obrazów cyfrowych mikrostruktur 

materia ów kompozytowych. Po ród licznych metod, te najbardziej popularne to: tomografi a 
komputerowa, obrazowanie rezonansu magnetycznego oraz badanie za pomoc  mikrosko-
pów elektronowych. Zazwyczaj uzyskany z badania obraz cyfrowy sk ada si  tylko z jedne-
go kana u barwnego: czarnego i jego odcieni. Mówimy wówczas, e obraz jest w odcieniach 
szaro ci (ang. greyscale) — jeden piksel obrazu kodowany jest na o miu bitach i dlatego 
mo e by  jednym z 256 rozmaitych odcieni szaro ci, od bieli do czerni. W przypadku o rod-
ków dwusk adnikowych bardzo cz sto obrazy redukuje si  do obrazu binarnego poprzez 
operacj  progowania (ang. thresholding). Wówczas obraz cyfrowy sk ada si  z samych zer 
i jedynek, którym przypisuje si  jaki  kolor, np. czarny i bia y.

Oddzielnym, bardzo wa nym zagadnieniem z punktu widzenia mechaniki o rodków
niejednorodnych, jest okre lanie efektywnych parametrów mechanicznych na podstawie 
uzyskanego z badania obrazu cyfrowego mikrostruktury. W tym celu wykorzystuje si  liczne 
metody numeryczne. Wspomnie  tutaj nale y przede wszystkim o metodach elementów oraz 
obj to ci sko czonych oraz o uogólnionej metodzie komórek (ang. Generalized Method of 
Cells) [8, 9]. W wielu przypadkach, ze wzgl du na du  liczb  niewiadomych, obliczenia 
mog  wymaga  d ugiego czasu, nawet na komputerach o du ej mocy obliczeniowej. W lite-
raturze spotka  mo na liczne próby zredukowania wymaganego czasu oblicze , np. poprzez 
dzielenie rozpatrywanego obszaru na regularne, nie nak adaj ce si  „podobszary” [18], lub 
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prowadzenie równoleg ych oblicze  na wielu procesorach w tym samym czasie (ang. paral-
lel computing) [3].

W niniejszym artykule autorzy proponuj , obliczeniowo bardziej wydajn , metod
okre lania efektywnych parametrów parametrów transportu. Postuluje si , e parametry 
efektywne mo na estymowa  jako warto ci u rednione po odpowiedniej liczbie realizacji 
losowo pobranych z obrazu cyfrowego próbek (o wymiarze znacznie mniejszym ni  wymiar 
obrazu cyfrowego). Innymi s owy warto  parametru efektywnego okre la si  jako:

gdzie:
 Kj — parametr okre lony dla j-tej próbki,
 n — liczba „pobranych” próbek (losowych realizacji).

Stosowan  metod , grafi cznie przedstawiono na rysunku 1.

We wcze niejszych pracach autorów [7, 12, 13] wysuni to tez , e gdy analizowa-
ne s  parametry efektywne transportu, to wielko  próbki ma ogromne znaczenie dla 
uzyskanych rezultatów: po pierwsze oczywistym jest fakt, e dla ustalonego udzia u
frakcyjnego sk adników, wraz ze zmniejszaniem rozmiaru próbki, liczba realizacji, po 
których u redniamy powinna wzrasta ; po drugie, co wa niejsze, je li przyj ty w ob-
liczeniach wymiar próbki jest za ma y, to wykonuj c nawet niesko czon  liczb  re-
alizacji n nie otrzymamy w wyniku parametrów efektywnych. Ponadto z wykonanych 
wówczas symulacji numerycznych jednoznacznie wynika, i  minimalny wymiar próbki 
mo e by  okre lany na podstawie informacji statystycznej zawartej w prawdopodobie -
stwie dwupunktowym.
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Rys. 1. Grafi czna interpretacja metody okre lania parametrów efektywnych

gig_2010.indb 538 2010-02-21 20:26:14



539

Dalsze badania [14] wykaza y, i  przy okre laniu wymiaru próbki konieczne jest 
uwzgl dnienie, dodatkowo, warto ci parametrów transportu ka dego ze sk adników. Oka-
zuje si , e w zale no ci od kontrastu pomi dzy tymi parametrami minimalny wymiar 
próbki, aby by a ona reprezentatywna dla ca ego obszaru, mo e si  znacz co zredukowa
w stosunku do okre lania go jedynie na podstawie miary geometrycznej, tj. prawdopodo-
bie stwa dwupunktowego.

Nale y tu wspomnie , i  wyniki uzyskane w pracach [7, 12–14] odpowiadaj  mikro-
strukturze testowej, dla której przyj ty sposób generacji powoduje, e udzia  frakcyjny 
poszczególnych sk adników ma rozk ad prawdopodobie stwa w postaci rozk adu dwu-
mianowego. To natomiast implikuje, i  warto  oczekiwana, jak równie  wariancja udzia u
frakcyjnego dane s  w formie analitycznej, co skutkuje tym, i  okre lenie minimalnego 
wymiaru próbki jest zadaniem stosunkowo atwym i ma jedynie charakter badawczy.

W tym artykule formu uje si  nowy warunek okre laj cy minimalny wymiar 
próbki, którego stosowalno  rozszerzona jest na dowoln  mikrostruktur  losow .
Pokazano, i  wariancja udzia u frakcyjnego, dla dowolnej mikrostruktury w postaci 
obrazu cyfrowego, mo e by  okre lana na podstawie warto ci prawdopodobie stwa 
dwupunktowego. Wprowadza si  now  funkcj  mikrostruktury opart  na w asno ciach 
prawdopodobie stwa dwupunktowego, jak równie  na warto ciach parametrów mecha-
nicznych sk adników. W konsekwencji formu uje si  warunek okre laj cy minimalny 
wymiar próbki, który jest reprezentatywny dla danego o rodka losowego. Weryfika-
cj  postulowanego warunku przeprowadzono na podstawie dwóch obrazów cyfrowych 
dwusk adnikowych mikrostruktur losowych wygenerowanych na podstawie modelów 
Isinga oraz Debye’a [15].

2. Prawdopodobie stwo dwupunktowe

Bardzo cz sto rozwa aj c o rodki losowe posiadamy ograniczon  informacj  sta-
tystyczn  o o rodku. Zazwyczaj jedyn  informacj  jest udzia  frakcyjny poszczególnych 
sk adników kompozytu. Wówczas mo liwe jest podanie oszacowa  oraz ogranicze  war-
to ci parametrów efektywnych w funkcji posiadanej informacji statystycznej [5]. Jedno-
cze nie oczywistym jest fakt, i  im wi cej informacji o o rodku jest znane, tym lepsze 
oszacowanie (w sze ograniczenia) parametrów efektywnych. 

Konieczno  okre lania miar mikrostruktur wy szych rz dów ani eli udzia  frakcyj-
ny sk adników wynika jednocze nie z faktu, e miara ta, w wielu przypadkach, nie stano-
wi istotnej informacji o rozwa anym o rodku. Aby zobrazowa  ten fakt, wyobra my sobie 
dwusk adnikowy o rodek o tym samym udziale frakcyjnym poszczególnych sk adników
(rys. 2a). Za ó my, e czarny sk adnik wykazuje du  przewodno  w odniesieniu do sk ad-
nika bia ego. Z drugiej strony, na rysunku 2b, przedstawiono tak  sam  mikrostruktur  ale 
o zamienionych sk adnikach. Nietrudno zauwa y , e ze wzgl du na du  przewodno  czar-
nego sk adnika druga mikrostruktura ma wy sz  przewodno , pomimo tego, i  oba o rodki
maj  takie same udzia y frakcyjne.
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Zgodnie z przedstawionym przyk adem nietrudno zauwa y , e parametry efek-
tywne zale  od informacji statystycznej wy szego rz du ni  udzia  frakcyjny. Miar
wy szego rz du, która jest bardzo cz sto wykorzystywana w mechanice o rodków nie-
jednorodnych, jest prawdopodobie stwo dwupunktowe. Wielko  ta odpowiada war-
to ci prawdopodobie stwa, e dwa losowo wybrane punkty (o zadanej odleg o ci r)
z obrazu mikrostruktury znajduj  si  w jednym sk adniku kompozytu. Prawdopodo-
bie stwo dwupunktowe okre lane jest dla ka dego ze sk adników oddzielnie i w przy-
padku o rodka statystycznie jednorodnego oraz statystycznie izotropowego prawdziwe 
s  nast puj ce zwi zki [15]:

gdzie:
 S2

(i) — prawdopodobie stwo dwupunktowe dla sk adnika i,
 zi — udzia  frakcyjny sk adnika i,
 S2

(12) — prawdopodobie stwo zaj cia zdarzenia, e dwa losowo wybrane punkty znaj-
duj  si  w dwóch ró nych sk adnikach kompozytu.

Ponadto prawdopodobie stwo dwupunktowe dla sk adnika i osi ga swoj  maksymaln
warto  równ zi dla r = 0 i zazwyczaj d y asymptotycznie do warto ci zi

2 [15], tj.:

Wi cej informacji na temat miar geometrycznych mikrostruktur losowych mo na zna-
le  w pracy [15] oraz we wcze niejszej pracy autorów [7].
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Rys. 2. Mikrostruktury o zamienionych sk adnikach
(równy udzia  frakcyjny poszczególnych sk adników)
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3. Lokalna zmienno  w a ciwo ci o rodków losowych

3.1. Udzia  frakcyjny

Powszechnie wiadomo, i  dla o rodka statystycznie jednorodnego udzia  frakcyjny 
jest sta y. Nietrudno jednak zauwa y , e wraz z wybieraniem próbek z obrazu cyfrowego 
(rys. 1) udzia  frakcyjny w próbce mo e si  zmienia  (zagadnienie to jest do  szeroko oma-
wiane w pracach: [4, 10, 11]). 

W celu zobrazowania problemu zdefi niujmy tzw. lokalny udzia  frakcyjny (x), jako 
udzia  frakcyjny jednego ze sk adników — powiedzmy sk adnika 1 — w losowo wybranej 
próbce, której centrum znajduje si  w x. Pomimo tego, i  makroskopowo, udzia  frakcyjny 
sk adnika 1 jest sta y, równy z1, to  jest zmienn  losow , która mo e przyjmowa  warto ci
w zakresie od 0 do 1. Je li przyjmiemy, e próbka zajmuje pewien sko czony obszar 0,
którego centrum znajduje si  w x, to wówczas lokalny udzia  frakcyjny sk adnika 1 mo e
by  zdefi niowany jako:

gdzie I (1)(y) jest funkcj  indykatorow , która przyjmuje warto  1, gdy x nale y do obszaru 
zajmowanego przez sk adnik 1, lub warto  0 w przeciwnym wypadku, tj.:

We wcze niejszych pracach autorów [12, 13], pokazano, i  w celu okre lenia wymiaru 
próbki (aby by  reprezentatywny dla ca ego obszaru) konieczna jest znajomo  wariancji 
udzia u frakcyjnego w próbce, tj.:

W powy szym wzorze E{.} jest operatorem warto ci oczekiwanej.
Wykorzystuj c hipotez  o ergodyczno ci o rodków losowych atwo pokaza , e  i wo-

bec tego:

Nietrudno zatem zauwa y , e okre lenie wariancji lokalnego udzia u frakcyjnego wy-
maga wyznaczenia warto ci E{ 2}. W dalszej cz ci skupimy si  na wykazaniu, i  E{ 2},
a w konsekwencji Var{ }, mo e by  okre lana na podstawie prawdopodobie stwa dwupunk-
towego S2
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W tym celu defi niujemy nast puj c  funkcj  indykatorow :

Wówczas równanie (4) przyjmuje posta :

Wykorzystanie hipotezy o ergodyczno ci o rodków losowych, jak równie  zale no ci
(9), skutkuje tym, e:

co w konsekwencji prowadzi do:

Zauwa my, e zale no  (11) uzyskano wprowadzaj c podstawienie t = r – z.
W dalszej cz ci skupiamy si  na okre leniu wielko ci jint(t, a, b) zdefi niowanej jako:

Równanie (12) okre la powierzchni  utworzon  poprzez dwa nak adaj ce si  na siebie 
obszary (próbki), których centra oddalone s  od siebie o wektor t. Ponadto, a i b oznaczaj
d ugo ci boków próbki (rys. 3).
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Rys. 3. Dwie próbki, których centra oddalone s  o wektor t
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Wykorzystuj c przyj te oznaczenia (rys. 3) równanie (12) mo e by  przedstawione 
jako:

gdzie 1(x) oznacza funkcj  Heavisidea. Podstawienie zale no ci (13) do równania (11) pro-
wadzi w konsekwencji do nast puj cej zale no ci defi niuj cej wariancj  lokalnego udzia u
frakcyjnego:

Wykonuj c do  proste przekszta cenia algebraiczne atwo doprowadzi  równanie (14) 
do ostatecznej postaci, tj:

Jak atwo zauwa y  zale no  (15) umo liwia okre lenia wariancji lokalnego udzia u
frakcyjnego (dla dowolnej mikrostruktury losowej) na podstawie warto ci prawdopodobie -
stwa dwupunktowego.

3.2. Oszacowania Voigta i Reussa

W pracy [14], na podstawie symulacji numerycznych przeprowadzonych dla te-
stowej mikrostruktury, wskazano na fakt, i  wymiar próbki mo e równie  zale e  od 
warto ci parametrów ka dego ze sk adników. Ponadto stwierdzono, e wielko  prób-
ki okre lona z warunku reprezentatywno ci geometrycznej, tj. na podstawie wariancji 
udzia u frakcyjnego, jest górnym oszacowaniem wymiaru próbki. Zatem uwzgl dnienie 
w warunku reprezentatywno ci warto ci parametrów mechanicznych sk adników mo e
skutkowa  jedynie zredukowaniem wielko ci próbki w zale no ci od kontrastu pomi dzy 
parametrami — mówi c bardzo ogólnie: dla ustalonego udzia u frakcyjnego sk adników, 
wraz ze zmniejszaniem si  kontrastu pomi dzy parametrami mechanicznymi, wymagany 
wymiar próbki maleje.

Jak pokazano w poprzednim rozdziale, w zale no ci od lokalizacji próbki, udzia  frak-
cyjny sk adników w próbce zmienia si , a to w konsekwencji implikuje, e jednocze nie
zmianie ulegaj  oszacowania parametrów efektywnych Voigta oraz Reussa. Wobec tego, 
analogicznie jak w przypadku udzia u frakcyjnego, w dalszej cz ci rozdzia u koncentruje-
my si  na zagadnieniu zmienno ci lokalnego oszacowania Voigta/Reussa. Ponownie anali-
zujemy losow  mikrostruktur  dwusk adnikow , zak adaj c, e sk adnik 1 (sk adnik 2) ma 
parametr transportu równy k1 (k2).
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W tym celu wprowadzamy funkcj  indykatorow  w postaci:

dla której 1 oraz 2 przyjmuj  ró ne warto ci w zale no ci od rozpatrywanego oszacowania. 
I tak, dla oszacowania Voigta mamy, e

podczas, gdy w przypadku oszacowania Reussa:

Wykorzystuj c zale no  (8) lokalne oszacowanie Voigta/Reussa mo e by  okre lone 
jako:

Analogicznie, jak dla udzia u frakcyjnego, d ymy do okre lenia wariancji lokal-
nego oszacowania Voigta/Reussa, co zgodnie z defi nicj  (6) sprowadza si  do okre lenia 
E{ 2}. Ze wzgl du na ograniczenia co do obj to ci artyku u, jak równie  na analogi  do 
przypadku udzia u frakcyjnego, wi kszo  przekszta ce  algebraicznych zosta a przez 
autorów pomini ta. Poni ej prezentuje si  jedynie najwa niejsze (zdaniem autorów) za-
le no ci.

Podobnie jak dla przypadku równania (11) atwo pokaza , e:

Zauwa my, e poprzez zdefi niowanie funkcji indykatorowej w postaci (16) pod ca k
w równaniu (20) pojawia si  nowa miara mikrostruktury:

która zale y nie tylko od odleg o ci pomi dzy dwoma punktami mikrostruktury ale równie
od warto ci parametrów mechanicznych ka dego ze sk adników.

Wykorzystanie (12) i (13) prowadzi do ostatecznej postaci wariancji lokalnego oszaco-
wania Voigta/Reussa:
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Równanie (22), na podstawie warto ci nowej miary mikrostruktury S2(t, 1, 2), zde-
fi niowanej zale no ci  (21), prowadzi do okre lenia wariancji lokalnego oszacowania 
Voigta/Reussa. Wykorzystuj c w a ciwo ci prawdopodobie stwa dwupunktowego (2) nie-
trudno pokaza , e wprowadzona przez autorów miara (21) mo e by  wyra ona jako:

Wobec tego wyra enie pod ca k  w równaniu (22) mo na przekszta ci  do nast puj cej
postaci:

co, przy uwzgl dnieniu (15) prowadzi do:

Zatem wariancj  lokalnego oszacowania Voigta/Reussa (25) mo na — dla o rodka
dwusk adnikowego — okre la  na podstawie warto ci wariancji lokalnego udzia u frakcyj-
nego zdefi niowanego zale no ci  (15).

4. Warunek okre laj cy wymiar próbki

Analogicznie do warunku reprezentatywno ci geometrycznej sformu owanego w pra-
cach [12, 14] defi niujemy nowy warunek reprezentatywno ci próbki, uwzgl dniaj cy warto-
ci parametrów mechanicznych, w postaci:

gdzie N oznacza za o ony b d oszacowania. Uwzgl dniaj c w nierówno ci (26) zale no ci
(25) oraz (15) i wykonuj c proste przekszta cenia algebraiczne atwo doprowadzi  do formu-
y okre laj cej minimalny wymiar próbki i 0i:
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Jednocze nie nale y w tym miejscu wspomnie , i  minimalny wymiar próbki i 0i na-
le y okre la  ze wzgl du na zmienno  lokalnego oszacowania Voigta oraz Reussa. Innymi 
s owy, za ostateczny wymiar próbki i 0i przyjmujemy warto  maksymaln  wynikaj c
z dwóch oszacowa , tj.

gdzie:

oraz

5. Wyznaczenie liczby próbek

Liczb  próbek (losowych realizacji mikrostruktury) konieczn  do okre lenia parametru 
efektywnego z pewnym b dem mo na oszacowa  np. na podstawie centralnego twierdzenia 
granicznego [1]. Z drugiej za  strony liczba próbek mo e by  okre lona wprost z przedzia ów 
ufno ci [3]. Innymi s owy, je li chcemy oszacowa  pewien parametr Z, z okre lon  dok adno-
ci n (b d wzgl dny oszacowania), to po prostych przekszta ceniach wzorów na przedzia y

ufno ci mo na pokaza , e dok adno  estymacji powinna spe nia  nast puj c  nierówno :

co w konsekwencji prowadzi do nierówno ci okre laj cej liczebno  próby:

Wyst puj cy w powy szych wzorach parametr  defi niuje si  jako:

;max ReVoigt uss0 0 0$X X X6 @ (28)
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gdzie (.) oznacza dystrybuant  standardowego rozk adu normalnego, natomiast  decyduje 
o warto ci prawdopodobie stwa oszacowania, które wynosi 1 – . W praktyce, najcz ciej
przyjmuje si  warto ci prawdopodobie stwa na poziomie 0,99; 0,95; lub 0,90. W dalszych roz-
wa aniach przyjmuje si , e  = 0,05 co implikuje warto  prawdopodobie stwa 1 –  = 0,95. 
Wobec powy szego parametr  zdefi niowany zale no ci  (33) przyjmuje warto :

Nietrudno zauwa y , e ca a trudno  w okre laniu koniecznej liczby realizacji opiera 
si  na wyznaczeniu wariancji okre lanego parametru. Jednak e, jak pokazano w poprzednim 
rozdziale, okre lenie wariancji lokalnego oszacowania Voigta oraz Reussa i w konsekwencji 
wyznaczenie liczby próbek n mo na sprowadzi  do nast puj cego zagadnienia: ile realizacji 
mikrostruktury nale y wykona , aby z prawdopodobie stwem 95%, okre li redni  warto
oszacowania Voigta/Reussa z dok adno ci n? Wykorzystuj c podane powy ej zale no ci
liczba realizacji mo e by  okre lona w nast puj cy sposób:

gdzie:

6. Weryfi kacja warunku reprezentatywno ci próbki

W celu zweryfi kowania poprawno ci warunku okre laj cego minimalny wymiar 
próbki wykonano symulacje numeryczne dla dwóch wygenerowanych obrazów cyfro-
wych dwusk adnikowych mikrostruktur losowych (rys. 4). Oba obrazy cyfrowe sk adaj
si  z 250 000 bia ych/czarnych pikseli okre laj cych dany sk adnik kompozytu (sk adnik 
1 — kolor bia y, sk adnik 2 — kolor czarny). Przyj to równy udzia  frakcyjny obu sk ad-
ników, tj. z1 = z2 = z = 0,5. Nale y tu wspomnie , i  obraz cyfrowy z rysunku 4a uzy-
skano poprzez losow  generacj  na podstawie modelu Isinga [15]. Druga mikrostruktura 
(rys. 4b) przedstawia o rodek „Debyea” utworzony metod  rekonstrukcji na podstawie 
zadanej funkcji prawdopodobie stwa dwupunktowego. Model Isinga, jak równie  rekon-
strukcja o rodków losowych, nie s  tematem tego referatu i nie b d  tu szerzej omawiane. 
W celu zapoznania si  z przedstawionymi zagadnieniami autorzy odsy aj  do nast puj -
cych publikacji: [15–17].

, ,0 975 1 961i U= =- ^ h (34)

;maxn n nReVoigt uss$ 6 @ (35)

n
k k

k k Var

n

k k

k k
Var1 1

1 2

Re

Voigt

n

uss

n

2
1 1 2 2

2

2
1 2

2

2

1 2

2

2

1 2

2

f z z

i p

f
z z

i p

=
-

-

=
-

-

^
^

c
c

h
h

m
m

"
"
,
, (36)

gig_2010.indb 547 2010-02-21 20:26:24



548

W dalszym ci gu przedstawia si  zagadnienie dwuwymiarowej dyfuzji przez o rodek
losowy przedstawiony na rysunku 4. Obu sk adnikom przypisujemy nast puj ce wspó czyn-
niki dyfuzji: sk adnik 1 — k1 = 0,25 m2s-1, sk adnik 2 — k2 = 0,03 m2s-1. W pierwszej kolejno-
ci wyznaczono parametry efektywne dla obrazów cyfrowych przedstawionych na rysunku 4 

(tab. 1). W tym celu wykorzystano metod  okre lania parametrów efektywnych transpor-
tu opart  na metodzie obj to ci sko czonych sformu owan  we wcze niejszej pracy auto-
rów [6]. Pierwotnie w metodzie tej ka dy piksel stanowi  jedn  obj to  kontroln . Jednak e
ze wzgl du na zminimalizowanie b du numerycznego w dalszych obliczeniach przyj to, e
ka dy piksel obrazu cyfrowego wype nia 9 obj to ci kontrolnych. W efekcie otrzymuje si
schemat obliczeniowy sk adaj cy si  z 225 0000 obj to ci sko czonych, co implikuje ko-
nieczno  rozwi zania uk adu równa  z tak  w a nie liczb  niewiadomych. Do rozwi zania
uk adu równa  wykorzystano w asny program napisany w rodowisku j zyka C++.

W dalszym ci gu okre lono, dla ka dej mikrostruktury, minimalny wymiar próbki 
zgodnie z zale no ci  (28). Zauwa my, e okre lenie wymiaru próbki i 0i sprowadza si
w pierwszej kolejno ci do obliczenia warto ci prawdopodobie stwa dwupunktowego S2

(1)(t)
(dla obu obrazów cyfrowych), a nast pnie do obliczenia ca ki we wzorze (15). Zagadnienia 
te potraktowano jako mniej wa ne i, ze wzgl du na ograniczenia co do obj to ci artyku u,
nie s  tu omawiane. Autorzy ograniczaj  si  jedynie do nast puj cego komentarza: metod
okre lania warto ci S2

(i)(t) dla obrazów cyfrowych sformu owano w pracy [16] natomiast do 
obliczenia ca ki z zale no ci (15) wykorzystano metod  podstawow  Monte Carlo [2] (ang. 
crude Monte Carlo). Ponadto nale y w tym miejscu wspomnie , i  ka da losowo wygene-

Rys. 4. Obrazy cyfrowe (500×500 pikseli) dwusk adnikowych mikrostruktur losowych: 
a) model Isinga [15], b) mikrostruktura Debyea [15]

a) b)

TABELA 1
Warto ci efektywnego wspó czynnika dyfuzji okre lonego
dla obrazów cyfrowych mikrostruktur losowych (rys. 4)

Efektywny wspó czynnik dyfuzji Keff [m2s-1]
Mikrostruktura z rys. 4a Mikrostruktura z rys. 4b

0,0862 0,0859
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rowana próbka traktowana jest jako niesko czony obszar otrzymany w wyniku za o onej
periodyczno ci pojedynczej próbki (rys. 5).

Na rysunku 6 przedstawiono jak zmienia si  wariancja lokalnego udzia u frakcyjnego 
(15) w funkcji wymiaru próbki i 0i, przy czym wymiar próbki rozumiany jest jako liczba 
pikseli w wierszu (kolumnie) oznaczona jako N. Nietrudno zauwa y , e w obu przypad-
kach, wraz ze wzrostem wymiaru próbki, wariancja lokalnego udzia u frakcyjnego maleje.

Rys. 5. Periodyczno  wylosowanej próbki

Rys. 6. Wariancja lokalnego udzia u frakcyjnego 
w funkcji wymiaru próbki
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Na kolejnym wykresie (rys. 7) przedstawiono warunek okre laj cy wymiar próbki opi-
sany zale no ci  (26). Jak atwo zauwa y , dla mikrostruktury Isinga, minimalny wymiar 
próbki jest mniejszy ni  w przypadku mikrostruktury Debyea. Wynika to z faktu, i  w przy-
padku tej drugiej mikrostruktury sk adniki tworz  znacznie wi ksze klastery, a zatem oczy-
wiste jest, e próbka, aby by a reprezentatywna, powinna mie  wi kszy wymiar. Przyjmuj c
b d N = 2% odczytano z wykresu nast puj ce wymiary próbek: dla modelu Isinga N = 26 
(676 pikseli), natomiast w przypadku mikrostruktury Debye’a N = 39 (1521 pikseli).

Wykorzystuj c zale no ci (35) oraz (36) wyznaczono konieczn  liczb  realizacji n. Po-
dobnie jak w przypadku okre lania wielko ci próbki, tak i w tym przypadku, przyj to b d
oszacowania na poziomie 2% ( n = 0,02). Uzyskano nast puj ce warto ci n: dla modelu 
Isinga n = 185 realizacji, a w przypadku mikrostruktury Debye’a parametr efektywny nale y
okre la  jako u redniony po n = 176 realizacjach. 

Maj c dany wymiar próbki oraz liczb  realizacji obliczono, dla ka dej mikrostruktury, 
estymator parametru efektywnego zgodnie z zale no ci  (1). Uzyskane rezultaty — warto ci
rednie efektywnego wspó czynnika dyfuzji — s  bardzo zbli one do tych przedstawionych 

w tabeli 1. W obu przypadkach b d wzgl dny obliczony jako:

jest na poziomie 3%.
Otrzymane wyniki potwierdzaj  fakt, i  po pierwsze — parametry efektywne mikro-

struktur danych w postaci obrazów cyfrowych mo na okre la  jako warto ci u rednione po 

Rys. 7. Warunek okre laj cy wymiar próbki

%
K

K K
100

eff

eff eff

$- (37)
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pewnej liczbie próbek o znacznie mniejszych wymiarach, a po drugie — kryterium wyboru 
minimalnego wymiaru próbki, aby by a ona reprezentatywna dla ca ego obszaru, wydaje si
by  prawid owe. Ponadto prezentowane przez autorów podej cie wykazuje du  efektyw-
no  ze wzgl du na kilkunastokrotn  redukcj  czasu oblicze .

7. Wnioski

W pracy przedstawiono procedur  okre lania parametrów efektywnych na podstawie 
obrazu cyfrowego mikrostruktury. Zaproponowano, aby parametry efektywne transportu 
okre la  jako warto ci u rednione po odpowiedniej liczbie realizacji losowo pobranych z ob-
razu cyfrowego próbek, których wymiar jest znacznie mniejszy ani eli wymiar pierwotnego 
obrazu. Wprowadzono kryterium okre lania wymiaru próbki bazuj ce na warto ci wariancji 
lokalnego oszacowania Voigta oraz Reussa. Jednocze nie pokazano, i  w przypadku o rodka
dwusk adnikowego, wielko  ta jest funkcj  wariancji lokalnego udzia u frakcyjnego, któr
mo na okre la  na podstawie warto ci prawdopodobie stwa dwupunktowego. Korzystaj c
ze wzorów na przedzia y ufno ci przedstawiono procedur  okre lania liczby próbek jak
nale y przyj  przy obliczaniu estymatora parametru efektywnego.

Na przyk adzie zagadnienia dyfuzji, dla obu rozpatrywanych w pracy mikrostruktur, 
b d oszacowania efektywnego wspó czynnika dyfuzji, wg zaproponowanej metody, jest na 
poziomie 3%.
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