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NUMERYCZNE OKRESLANIE
PARAMETROW EFEKTYWNYCH TRANSPORTU
NA PODSTAWIE CYFROWYCH OBRAZOW MIKROSTRUKTURY

1. Wprowadzenie

W ciagu ostatnich kilkunastu lat silnie rozwingtly si¢ nieinwazyjne (nie powodujace
zadnych uszkodzen) techniki umozliwiajace uzyskiwanie obrazow cyfrowych mikrostruktur
materiatéw kompozytowych. Posrdd licznych metod, te najbardziej popularne to: tomografia
komputerowa, obrazowanie rezonansu magnetycznego oraz badanie za pomoca mikrosko-
pow elektronowych. Zazwyczaj uzyskany z badania obraz cyfrowy sktada si¢ tylko z jedne-
go kanalu barwnego: czarnego i jego odcieni. MOwimy wowczas, ze obraz jest w odcieniach
szaro$ci (ang. greyscale) — jeden piksel obrazu kodowany jest na o$miu bitach i dlatego
moze by¢ jednym z 256 rozmaitych odcieni szarosci, od bieli do czerni. W przypadku osrod-
kéw dwusktadnikowych bardzo czgsto obrazy redukuje si¢ do obrazu binarnego poprzez
operacj¢ progowania (ang. thresholding). Wowczas obraz cyfrowy skltada si¢ z samych zer
i jedynek, ktorym przypisuje si¢ jakis kolor, np. czarny i bialy.

Oddzielnym, bardzo waznym zagadnieniem z punktu widzenia mechaniki osrodkow
niejednorodnych, jest okreslanie efektywnych parametréw mechanicznych na podstawie
uzyskanego z badania obrazu cyfrowego mikrostruktury. W tym celu wykorzystuje si¢ liczne
metody numeryczne. Wspomnie¢ tutaj nalezy przede wszystkim o metodach elementdéw oraz
objetosci skonczonych oraz o uogolnionej metodzie komorek (ang. Generalized Method of
Cells) [8, 9]. W wielu przypadkach, ze wzglgdu na duza liczbe niewiadomych, obliczenia
mogg wymagac dhugiego czasu, nawet na komputerach o duzej mocy obliczeniowej. W lite-
raturze spotka¢ mozna liczne proby zredukowania wymaganego czasu obliczen, np. poprzez
dzielenie rozpatrywanego obszaru na regularne, nie naktadajace si¢ ,,podobszary” [18], lub
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prowadzenie rownolegltych obliczen na wielu procesorach w tym samym czasie (ang. paral-
lel computing) [3].

W niniejszym artykule autorzy proponuja, obliczeniowo bardziej wydajna, metode
okreslania efektywnych parametréw parametréw transportu. Postuluje sig, ze parametry
efektywne mozna estymowac jako wartosci usrednione po odpowiedniej liczbie realizacji
losowo pobranych z obrazu cyfrowego probek (o wymiarze znacznie mniejszym niz wymiar
obrazu cyfrowego). Innymi stowy wartos¢ parametru efektywnego okresla si¢ jako:

e
K7 :;;K,. (1)

gdzie:
K, — parametr okreslony dla j-tej probki,
n — liczba ,,pobranych” probek (losowych realizacji).

Stosowana metode, graficznie przedstawiono na rysunku 1.

PROBKI

Rys. 1. Graficzna interpretacja metody okreslania parametrow efektywnych

We wczesniejszych pracach autoréow [7, 12, 13] wysunigto teze, ze gdy analizowa-
ne sg parametry efektywne transportu, to wielko$¢ préobki ma ogromne znaczenie dla
uzyskanych rezultatow: po pierwsze oczywistym jest fakt, ze dla ustalonego udziatu
frakcyjnego sktadnikow, wraz ze zmniejszaniem rozmiaru probki, liczba realizacji, po
ktérych usredniamy powinna wzrastaé; po drugie, co wazniejsze, jesli przyjety w ob-
liczeniach wymiar probki jest za maty, to wykonujac nawet nieskonczong liczbe re-
alizacji » nie otrzymamy w wyniku parametréow efektywnych. Ponadto z wykonanych
wowczas symulacji numerycznych jednoznacznie wynika, iz minimalny wymiar probki
moze by¢ okreslany na podstawie informacji statystycznej zawartej w prawdopodobien-
stwie dwupunktowym.
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Dalsze badania [14] wykazaly, iz przy okreslaniu wymiaru probki konieczne jest
uwzglednienie, dodatkowo, warto$ci parametrow transportu kazdego ze sktadnikéw. Oka-
zuje sie, ze w zalezno$ci od kontrastu pomigdzy tymi parametrami minimalny wymiar
probki, aby byta ona reprezentatywna dla calego obszaru, moze si¢ znaczaco zredukowac
w stosunku do okreslania go jedynie na podstawie miary geometrycznej, tj. prawdopodo-
bienstwa dwupunktowego.

Nalezy tu wspomnie¢, iz wyniki uzyskane w pracach [7, 12—14] odpowiadaja mikro-
strukturze testowej, dla ktorej przyjety sposdb generacji powoduje, ze udziat frakcyjny
poszczegolnych sktadnikow ma rozktad prawdopodobienstwa w postaci rozktadu dwu-
mianowego. To natomiast implikuje, iz wartos¢ oczekiwana, jak rowniez wariancja udzialu
frakcyjnego dane sa w formie analitycznej, co skutkuje tym, iz okre$lenie minimalnego
wymiaru probki jest zadaniem stosunkowo tatwym i ma jedynie charakter badawczy.

W tym artykule formuluje si¢ nowy warunek okreslajacy minimalny wymiar
probki, ktérego stosowalno$¢ rozszerzona jest na dowolng mikrostrukture losowa.
Pokazano, iz wariancja udziatu frakcyjnego, dla dowolnej mikrostruktury w postaci
obrazu cyfrowego, moze by¢ okreslana na podstawie wartosci prawdopodobienstwa
dwupunktowego. Wprowadza si¢ nowa funkcje mikrostruktury oparta na wtasnosciach
prawdopodobienstwa dwupunktowego, jak rowniez na warto$ciach parametréw mecha-
nicznych sktadnikow. W konsekwencji formutuje si¢ warunek okreslajacy minimalny
wymiar probki, ktory jest reprezentatywny dla danego osrodka losowego. Weryfika-
cje postulowanego warunku przeprowadzono na podstawie dwdch obrazéw cyfrowych
dwusktadnikowych mikrostruktur losowych wygenerowanych na podstawie modelow
Isinga oraz Debye’a [15].

2. Prawdopodobienstwo dwupunktowe

Bardzo cz¢sto rozwazajac osrodki losowe posiadamy ograniczong informacj¢ sta-
tystyczng o osrodku. Zazwyczaj jedyna informacjq jest udziat frakcyjny poszczegdlnych
sktadnikéw kompozytu. Woéwczas mozliwe jest podanie oszacowan oraz ograniczen war-
tosci parametrow efektywnych w funkcji posiadanej informacji statystycznej [5]. Jedno-
czesnie oczywistym jest fakt, iz im wigcej informacji o osrodku jest znane, tym lepsze
oszacowanie (wgzsze ograniczenia) parametrow efektywnych.

Koniecznos$¢ okreslania miar mikrostruktur wyzszych rz¢dow anizeli udzial frakcyj-
ny sktadnikéw wynika jednoczesnie z faktu, ze miara ta, w wielu przypadkach, nie stano-
wi istotnej informacji o rozwazanym osrodku. Aby zobrazowac ten fakt, wyobrazmy sobie
dwusktadnikowy osrodek o tym samym udziale frakcyjnym poszczegdlnych sktadnikéw
(rys. 2a). Zatézmy, ze czarny sktadnik wykazuje duzg przewodnos¢ w odniesieniu do sktad-
nika biatego. Z drugiej strony, na rysunku 2b, przedstawiono taka sama mikrostrukture ale
o zamienionych sktadnikach. Nietrudno zauwazy¢, ze ze wzgledu na duza przewodno$¢ czar-
nego sktadnika druga mikrostruktura ma wyzsza przewodnos¢, pomimo tego, iz oba osrodki
maja takie same udzialy frakcyjne.
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a) b)

Rys. 2. Mikrostruktury o zamienionych sktadnikach
(réwny udziat frakcyjny poszczegolnych sktadnikow)

Zgodnie z przedstawionym przyktadem nietrudno zauwazy¢, ze parametry efek-
tywne zaleza od informacji statystycznej wyzszego rzedu niz udzial frakcyjny. Miara
wyzszego rzedu, ktora jest bardzo czgsto wykorzystywana w mechanice osrodkow nie-
jednorodnych, jest prawdopodobienstwo dwupunktowe. Wielko$¢ ta odpowiada war-
tosci prawdopodobienstwa, ze dwa losowo wybrane punkty (o zadanej odleglosci r)
z obrazu mikrostruktury znajduja si¢ w jednym skladniku kompozytu. Prawdopodo-
bienstwo dwupunktowe okreslane jest dla kazdego ze sktadnikdéw oddzielnie i w przy-
padku osrodka statystycznie jednorodnego oraz statystycznie izotropowego prawdziwe
sq nastgpujace zwiazki [15]:

S$(r) = ¢ — 0,557 (r)
SO(r) = ¢ — 0,580 (r) Q)
SU(r) + S82(r) + S (r) = 1

gdzie:
S — prawdopodobienistwo dwupunktowe dla sktadnika i,
¢, — udziat frakcyjny sktadnika i,
S{» — prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia, ze dwa losowo wybrane punkty znaj-
duja si¢ w dwoch réznych sktadnikach kompozytu.

Ponadto prawdopodobienstwo dwupunktowe dla sktadnika i osiaga swojg maksymalna
wartos¢ réwna ¢, dla r = 0 i zazwyczaj dazy asymptotycznie do wartosci ¢? [15], tj.:

Lim S (r) = ¢
r—0 ) (3)
limsS3"(r) = ¢!
Wigcej informacji na temat miar geometrycznych mikrostruktur losowych mozna zna-

lez¢ w pracy [15] oraz we wczesniejszej pracy autorow [7].
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3. Lokalna zmienno$¢ wlasciwosci osrodkow losowych
3.1. Udzial frakcyjny

Powszechnie wiadomo, iz dla osrodka statystycznie jednorodnego udziat frakcyjny
jest staty. Nietrudno jednak zauwazy¢, ze wraz z wybieraniem prébek z obrazu cyfrowego
(rys. 1) udzial frakcyjny w probce moze si¢ zmienia¢ (zagadnienie to jest do$¢ szeroko oma-
wiane w pracach: [4, 10, 11]).

W celu zobrazowania problemu zdefiniujmy tzw. lokalny udziat frakcyjny &(x), jako
udziat frakcyjny jednego ze sktadnikéw — powiedzmy sktadnika 1 — w losowo wybrane;j
probee, ktdrej centrum znajduje si¢ w x. Pomimo tego, iz makroskopowo, udziat frakcyjny
sktadnika 1 jest staly, rowny ¢, to ¢ jest zmienna losowa, ktéra moze przyjmowacé wartosci
w zakresie od 0 do 1. Jesli przyjmiemy, Zze probka zajmuje pewien skorczony obszar €2,
ktérego centrum znajduje si¢ w X, to woéwczas lokalny udziat frakcyjny sktadnika 1 moze
by¢ zdefiniowany jako:

1 1)
i WA @

%(x)

gdzie I(y) jest funkcja indykatorowa, ktora przyjmuje wartosé 1, gdy x nalezy do obszaru
zajmowanego przez sktadnik 1, lub wartos¢ 0 w przeciwnym wypadku, tj.:

l,gdyx € v
M =1
(x) 0,gdyx & v )
We wczesniejszych pracach autoréw [12, 13], pokazano, iz w celu okreslenia wymiaru
probki (aby byt reprezentatywny dla catego obszaru) konieczna jest znajomos$¢ wariancji
udziahu frakcyjnego w probee, tj.:

Var{&} = E{&'} — (E{&}) (6)

W powyzszym wzorze E{.} jest operatorem wartosci oczekiwanej.
Wykorzystujac hipoteze o ergodycznosci osrodkéw losowych tatwo pokazaé, ze 1 wo-
bec tego:

Var{é} = E{&} — i ()

Nietrudno zatem zauwazy¢, ze okreslenie wariancji lokalnego udziatlu frakcyjnego wy-
maga wyznaczenia warto$ci E{&?}. W dalszej czgsci skupimy si¢ na wykazaniu, iz E{¢?},
aw konsekwencji Var{£}, moze by¢ okreslana na podstawie prawdopodobienstwa dwupunk-
towego S{V.
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W tym celu definiujemy nastepujaca funkcje indykatorowa:

H(y —x) = {Lgdy(y—X) € Qu(x) ®
0, w przeciwnym razie
Woéwczas réwnanie (4) przyjmuje postac:
&(x) = L) H(y — x)d
( ) H Q H Q/‘ (Y) (y ) y (9)

Wykorzystanie hipotezy o ergodycznosci osrodkdéw losowych, jak rowniez zaleznosci
(9), skutkuje tym, ze:

) : 1 1 1 1
E{&} = ”}ll”rpwmmf f fl( (x + )"V (x + z)H(r)H(z)drdzdx (10)

Q Q Q

co w konsekwencji prowadzi do:

E{&} = m/ fSé”(t)H(r)H(r— r)drdr a1

Q Q

Zauwazmy, ze zaleznos¢ (11) uzyskano wprowadzajac podstawienie t =r — z.
W dalszej czeéci skupiamy si¢ na okresleniu wielkosci &, (t, a, b) zdefiniowanej jako:

Ou(t,a,b) = [ H(r)H(r — t)dr (12)

Rownanie (12) okresla powierzchni¢ utworzona poprzez dwa naktadajace si¢ na siebie
obszary (prébki), ktorych centra oddalone sg od siebie o wektor t. Ponadto, a i b oznaczaja
dtugosci bokow probki (rys. 3).

a

Rys. 3. Dwie probki, ktorych centra oddalone sa o wektor t
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Wykorzystujac przyjete oznaczenia (rys. 3) rownanie (12) moze by¢ przedstawione
jako:

Ou(t,a,b) = (a —|t|)(b —|t.))l(a = [t.))I(b —]1]) (13)

gdzie /(x) oznacza funkcj¢ Heavisidea. Podstawienie zaleznosci (13) do réwnania (11) pro-
wadzi w konsekwencji do nastepujacej zaleznosci definiujacej wariancj¢ lokalnego udziatu
frakcyjnego:

Var{&} = 1o [ (5 (0) = D@6 — 1 Dia |2 Dib — |1, Dt (14)

Wykonujac dos¢ proste przeksztatcenia algebraiczne fatwo doprowadzi¢ réwnanie (14)
do ostatecznej postaci, tj:

Var{€} = ﬁ [ [1s£7() = dil(a = t)(b - 1) ddy (15)

Q Q

Jak tatwo zauwazy¢ zalezno$¢ (15) umozliwia okreslenia wariancji lokalnego udziatu
frakcyjnego (dla dowolnej mikrostruktury losowej) na podstawie wartosci prawdopodobien-
stwa dwupunktowego.

3.2. Oszacowania Voigta i Reussa

W pracy [14], na podstawie symulacji numerycznych przeprowadzonych dla te-
stowej mikrostruktury, wskazano na fakt, iz wymiar probki moze réwniez zaleze¢ od
wartosci parametrow kazdego ze sktadnikoéw. Ponadto stwierdzono, ze wielko$¢ prob-
ki okreslona z warunku reprezentatywnosci geometrycznej, tj. na podstawie wariancji
udziatu frakcyjnego, jest gornym oszacowaniem wymiaru probki. Zatem uwzglednienie
w warunku reprezentatywnosci wartosci parametréw mechanicznych sktadnikow moze
skutkowac¢ jedynie zredukowaniem wielkosci probki w zaleznos$ci od kontrastu pomigdzy
parametrami — moéwigc bardzo ogolnie: dla ustalonego udziatu frakcyjnego sktadnikow,
wraz ze zmniejszaniem si¢ kontrastu pomi¢dzy parametrami mechanicznymi, wymagany
wymiar probki maleje.

Jak pokazano w poprzednim rozdziale, w zaleznosci od lokalizacji probki, udziat frak-
cyjny sktadnikow w probce zmienia si¢, a to w konsekwencji implikuje, ze jednocze$nie
zmianie ulegaja oszacowania parametréw efektywnych Voigta oraz Reussa. Wobec tego,
analogicznie jak w przypadku udziatu frakcyjnego, w dalszej czgsci rozdziatu koncentruje-
my si¢ na zagadnieniu zmiennosci lokalnego oszacowania Voigta/Reussa. Ponownie anali-
zujemy losowq mikrostrukture dwusktadnikowa, zaktadajac, ze sktadnik 1 (sktadnik 2) ma
parametr transportu réwny k, (k).
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W tym celu wprowadzamy funkcj¢ indykatorowa w postaci:
1y € 1
() = [ 8rX = (16)
Az, gdy X €Ewn

dla ktdrej 4, oraz A, przyjmuja r6zne wartosci w zaleznosci od rozpatrywanego oszacowania.
I tak, dla oszacowania Voigta mamy, ze

A=k oraz A=k (17)

podczas, gdy w przypadku oszacowania Reussa:

1 1
AIZE oraz Az:k—z (18)

Wykorzystujac zaleznos¢ (8) lokalne oszacowanie Voigta/Reussa moze by¢ okreslone
jako:

_ 1 _ 1
&(x)= mg/&(y)H(y —x)dy = mg/ﬁ(x + r)H(r)dr (19)

Analogicznie, jak dla udziatu frakcyjnego, dazymy do okreslenia wariancji lokal-
nego oszacowania Voigta/Reussa, co zgodnie z definicja (6) sprowadza si¢ do okreslenia
E{¢?}. Ze wzgledu na ograniczenia co do objgtosci artykutu, jak réwniez na analogi¢ do
przypadku udziatu frakcyjnego, wiekszos¢ przeksztatcen algebraicznych zostala przez
autoréw pominigta. Ponizej prezentuje si¢ jedynie najwazniejsze (zdaniem autorow) za-
leznosci.

Podobnie jak dla przypadku réwnania (11) tatwo pokazac¢, ze:

) 1
E{S/\} = m '/-oj/-Sz(t,Aqu)H(I')H(l' — t)dl'dt (20)

Q «

Zauwazmy, ze poprzez zdefiniowanie funkcji indykatorowej w postaci (16) pod catka
w rownaniu (20) pojawia si¢ nowa miara mikrostruktury:

S (t, A, A2) = E{LALV (x) + LIV O ALY (x + t) + LIV (x + )]} 21

ktora zalezy nie tylko od odlegtosci pomiedzy dwoma punktami mikrostruktury ale rowniez
od wartosci parametréw mechanicznych kazdego ze sktadnikow.

Wykorzystanie (12) i (13) prowadzi do ostatecznej postaci wariancji lokalnego oszaco-
wania Voigta/Reussa:
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Var{&} = 1o [ [15:(642) = (B{EDF (@ = t)(b — 1) dudy (22)

Q Q
Roéwnanie (22), na podstawie wartosci nowej miary mikrostruktury S(t, 4,, 1,), zde-
finiowanej zaleznoscia (21), prowadzi do okreslenia wariancji lokalnego oszacowania

Voigta/Reussa. Wykorzystujac wlasciwosci prawdopodobienstwa dwupunktowego (2) nie-
trudno pokazac, ze wprowadzona przez autoréw miara (21) moze by¢ wyrazona jako:

So(t,A,Ax) = SV (1) + BSP (1) + Ad[1 = S (t) — SV ()] (23)

Wobec tego wyrazenie pod catka w rdwnaniu (22) mozna przeksztatci¢ do nastepujacej
postaci:

S (AL A) — (B{&}) = A[S2 () — il + [ (1) — il +

—AA[S(t) — ¢i]— Ad[S(t) — @3] 4
co, przy uwzglednieniu (15) prowadzi do:
Var{&} = (A — L) Var{&} (25)

Zatem wariancj¢ lokalnego oszacowania Voigta/Reussa (25) mozna — dla osrodka
dwusktadnikowego — okresla¢ na podstawie wartosci wariancji lokalnego udziatu frakcyj-
nego zdefiniowanego zaleznoscia (15).

4. Warunek okreslajacy wymiar probki

Analogicznie do warunku reprezentatywnosci geometrycznej sformutowanego w pra-
cach [12, 14] definiujemy nowy warunek reprezentatywnosci probki, uwzgledniajacy warto-
$ci parametréw mechanicznych, w postaci:

Var{é}
(EE)y =

(26)

gdzie ¢, oznacza zatozony btad oszacowania. Uwzgledniajac w nieréwnosci (26) zaleznosci
(25) oraz (15) i wykonujac proste przeksztatcenia algebraiczne tatwo doprowadzi¢ do formu-
ly okreslajacej minimalny wymiar probki | QOH:

214 = A ()fof[s '(6) = ¢il(a — t.)(b — ,) dxdy

E{&} 2

27

[ ] =
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Jednoczeénie nalezy w tym miejscu wspomnie¢, iz minimalny wymiar probki | QOH na-
lezy okresla¢ ze wzgledu na zmiennos¢ lokalnego oszacowania Voigta oraz Reussa. Innymi
sfowy, za ostateczny wymiar probki | Q0|| przyjmujemy warto§¢ maksymalna wynikajaca
z dwoch oszacowan, tj.

[0 = max [[[ € f:| Qo ] (28)

gdzie:

a

[/ [52(1) = il(a — 1)(b — 1,)dxdy

_ dk—kl| ] ; 29)
H QU ng: - (qusl _ kz(lsz) \,v‘ ENn
oraz
1 IS0 () = dil(a - 1)(b - 1,)dxdy
Q= | f f (30)

Reuss — (qus] _ szsz) v

5. Wyznaczenie liczby probek

Liczbg probek (losowych realizacji mikrostruktury) konieczng do okreslenia parametru
efektywnego z pewnym biedem mozna oszacowac np. na podstawie centralnego twierdzenia
granicznego [1]. Z drugiej za$ strony liczba prébek moze by¢ okreslona wprost z przedzialow
ufnosci [3]. Innymi stowy, jesli chcemy oszacowac pewien parametr Z, z okreslong doktadno-
Scia ¢, (btad wzgledny oszacowania), to po prostych przeksztatceniach wzoréw na przedziaty
ufnosci mozna pokazaé, ze doktadnos¢ estymaciji powinna spelniac nastgpujaca nierownosé:

Var(Z

co w konsekwencji prowadzi do nierdéwnosci okreslajacej liczebno$¢ proby:

FVar(Z)
> 2 T A\
n="mg (32)
Wystepujacy w powyzszych wzorach parametr 6 definiuje si¢ jako:
R .| _
0=0"(1-9) (33)
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gdzie ®(.) oznacza dystrybuant¢ standardowego rozktadu normalnego, natomiast o decyduje
o wartosci prawdopodobienstwa oszacowania, ktore wynosi 1 — a. W praktyce, najczesciej
przyjmuje si¢ wartosci prawdopodobienstwa na poziomie 0,99; 0,95; lub 0,90. W dalszych roz-
wazaniach przyjmuje si¢, ze o = 0,05 co implikuje warto$¢ prawdopodobienstwa 1 —a = 0,95.
Wobec powyzszego parametr 6 zdefiniowany zaleznoscia (33) przyjmuje wartos$é:

0 ="0,975) = 1,96 (34)

Nietrudno zauwazy¢, ze cata trudno$é w okreslaniu koniecznej liczby realizacji opiera
si¢ na wyznaczeniu wariancji okreslanego parametru. Jednakze, jak pokazano w poprzednim
rozdziale, okreslenie wariancji lokalnego oszacowania Voigta oraz Reussa i w konsekwencji
wyznaczenie liczby probek » mozna sprowadzi¢ do nastgpujacego zagadnienia: ile realizacji
mikrostruktury nalezy wykona¢, aby z prawdopodobienstwem 95%, okresli¢ $rednig wartos§¢
oszacowania Voigta/Reussa z doktadnoscia ¢,? Wykorzystujac podane powyzej zaleznosci
liczba realizacji moze by¢ okre$lona w nastgpujacy sposob:

n= max[n\/mgz;nlie!(.\is] (35)
gdzie:

Hz(kl - kz)ZVar{E}

Mvoigr = & (kﬂsl — k> (152)2
1L_ 1Y
Reuss — 2 @ _ ¢3 >2

6. Weryfikacja warunku reprezentatywnosci probki

W celu zweryfikowania poprawnosci warunku okreslajacego minimalny wymiar
probki wykonano symulacje numeryczne dla dwéch wygenerowanych obrazéw cyfro-
wych dwusktadnikowych mikrostruktur losowych (rys. 4). Oba obrazy cyfrowe skladaja
si¢ z 250 000 biatych/czarnych pikseli okreslajacych dany sktadnik kompozytu (sktadnik
1 — kolor biaty, sktadnik 2 — kolor czarny). Przyjeto rowny udziat frakcyjny obu sktad-
nikow, tj. ¢, = ¢, = ¢ = 0,5. Nalezy tu wspomnie¢, iz obraz cyfrowy z rysunku 4a uzy-
skano poprzez losowa generacje na podstawie modelu Isinga [15]. Druga mikrostruktura
(rys. 4b) przedstawia osrodek ,,Debyea” utworzony metoda rekonstrukcji na podstawie
zadanej funkcji prawdopodobienstwa dwupunktowego. Model Isinga, jak rowniez rekon-
strukcja osrodkdéw losowych, nie sg tematem tego referatu i nie beda tu szerzej omawiane.
W celu zapoznania si¢ z przedstawionymi zagadnieniami autorzy odsytaja do nastepuja-
cych publikacji: [15-17].
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Rys. 4. Obrazy cyfrowe (500X500 plksell) dwusktadnikowych mikrostruktur losowych:
a) model Isinga [15], b) mikrostruktura Debyea [15]

W dalszym ciagu przedstawia si¢ zagadnienie dwuwymiarowej dyfuzji przez osrodek
losowy przedstawiony na rysunku 4. Obu sktadnikom przypisujemy nastgpujace wspotczyn-
niki dyfuzji: sktadnik 1 — &, = 0,25 m’s’', sktadnik 2 — k, = 0,03 m’s™". W pierwszej kolejno-
$ci wyznaczono parametry efektywne dla obrazéw cyfrowych przedstawionych na rysunku 4
(tab. 1). W tym celu wykorzystano metod¢ okreslania parametrow efektywnych transpor-
tu oparta na metodzie objgtosci skonczonych sformulowana we wczesniejszej pracy auto-
réw [6]. Pierwotnie w metodzie tej kazdy piksel stanowit jedng objetos¢ kontrolna. Jednakze
ze wzgledu na zminimalizowanie btgdu numerycznego w dalszych obliczeniach przyjeto, ze
kazdy piksel obrazu cyfrowego wypetnia 9 objetosci kontrolnych. W efekcie otrzymuje si¢
schemat obliczeniowy sktadajacy si¢ z 225 0000 objetosci skoniczonych, co implikuje ko-
nieczno$¢ rozwiagzania uktadu rownan z taka wtasnie liczba niewiadomych. Do rozwiazania
uktadu rownan wykorzystano wiasny program napisany w $§rodowisku jezyka C++.

TABELA 1
WartoSci efektywnego wspélezynnika dyfuzji okreslonego
dla obrazéw cyfrowych mikrostruktur losowych (rys. 4)

Efektywny wspotczynnik dyfuzji KT [m?s]

Mikrostruktura z rys. 4a Mikrostruktura z rys. 4b
0,0862 0,0859

W dalszym ciagu okreslono, dla kazdej mikrostruktury, minimalny wymiar probki
zgodnie z zaleznoscia (28). Zauwazmy, Ze okreslenie wymiaru probki | QOH sprowadza si¢
w pierwszej kolejnosci do obliczenia wartosci prawdopodobienstwa dwupunktowego S{"(7)
(dla obu obrazéw cyfrowych), a nastgpnie do obliczenia catki we wzorze (15). Zagadnienia
te potraktowano jako mniej wazne i, ze wzgledu na ograniczenia co do objetosci artykutu,
nie sa tu omawiane. Autorzy ograniczajg si¢ jedynie do nastepujacego komentarza: metode
okreslania wartosci S{(¢) dla obrazéw cyfrowych sformutowano w pracy [16] natomiast do
obliczenia calki z zaleznosci (15) wykorzystano metode podstawowa Monte Carlo [2] (ang.
crude Monte Carlo). Ponadto nalezy w tym miejscu wspomnie¢, iz kazda losowo wygene-
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rowana probka traktowana jest jako nieskonczony obszar otrzymany w wyniku zatoZonej
periodycznosci pojedynczej probki (rys. 5).

Rys. 5. Periodyczno$¢ wylosowanej probki

Na rysunku 6 przedstawiono jak zmienia si¢ wariancja lokalnego udziatu frakcyjnego
(15) w funkcji wymiaru probki | Qll, przy czym wymiar probki rozumiany jest jako liczba
pikseli w wierszu (kolumnie) oznaczona jako N. Nietrudno zauwazy¢, ze w obu przypad-
kach, wraz ze wzrostem wymiaru probki, wariancja lokalnego udziatu frakcyjnego maleje.

0.25
0.2 1
3 - Model Isinga
015 — A Mikrostruktura Debye'a
=
= .
0.1 |
0.05 — N

. o
o D ST T A AR

0 20 40 60
.'\‘:
Rys. 6. Wariancja lokalnego udziatu frakcyjnego
w funkcji wymiaru probki
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Na kolejnym wykresie (rys. 7) przedstawiono warunek okreslajacy wymiar probki opi-
sany zaleznoscia (26). Jak tatwo zauwazy¢, dla mikrostruktury Isinga, minimalny wymiar
probki jest mniejszy niz w przypadku mikrostruktury Debyea. Wynika to z faktu, iz w przy-
padku tej drugiej mikrostruktury sktadniki tworza znacznie wigksze klastery, a zatem oczy-
wiste jest, ze probka, aby byta reprezentatywna, powinna mie¢ wigkszy wymiar. Przyjmujac
btad ¢, = 2% odczytano z wykresu nastepujace wymiary probek: dla modelu Isinga N = 26
(676 pikseli), natomiast w przypadku mikrostruktury Debye’a N =39 (1521 pikseli).

0.55
0.5
0.45

Model Isinga
Mikrostruktura Debye'a
03 \b ¢,=0,02

E{

'
5

0.25
0.2
0.15

max[Var{

0.1
0.05

0 20 40 60
N

Rys. 7. Warunek okreslajacy wymiar probki

Wykorzystujac zaleznosci (35) oraz (36) wyznaczono konieczna liczbg realizacji n. Po-
dobnie jak w przypadku okreslania wielkosci probki, tak i w tym przypadku, przyjeto btad
oszacowania na poziomie 2% (g, = 0,02). Uzyskano nastgpujace wartosci n: dla modelu
Isinga n = 185 realizacji, a w przypadku mikrostruktury Debye’a parametr efektywny nalezy
okresla¢ jako usredniony po » = 176 realizacjach.

Majac dany wymiar probki oraz liczbe realizacji obliczono, dla kazdej mikrostruktury,
estymator parametru efektywnego zgodnie z zaleznoscia (1). Uzyskane rezultaty — wartosci
$rednie efektywnego wspdtczynnika dyfuzji — sa bardzo zblizone do tych przedstawionych
w tabeli 1. W obu przypadkach btad wzglgdny obliczony jako:

K~ K7
jest na poziomie 3%.

Otrzymane wyniki potwierdzaja fakt, iz po pierwsze — parametry efektywne mikro-
struktur danych w postaci obrazow cyfrowych mozna okresla¢ jako wartosci usrednione po

550



pewnej liczbie probek o znacznie mniejszych wymiarach, a po drugie — kryterium wyboru
minimalnego wymiaru probki, aby byla ona reprezentatywna dla catego obszaru, wydaje si¢
by¢ prawidtowe. Ponadto prezentowane przez autoréw podejscie wykazuje duza efektyw-
no$¢ ze wzgledu na kilkunastokrotna redukcj¢ czasu obliczen.

7. Whnioski

W pracy przedstawiono procedurg okreslania parametrow efektywnych na podstawie
obrazu cyfrowego mikrostruktury. Zaproponowano, aby parametry efektywne transportu
okresla¢ jako wartosci usrednione po odpowiedniej liczbie realizacji losowo pobranych z ob-
razu cyfrowego probek, ktorych wymiar jest znacznie mniejszy anizeli wymiar pierwotnego
obrazu. Wprowadzono kryterium okreslania wymiaru probki bazujace na wartosci wariancji
lokalnego oszacowania Voigta oraz Reussa. Jednoczesnie pokazano, iz w przypadku osrodka
dwusktadnikowego, wielko$¢ ta jest funkcja wariancji lokalnego udziatlu frakcyjnego, ktora
mozna okresla¢ na podstawie wartosci prawdopodobienstwa dwupunktowego. Korzystajac
ze wzoréw na przedzialy ufnosci przedstawiono procedure okreslania liczby probek jaka
nalezy przyjaé przy obliczaniu estymatora parametru efektywnego.

Na przyktadzie zagadnienia dyfuzji, dla obu rozpatrywanych w pracy mikrostruktur,
btad oszacowania efektywnego wspotczynnika dyfuzji, wg zaproponowanej metody, jest na
poziomie 3%.
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