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WALCOWYCH KONSTRUKCYJNYCH ELEMENTOW GUMOWYCH

1. Wstep

Przedmiotem pracy jest analiza stanu naprgzenia, odksztalcenia i przemieszczenia gumowych,
walcowych lacznikéw przeprowadzona na podstawie nieliniowej teorii sprezystosci osrodkow odksztal-
calnych. Gumowe elementy sprezyste maja szerokie zastosowanie z uwagi na ich zalety techniczne
i technologiczne. Materiat gumowy, tzw. elastomer powstaje na bazie réznych kauczukéw z mieszanki
gumowej zawierajacej szereg dodatkow wplywajacych na wlasciwosci fizyczne i mechaniczne.

Zardéwno charakterystyka sprezysta jak i dopuszczalne obciazenie lacznika zalezy nie tylko
od materiatu, ale i jego uksztattowania. Guma jest materiatem niescisliwym. W pracy przyjeto, ze
jest to materiat Mooneya o potencjale sprezystym [3]:

W=0-3)+V(L—-3)+2C(I-9); L=1 (1)

gdzie:
W — potencjat sprezystoscei,
I, I, I, — niezmienniki tensora odksztalcenia,
@, ¥, C, — state materiatowe (por. wzor 18).

2. Okreslenie skladowych tensora naprezenia i odksztalcenia
oraz wektora przemieszczenia

W tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa rozwazamy walec kotowy, ktéry w natural-
nym, niezdeformowanym stanie — konfiguracja poczatkowa B, ma wymiary: promiefi a,
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i wysokos$¢ A, (rys. 1, 2). W konfiguracji odksztalconej B czyli aktualnej jego wymiary to:
promien a i wysoko$¢ A.

Rys. 1. Konfiguracje ciata

Rys. 2. Schemat obcigzenia i sposob odksztatcenia walca

Zgodnie z rysunkiem 1, w B, przyj¢to uktad wspotrzednych kartezjafiskich {x,} zwiaza-
ny ze wspolrzednymi cylindrycznymi (konwekcyjnymi) {6} zalezno$cia:

X = aircos(go + ﬂz) = Arcos(¢ + kz) = rycos @
0

) ho
ridx; = Arsin(p + kz) = rysing, 2
)ﬁzl%ZZXZ:ZU
gdzie:

a, h, p — parametry geometryczne w konfiguracji poczatkowe;j,
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a,, h,, ¢, — parametry geometryczne w konfiguracji odksztatconej,

r, z — wspotrzgdne w walcowym uktadzie wspotrzednych.

Przyjeto tutaj wspotrzedne konwekcyjne 0' = r, 6% = ¢, 03 = z. Parametry opisujace
deformacj¢ ciata zmieniaja si¢ wedtug zaleznosci:

_a. _ DS ). —h
A= Clo, k= ho >O’ O<X h1)<1 (3)

W konfiguracji aktualnej B wspotrzedne kartezjanskie {y,} zwiazane sg ze wspotrzed-
nymi cylindrycznymi zaleznoscia:

Y1 = Frcos@
R:[yz = rsin@] 4)
=2

Funkcje r, = Ar, 9, = ¢ + kz, z, = xz opisujace deformacjg ciata beda wyznaczane z wa-
runku niescisliwosci 7, = 1. Tensory metryczne w konfiguracji poczatkowej B :

3)(’; 8X’Y. af __ 80“ 3(9/J’

B =307 9" ¢ T ax ax ®)
maja elementy:

A0 0

(gus) = (0 Ar Akr? ) (6)
0 Akr* Plr+

g =detgy = A')r (7)
A e 0 Ok

9=lo (E) vk

(¢)=| 0 (L] 4y -4 -

0 —% x’

Tensory metryczne w konfiguracji B:

dy' Iy’ w _ 0" 36
Ga = , =
" a0 o 3y oy’ ©)
maja elementy:
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1 00 1 00

(Gy)=[0 7 0}, (G"”):(O 0 (10)
001 0 0 1

G = detGa/; = 7'2 (11)

Z warunku niescisliwosci:

G
13 = = l
2 (12)

otrzymujemy rownanie wigzace parametry A, y:

(Ax=DAXx+1)=0 (13)

i stad parametr y wyrazamy przez A:
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=i (14)

W dalszym toku obliczen zaleznos¢ (14) wstawiamy do (8):

A7 0 0
(yﬁ):( 0 AR 4 A —kﬂ*) (15)
0 -k X

Do wyznaczenia skladowych tensora napr¢zenia musimy zna¢ elementy tensora geometrii:

B = Gu(g"g" —g"g") (16)
Xy 4 Xk 0 0
(B) = ( 0 X4 () —m) (17)
0 — kA 22

Obliczenie elementdéw tensora naprezenia t dla ciata Mooneya:

0 = 2(C._2C1)g” + 2C.B” + pG
L=g%Gy=MA+21+A'%kr
2 aw _ 2w _ (18)
D= el T 2C = o = 2C,
W = 2C.(1 — 3) + 2Co(L — 3) + 2C:(I — 9)




gdzie p — cis$nienie hydrostatyczne.

=01 =2CA7 + 2C (A + A+ Ak°r) + 4G (A + 247+ k) +p
et =00 = 20(AK P + A7) + 2G, (AP + A+ A7) +

+A4CG(AKEr + AN+ 2+ k) +p
T’ = 0n = — 2CkA'r = 2GkA'r — ACKAH (A + 2472 + A'K°r)r
M=717"=0
T = 035 = 204 + 4G + 4CAH (A + 247+ Ak ) +p

(19)

W cylindrycznym uktadzie wspotrzednych symbole Christoffela II-go rodzaju sa
réwne:

I =—r L=1%= f; pozostae I =0 (20)

Zatem réwnania rownowagi w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych sa naste-
pujace:

9T 2, 1
8r g E)z —re ety =0
9t , 9T | 9T | 3 n _
8r+8§0+32+r2—l_0 @n
at? |, 9T | o’
or 8¢+Bz+ ;7=0

Wstawiajac (19) do (21) wyznaczamy nieznane cisnienie hydrostatyczne:
p(r,@,z) = p(r) = CA'K'r = 2G4k + GAK (2r + K'r') + po (22)

Stata p, obliczamy z warunku zerowania naprezen na pobocznicy walca, ktéra jest nie-
obcigzona. Zachodzi zatem:

Oitl_, = 0 (23)
I stad:

Do =— CI(AAkzaz + 2/‘172) - 2Cz (/‘l2 + A74) +

— Gi[4A4* + 847* + (44* + 229K a* + Ak*a] (24)

Wstawiajac (24) do (12) i (19) otrzymujemy ostateczng posta¢ elementdw tensora na-
prezenia:

513



(0= 0i = CAK (P = @) + GI4XK (7 = @) + 28K (P — &) + XK (7 — ')
PT = 0n = GAK (3 — ') +
+ AR (BF — @) + 20K (38 — &) + XK (57 — )]
M = 0 = — 204 — 20, %kr — 4GA (A + 2072 + A k) kr
P = 0u = G20 = 27 + AR (P — @)+ G220 = 247 = 20%k°F) +
+ G40 + 40 = A — 44K + 20K (37 — &) + XK (r* = a)]

(25)

Obliczenie zredukowane;j sity osiowej $ciskajacej denka walca:

2
N =27 [104].dr = CA'@ (1 - 3° = Lea)ora (1 - 1 - Lea) +
; o 4 2 (26)
+ 20 A+ 1 =20+ %w - 12)ke]

Obliczenie zredukowanego momentu skrgcajacego denka walca:

—_ g 2 — 2 4 2 2 4 -2 ; 67,2 2
M = 27[()fr Oy dr = 2ka' {CH + C + 2G| X (X' + 247) + Sk} Q@7
Elementy tensora odksztalcen [4] wyznaczamy z zaleznosci:

oo = 5(Gus — 8us) (28)

-2 0 0
)=1 0 roxr  —pw (29)

0 Ak 1=-2kr-1*
Sktadowe fizyczne tensora odksztalcenia wynosza:

1-X
2

En = %722 = %(1 - Az)

En=7Yu=

(30)
&y = Vi = %(1 A= Azker)

Expn = %7:3 = —%/Vkr

Obliczenia wykonano dla zwiazkéw deformacyjnych:

x = Arcos(@ + kz)
X2 = Arsin(g + kz) (31)
X3 =2
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3. Analiza wplywu stalych fizycznych i geometrycznych
na deformacje¢ walca kolowego

Na podstawie wyprowadzonych wzoréow podajacych naprezenia, odksztatcenia i prze-
mieszczenia oraz zredukowane obcigzenie N i M, przebadano jak state materiatowe C|, C,, C,
wplywaja na zredukowane sity zewngtrzne przy statych zadanych parametrach geometrycz-
nych. Do obliczen przyjeto wymiary walca wynoszace: wysokos¢ 13 mm, $rednica 300 mm
oraz parametry 1= 1,1 1 k= 6,713 rad/m odpowiadajace pigciostopniowemu skreceniu walca.
Stale materialowe zmieniano w nastgpujacych zakresach:

C,—od 0 do 428 kN/m’,

C,— od 0 do 22 kN/m?,

C,—o0d 0 do 2 kN/m?.

Uzyskane wyniki przedstawiono na rysunkach 3, 4, 5.

N=N(C1),C2=0,10,22,C3=2,1,0 Ms = Ms(C1), C2=0, 10,22, C3=2,1,0
3 8 *0-2
25 7 l =o-1
5 6 40-0
z = E° X10-2
=15 Z,
= z *10-1
1 .. 23
2 *10-0
0.5 |
= 1 +22-2
0 0 -22-1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
c1 c1 =22-0

Rys. 3. Wartos¢ zredukowanych sit zewngtrznych w funkcji statej C,

N=N(C2),C1=428,C3=2,1,0 Ms =Ms(C2), C1=428,C3=2,1,0
2,57 ﬁ\\\ | 7.3
2,56 § 7.2 —
+435-2
255 ,% i1 i —
= ¥ E /
E 25 N\\\, = S P m42g-1
= \.L\\ o 6.9 ./
2,53 =y C
\!L\\‘ﬁ ' /il/' 4428-0
2,52 T\' 6.7
2,51 t 6.6
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
c2 c2

Rys. 4. Wartos¢ zredukowanych sit zewngtrznych w funkcji statej C,

Z rysunkow 3, 4, 5 wynikaja nastgpujace wnioski:

ze wzrostem statej C| rosnie liniowo sita N, przy czym na jej warto$¢ niewielki wptyw
maja state C, i C,,

— ze wzrostem stalej C, rosnie rowniez liniowo moment skrecajacy M, przy czym wpltyw
statych C, i C, jest wigkszy i dochodzi do 15%,

ze wzrostem statej C, przy ustalonych C, i C, wartos¢ sity osiowej N maleje zas rosnie M,
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N=N(C3),C1=428C2=0, 10,22 Ms =Ms(C3), C1=428 C2=0, 10, 22

2,57 1 76

2 [+ ; ;
255 - +428-0
T — T 12 ’/“,__’”"
s z 71 = v m428-10
o 7
2,53 £ .,
4 : 4428-22
2,52 6.8
A——a 6.7
251 6,6
0 0,5 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
c3 c3

Rys. 5. Wartos¢ zredukowanych sit zewngtrznych w funkcji statej C,

— ze wzrostem statej C, przy ustalonych C| i C, warto$¢ sity osiowej N maleje zas rosnie
warto$¢ momentu skrecajacego,
—  w praktycznych obliczeniach mozna przyjmowa¢ stata C, réwna zero, gdyz jej wptyw na
zredukowany uklad sil zewnetrznych jest niewielki, a obliczenia znacznie si¢ upraszczaja.
W dalszym ciagu przeprowadzono analiz¢ wptywu parametrow A i k na zredukowany
uktad sit N i M, przy ustalonych wartosciach statych materiatowych. Do obliczen przyjeto
podobnie jak poprzednio: 2= 13 mm, a = 150 mm oraz state C, = 428 kN/m?* C, =22 kN/m*
i C; = 2 kN/m’. Parametr A zmieniano w zakresie od 1 do 2 przy statym k, zas w kolejnym
wariancie zmieniano k w zakresie od 0 do 30 przy ustalonym parametrze A z przedziatu [1-2].
Wyniki przedstawiaja rysunki 6, 7.

N=N(A), k= 0,25, 5,75, 10 Ms =Ms(A), k=0, 2.5, 5, 7.5, 10
15 18
N 16 =
10 /"“ 14 ——
— 12
£° —— I 3
= //4‘//” T 2 T
° = i f"f
705 15 M 1ps
5 T L1 2
0 *
10 1 1,05 1,1 1,15 12 1,25
A A
Rys. 6. Warto$¢ zredukowanych sit zewngtrznych w funkcji 4
N = N(k), A = 0%,5%,10%,15%,20% Ms = Ms(k), A = 0%,5%,10%,15%,20%
16 12
14 = *0
] 10
12 “x
10 = 8
= B = : (‘/ﬁ "
e = |-
4
ﬁ . e \i-\\_: 2 %ﬁ ®15
2 M S S 0 l =20
4 2
k k

Rys. 7. Warto$¢ zredukowanych sit zewnetrznych w funkcji £
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4.

Wynikaja z nich nastgpujace wnioski:

ze wzrostem parametru 4 sita osiowa ros$nie tym szybciej im mniejsze jest k,

ze wzrostem parametru A moment skrecajacy rowniez rosnie, jednak wptyw parametru
k jest odwrotny, tzn. moment ros$nie tym szybciej im wigksze jest k,

ze wzrostem parametru k sita osiowa maleje i to tym bardziej im wigksze jest 4. Funkcje

sa krzywoliniowe i nie mozna ich przybliza¢ prostymi, nawet dla niewielkich zakreséw
Ak

ze wzrostem parametru k£ moment skrecajacy rosnie. Szybko$¢ przyrostu jest tym wigk-
sza im wigksze jest 1. Tym razem jednak funkcje w rozpatrywanym zakresie wartosci 4

i k mozna przybliza¢ prostymi.

Podsumowanie

W pracy podano rozwiazanie zamknigte pozwalajace na okreslenie sktadowych stanu
naprezenia, odksztalcenia i wektora przemieszczenia przy zalozonych zwiazkach deforma-
cyjnych dla niescisliwego walca kotowego. Problem rozwiazano korzystajac z rownan nieli-
niowej mechaniki osrodkow odksztalcalnych. Na podstawie otrzymanych rezultatéw mozna
bylo przeprowadzi¢ szeroka analize wptywu stalych fizycznych i geometrycznych na defor-
macj¢ walcowych elementéw wykonanych z elastomeru. Praca moze znalez¢ zastosowanie
we wstepnych stadiach projektowania np. gumowych tozysk mostowych czy réznego rodza-
ju tacznikéw, amortyzatordw itp.

LITERATURA

(1]
(2]

(3]
[4]

(5]

(6]
(7]
(8]
(%]

Fung J.C.: Podstawy mechaniki ciata statego, PWN, Warszawa 1969

Green A.E., Adkins J.E.: Large Elastic Deformations and Non-Linear Continuum Mechanics,
Oxford 1980

Mooney M.: A Theory of Large Elastic Deformation, J. Appl. Phys., 11, 1940

Paluch M.: Podstawy teorii sprezystosci i plastycznosci z przyktadami, Wyd. Politechniki
Krakowskiej, Krakéw 2006

Paluch M.: Zastosowanie rachunku tensorowego do wybranych zagadnien geomechaniki,
Rozprawy-Monografie, AGH Krakéw 2008

Pekalak M., Radkowski S.: Gumowe elementy sprezyste, PWN, Warszawa 1989

Rymarz Cz.: Mechanika osrodkow ciagtych, PWN, Warszawa 1993

Wesolowski Z., Wozniak Cz.: Podstawy nieliniowej teorii sprezystosci, PWN Warszawa 1970
Zahorski S.: Do$wiadczalne badania niektorych wlasnosci mechanicznych gumy, Rozprawy
Inz., 9, 1961



