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ANALIZA WP YWU
STA YCH FIZYCZNYCH I GEOMETRYCZNYCH 
NA DEFORMACJE 
WALCOWYCH KONSTRUKCYJNYCH ELEMENTÓW GUMOWYCH

1. Wst p

Przedmiotem pracy jest analiza stanu napr enia, odkszta cenia i przemieszczenia gumowych, 
walcowych czników przeprowadzona na podstawie nieliniowej teorii spr ysto ci o rodków odkszta -
calnych. Gumowe elementy spr yste maj  szerokie zastosowanie z uwagi na ich zalety techniczne 
i technologiczne. Materia  gumowy, tzw. elastomer powstaje na bazie ró nych kauczuków z mieszanki 
gumowej zawieraj cej szereg dodatków wp ywaj cych na w a ciwo ci fi zyczne i mechaniczne.

Zarówno charakterystyka spr ysta jak i dopuszczalne obci enie cznika zale y nie tylko 
od materia u, ale i jego ukszta towania. Guma jest materia em nie ci liwym. W pracy przyj to, e
jest to materia  Mooneya o potencjale spr ystym [3]:

gdzie:
 W — potencja  spr ysto ci,
 I1, I2, I3 — niezmienniki tensora odkszta cenia,

, , C3 — sta e materia owe (por. wzór 18).

2. Okre lenie sk adowych tensora napr enia i odkszta cenia
oraz wektora przemieszczenia

W trójwymiarowej przestrzeni Euklidesa rozwa amy walec ko owy, który w natural-
nym, niezdeformowanym stanie — konfi guracja pocz tkowa B0 ma wymiary: promie a0
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i wysoko h0 (rys. 1, 2). W konfi guracji odkszta conej B czyli aktualnej jego wymiary to: 
promie a i wysoko h.

Zgodnie z rysunkiem 1, w B0 przyj to uk ad wspó rz dnych kartezja skich {xi} zwi za-
ny ze wspó rz dnymi cylindrycznymi (konwekcyjnymi) { } zale no ci :

gdzie:
 a, h,  — parametry geometryczne w konfi guracji pocz tkowej,

Rys. 1. Konfi guracje cia a

Rys. 2. Schemat obci enia i sposób odkszta cenia walca
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 a0, h0, 0 — parametry geometryczne w konfi guracji odkszta conej,
 r, z — wspó rz dne w walcowym uk adzie wspó rz dnych.

Przyj to tutaj wspó rz dne konwekcyjne 1 = r, 2 = , 3 = z. Parametry opisuj ce
deformacj  cia a zmieniaj  si  wed ug zale no ci:

W konfi guracji aktualnej B wspó rz dne kartezja skie {yi} zwi zane s  ze wspó rz d-
nymi cylindrycznymi zale no ci :

Funkcje r0 = r, 0 =  + kz, z0 = z opisuj ce deformacj  cia a b d  wyznaczane z wa-
runku nie ci liwo ci 3 = 1. Tensory metryczne w konfi guracji pocz tkowej B0:

maj  elementy:

Tensory metryczne w konfi guracji B:

maj  elementy:
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Z warunku nie ci liwo ci:

otrzymujemy równanie wi ce parametry , :

i st d parametr  wyra amy przez :

W dalszym toku oblicze  zale no  (14) wstawiamy do (8):

Do wyznaczenia sk adowych tensora napr enia musimy zna  elementy tensora geometrii:

Obliczenie elementów tensora napr enia  dla cia a Mooneya:
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gdzie p — ci nienie hydrostatyczne.

W cylindrycznym uk adzie wspó rz dnych symbole Christoffela II-go rodzaju s
równe:

Zatem równania równowagi w cylindrycznym uk adzie wspó rz dnych s  nast -
puj ce:

Wstawiaj c (19) do (21) wyznaczamy nieznane ci nienie hydrostatyczne:

Sta p0 obliczamy z warunku zerowania napr e  na pobocznicy walca, która jest nie-
obci ona. Zachodzi zatem:

I st d:

Wstawiaj c (24) do (12) i (19) otrzymujemy ostateczn  posta  elementów tensora na-
pr enia:
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Obliczenie zredukowanej si y osiowej ciskaj cej denka walca:

Obliczenie zredukowanego momentu skr caj cego denka walca:

Elementy tensora odkszta ce  [4] wyznaczamy z zale no ci:

Sk adowe fi zyczne tensora odkszta cenia wynosz :

Obliczenia wykonano dla zwi zków deformacyjnych:
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3. Analiza wp ywu sta ych fi zycznych i geometrycznych 
 na deformacj  walca ko owego

Na podstawie wyprowadzonych wzorów podaj cych napr enia, odkszta cenia i prze-
mieszczenia oraz zredukowane obci enie N i Ms przebadano jak sta e materia owe C1, C2, C3

wp ywaj  na zredukowane si y zewn trzne przy sta ych zadanych parametrach geometrycz-
nych. Do oblicze  przyj to wymiary walca wynosz ce: wysoko  13 mm, rednica 300 mm 
oraz parametry  = 1,1 i k = 6,713 rad/m odpowiadaj ce pi ciostopniowemu skr ceniu walca. 
Sta e materia owe zmieniano w nast puj cych zakresach:

C1 — od 0 do 428 kN/m2,
C2 — od 0 do 22 kN/m2,
C3 — od 0 do 2 kN/m2.
Uzyskane wyniki przedstawiono na rysunkach 3, 4, 5.

Z rysunków 3, 4, 5 wynikaj  nast puj ce wnioski:
ze wzrostem sta ej— C1 ro nie liniowo si a N, przy czym na jej warto  niewielki wp yw
maj  sta e C2 i C3,
ze wzrostem sta ej— C1 ro nie równie  liniowo moment skr caj cy Ms przy czym wp yw
sta ych C2 i C3 jest wi kszy i dochodzi do 15%,
ze wzrostem sta ej— C2 przy ustalonych C1 i C3 warto  si y osiowej N maleje za  ro nie Ms,

Rys. 3. Warto  zredukowanych si  zewn trznych w funkcji sta ej C1

Rys. 4. Warto  zredukowanych si  zewn trznych w funkcji sta ej C2
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ze wzrostem sta ej— C3 przy ustalonych C1 i C2 warto  si y osiowej N maleje za  ro nie
warto  momentu skr caj cego,
w praktycznych obliczeniach mo na przyjmowa  sta— C3 równ  zero, gdy  jej wp yw na 
zredukowany uk ad si  zewn trznych jest niewielki, a obliczenia znacznie si  upraszczaj .
W dalszym ci gu przeprowadzono analiz  wp ywu parametrów  i k na zredukowany 

uk ad si N i Ms przy ustalonych warto ciach sta ych materia owych. Do oblicze  przyj to
podobnie jak poprzednio: h = 13 mm, a = 150 mm oraz sta e C1 = 428 kN/m2, C2 = 22 kN/m2

i C3 = 2 kN/m2. Parametr  zmieniano w zakresie od 1 do 2 przy sta ym k, za  w kolejnym 
wariancie zmieniano k w zakresie od 0 do 30 przy ustalonym parametrze  z przedzia u [1–2]. 
Wyniki przedstawiaj  rysunki 6, 7.

Rys. 5. Warto  zredukowanych si  zewn trznych w funkcji sta ej C3

Rys. 6. Warto  zredukowanych si  zewn trznych w funkcji 

Rys. 7. Warto  zredukowanych si  zewn trznych w funkcji k
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Wynikaj  z nich nast puj ce wnioski:
ze wzrostem parametru —  si a osiowa ro nie tym szybciej im mniejsze jest k,
ze wzrostem parametru —  moment skr caj cy równie  ro nie, jednak wp yw parametru 
k jest odwrotny, tzn. moment ro nie tym szybciej im wi ksze jest k,
ze wzrostem parametru — k si a osiowa maleje i to tym bardziej im wi ksze jest . Funkcje 
s  krzywoliniowe i nie mo na ich przybli a  prostymi, nawet dla niewielkich zakresów 
 i k.

ze wzrostem parametru — k moment skr caj cy ro nie. Szybko  przyrostu jest tym wi k-
sza im wi ksze jest . Tym razem jednak funkcje w rozpatrywanym zakresie warto ci
i k mo na przybli a  prostymi.

4. Podsumowanie

W pracy podano rozwi zanie zamkni te pozwalaj ce na okre lenie sk adowych stanu 
napr enia, odkszta cenia i wektora przemieszczenia przy za o onych zwi zkach deforma-
cyjnych dla nie ci liwego walca ko owego. Problem rozwi zano korzystaj c z równa  nieli-
niowej mechaniki o rodków odkszta calnych. Na podstawie otrzymanych rezultatów mo na
by o przeprowadzi  szerok  analiz  wp ywu sta ych fi zycznych i geometrycznych na defor-
macj  walcowych elementów wykonanych z elastomeru. Praca mo e znale  zastosowanie 
we wst pnych stadiach projektowania np. gumowych o ysk mostowych czy ró nego rodza-
ju czników, amortyzatorów itp.
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