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WIELKOSC PROBKIA REPREZENTATYWNOSC
GEOMETRYCZNA MIKROSTRUKTURY KOMPOZYTOW LOSOWYCH

1. Wprowadzenie

Podstawa wszystkich analiz prowadzonych w geomechanice jest zatozenie o statystycz-
nej jednorodnosci osrodka skalnego. Postulat ten umozliwia, migdzy innymi, stosowanie do
opisu procesow zachodzacych w tych osrodkach aparatu mechaniki osrodka ciaglego oraz
wyznaczanie/identyfikacj¢ parametréw materialowych osrodka na podstawie badan laborato-
ryjnych prowadzonych na probkach o skoniczonej wielkosci. Wykorzystywana w badaniach
wielko$¢ probki jest zalecana odpowiednimi przepisami lub wytycznymi normowymi.

Celem niniejszego artykutu jest, na podstawie systematycznych rozwazan, sformuto-
wanie warunku na tzw. minimalna wielko$¢ probki zapewniajacq reprezentatywnos¢ geo-
metryczng mikrostruktury statystycznie jednorodnego i izotropowego dwusktadnikowego
osrodka losowego. Do oceny reprezentatywnosci wykorzystywana jest statystyczna miara
mikrostruktury zwana funkcja korelacji prawdopodobienstwa dwupunktowego. Probke uwa-
za si¢, w niniejszym artykule, za reprezentatywna jesli na podstawie znajomosci jej geometrii
mozliwa jest, z zadawalajacg doktadnoscia, replika prawdopodobienstwa dwupunktowego.

Uktad pracy jest nastgpujacy. W nastgpnym punkcie przedstawia si¢ definicj¢ prawdopo-
dobienstwa dwupunktowego. Szczegdtowo analizowane sa rowniez jego podstawowe wiasno-
$ci. W kolejnym punkcie formutowany jest warunek na minimalna wielko$¢ probki. Przyktady
obliczeniowe w postaci symulacji numerycznych oraz wnioski koncowe koncza prace.

2. Miara mikrostruktury: prawdopodobienstwo dwupunktowe

Rozwazmy pewien dwusktadnikowy kompozyt losowy. Niech sktadniki 1 oraz 2 tego
osrodka zajmujg odpowiednio obszary V| oraz V. Rozklad przestrzenny w kompozycie tych
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sktadnikow okreslaja ich funkcje charakterystyczne. W szczegodlnosci, indeksujac sktadnik
kompozytu przez ,,i”, jego funkcja charakterystyczna ma postac:

l,dlay €V,
=L
M =10.diay e v, M
Wartos¢ oczekiwana z funkcji charakterystycznej jest miarg udziatu frakcyjnego sklad-
nika ,,7” w o$rodku oraz rownocze$nie — prawdopodobienstwa, ze losowo wybrany punkt
znajduje si¢ w sktadniku ,,i”, tj.:

E[I"(y)] = ¢ 2)

Jest to podstawowa miara mikrostruktury osrodka i okreslana jest rtéwniez mianem praw-
dopodobienstwa jednopunktowego dla sktadnika ,,i”. Jesli osrodek jest ponadto statystycznie
jednorodny wtedy warto$¢ oczekiwana jest rownowazna usrednieniu objetosciowemu, tj.:

E[1"(y)] =" (y)) = {i{g%&fl“’(y)dy )

Analogicznie, tzn. z wykorzystaniem operatora wartosci oczekiwanej, definiowana jest
miara wyzszego rzedu bgdaca miarg prawdopodobienstwa, ze losowo wybrane dwa punkty
odlegle o wektor z, znajduja si¢ w sktadniku i, tj.:

Sa(z2) = E[IV ()1 (y + 22)] 4)

Przy statystycznej jednorodnosci oraz statystycznej izotropii osrodka miara ta zalezy
tylko od wzglednej odleglosci r = |z,| pomigdzy dwoma punktami [3], tj.:

Si(r) = E[V I (y + 1)) = lims [ 191 (v +r)dy 5)

Funkcja korelacji S;(r) okreslana jest rowniez mianem prawdopodobienstwa dwupunk-
towego [2, 3]. Dla » = 0 jest ona réwna ¢, oraz przy r — o ,,zbiega” do wartosci ¢ (rys. 1).

Majac binarny obraz mikrostruktury, funkcj¢ prawdopodobienstwa dwupunktowego
klasycznie okresla si¢ wykorzystujac metode Monte Carlo [2]. W niniejszym artykule zasto-
sowana zostanie odmienna procedura. Niech obraz mikrostruktury stanowi kwadrat o MxM
pikselach. Przyporzadkowujac okreslonemu sktadnikowi mikrostruktury wartos¢ 1 oraz dru-
giemu sktadnikowi warto$¢ 0, obraz mikrostruktury moze by¢ odwzorowany w postaci kwa-
dratowej macierzy A[i, j] o wymiarze M. Indeksy i oraz j odpowiadaja pozycji piksela, tj. sa
to odpowiednio numer wiersza oraz kolumny w cyfrowym obrazie mikrostruktury. Warto$¢
A[i, j]1= 1 oznacza, ze piksel ten zajmowany jest przez wyrdézniony sktadnik, natomiast war-
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Rys. 1. Schematyczny wykres prawdopodobienstwa dwupunktowego
z charakterystycznymi punktami ,,przebiegu”

tos¢ 0 implikuje wystgpowanie w tym pikselu drugiego sktadnika. Funkcja korelacji praw-
dopodobienstwa dwupunktowego okreslona jest wtedy zaleznoscia:

2 . 2

j=1i=1

S, (k) = 1 izwz Al JI(A[L] + k] + Ali + k.j]) k=102, ... ©

3. Minimalny wymiar probki: sformulowanie warunku

Niech z rozwazanego dwuskladnikowego kompozytu wybierana jest losowo prob-
ka o okreslonym wymiarze, tj. NxN pikseli. Otrzymana mikrostrukturg ,,rozszerzamy” na
caly obszar MxM pikseli przez periodyczna replike wylosowanej mikrostruktury (rys. 2).
Nastepnie dla tak wygenerowanej mikrostruktury wyznaczamy zgodnie z zalezno$cia (5)
funkcje¢ prawdopodobienstwa dwupunktowego. Wykonujemy # takich losowan i procedure
,rozrzeszenia” osrodka oraz wyznaczenia prawdopodobienstwa dwupunktowego kazdorazo-
wo powtarzamy. Ostateczng warto$¢ prawdopodobienstwa dwupunktowego utozsamiamy ze
$rednig arytmetyczng prawdopodobienstwa dwupunktowego otrzymanego z tych » losowan.
Jaki musi by¢ wymiar probki N, aby gwarantowat, przy dostecznie duzej liczbie losowan 7,
otrzymanie, z zalozona doktadnoscia, repliki prawdopodobienstwa dwupunktowego osrodka
oryginalnego?

Sformutowanie warunku na warto$¢ N jest konsekwencja dwdch wiasnosci funkcji ko-
relacji prawdopodobienstwa dwupunktowego. Po pierwsze, poniewaz limS,(r) — @2, wobec

-
e

L C 4

Rys. 2. Losowanie probki i ,,generowanie” osrodka przez periodyczng replike
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tego, dla zadanej doktadnosci &, mozna zawsze okresli¢ promien korelacji lp(e), dla ktorego
spelniona jest zalezno$é:

V}’Zl,,(s):‘w <e (7)

Oczywiscie warto$§¢ N musi by¢ nie mniejsza niz promien korelacji lp(s). Przyjmijmy, ze:
Nuw=1,(6)+0 ®)

Poniewaz osrodek ,,tworzony” jest przez periodyczng replike wylosowanej probki, za-
tem zaleznos¢ (5) wraz z periodycznos$cia mikrostruktury implikuja nastgpujacy zwiazek:

Sz[l,;(&)] = ﬁs& [[,,(5)] + %Sz(a) (9)

Powyzsza réwnosc jest spetniona, dla dowolnej funkcji prawdopodobienstwa dwupunk-
towego, jesli d = lp(e), a wobec tego:

Nuin = 21,7(6) (10)
Jesli beda wige losowane probki o wymiarze N> N wtedy wartos¢ prawdopodobienstwa
dwupunktowego dla r = lp bedzie rowna, zgodnie z wlasnoscia analizowanej funkcji korelacji,

kwadratowi udziatu frakcyjnego sktadnika w wylosowanej probee. Wartos¢ udziahu frakcyjnego
x W probce to wielkos¢ lokalna [1]. Poniewaz osrodek jest statystycznie jednorodny, zatem:

E[x]=¢ (1)
Z drugiej strony, warunek (7), implikuje nastgpujaca nierownosé:

E[X;]s; P (12)

Lewy czton powyzszej nierownosci, wykorzystujac funkcje prawdopodobienstwa dwu-
punktowego, mozna rowniez wyrazi¢ nastgpujaco [4]:

‘ Elx]- ¢
o

= Nf(bzof ()f[Sz(¢xz+y2)— &N —x)(N — y)dxdy (13)

Jest to funkcja malejaca wielko$ci probki N. Oznaczajac zatem przez N, wymiar probki,
dla ktdérego spetnione jest:
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VNZNxz‘W‘Ss (14)

konieczny wymiar probki zapewniajacy replike prawdopodobienstwa dwupunktowego, z za-
tozona doktadnoscia, okresla ponizsza nierdwnosc:

N = max{N,,2l,(e)} (15)

4. Weryfikacja numeryczna

Sformutowany powyzej warunek na minimalny wymiar probki jest tzw. warunkiem ko-
niecznym. Na drodze rozwazan ogdlnych wydaje si¢ niemozliwe udowodnienie, Ze jest to
réwniez warunek wystarczajacy. Z tego wzgledu jego przydatnos$é zweryfikowano dokonu-
jac licznych symulacji numerycznych dla réznych typow mikrostruktur. Wszystkie analizy
potwierdzily efektywnos¢ proponowanego warunku. W niniejszym artykule ograniczono si¢
do przedstawienia wynikow dla trzech typow mikrostruktur.

Na rysunku 3 przedstawiono obraz cyfrowy mikrostruktury Debye’a [3]. Funkcja praw-
dopodobienstwa dwupunktowego dla tej mikrostruktury okreslona jest zaleznoscia:

S:(r) = (1= p)es + & (16)

Wykres tej funkcji dla a = 2 przedstawia rysunek 4.

Odpowiadajacy tej mikrostrukturze wykres funkcji:

sy =| ElEL = (7

(bZ

wyznaczono numerycznie metoda Monte Carlo i przedstawiono na rysunku 5. Minimalny
wymiar probki, przy dopuszczalnej tolerancjie=0,01, wyznaczono zgodnie z warunkiem (15)
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Rys. 4. Funkcja prawdopodobienstwa dwupunktowego dla mikrostruktury Debye’a
i otrzymano max{N, 2/ (¢)} = 30. Warunkiem decydujacym byta nieréwnosé¢ (14). Jakosé

otrzymanej repliki, dla tej minimalnej probki, przedstawia rysunek 6. Na rysunku punkty
oznaczajg wartosci dla repliki natomiast linia ciagta to oryginalna funkcja.
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Rys. 5. Wykres funkcji AAN) dla mikrostruktury Debye’a
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Rys. 6. Otrzymana replika funkcji prawdopodobienstwadwupunktowego.
Wymiar probki: 30 pikseli, 40 losowan

W dalszej analizie rozwazano mikrostruktury, dla ktérych ,,przebieg” funkcji prawdo-
podobienstwa dwupunktowego byt bardziej skomplikowany (rys. 7). Prawdopodobienstwo
to opisane bylo nastgpujaca zalezno$cia:

S.) = ¢(1 - et )y g g 2m (1)
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Rys. 7. Wykres funkcji (18) dlaa =32, b=8 oraz ¢ = 0,5

W obliczeniach przyjeto: a = 32 oraz b = 8. Rozwazono dwie wartosci udziatu frak-
cyjnego, tj: 0,5 oraz 0,2. Odpowiadajace tym parametrom mikrostruktury przedstawiono na
rysunku 8. Wyznaczono nastepujace wielkosci probek: N =80 dla ¢ = 0,5 oraz N = 86 dla
¢ = 0,2. Wygenerowane numerycznie repliki prawdopodobiefistwa dwupunktowego przed-
stawiajg wykresy na rysunku 9.
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Rys. 8. Mikrostruktury charakteryzujace si¢ prawdopodobienstwem dwupunktowym (16):
lewa mikrostruktura ¢ = 0,5, prawa mikrostruktura ¢ = 0,2
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Rys. 9. Otrzymane repliki prawdopodobienstwa dwupunktowego: lewa mikrostruktura ¢ = 0,5,
prawa mikrostruktura ¢ = 0,2. Liczba losowan — 40

Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku tych mikrostruktur o wielkosci prébki decydowat wa-
runek (10). Przyjecie wielkosci probki wedtug warunku (14) skutkowato nie zadawalajaca re-
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plika analizowanej funkcji korelacji. Dla mikrostruktury o udziale frakcyjnym ¢ = 0,5, jakos$¢
otrzymanej repliki przy 40 losowaniach oraz probce N = 34 obrazuje wykres na rysunku 10.
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Rys. 10. Replika prawdopodobienstwa dwupunktowego przy probce N = 34,
udziat frakcyjny ¢ = 0,5, liczba losowan — 40

5. Uwagi koncowe

W artykule, wykorzystujac miar¢ mikrostruktury zwang prawdopodobienstwem dwu-
punktowym, sformutowano warunek na minimalng wielkos¢ probki kompozytu losowego
zapewniajacy jej reprezentatywnos¢ ze wzgledu na geometri¢ mikrostruktury. Jako warunek
reprezentatywnosci geometrii mikrostruktury przyjeto, z zatlozona dopuszczalng tolerancja,
replikg prawdopodobienstwa dwupunktowego. Wykonane, dla réznych typow mikrostruktur
kompozytow losowych, symulacje numeryczne wykazalty poprawnos¢ sformutowanego wa-
runku.
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