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WIELKO  PRÓBKI A REPREZENTATYWNO
GEOMETRYCZNA MIKROSTRUKTURY KOMPOZYTÓW LOSOWYCH

1. Wprowadzenie

Podstaw  wszystkich analiz prowadzonych w geomechanice jest za o enie o statystycz-
nej jednorodno ci o rodka skalnego. Postulat ten umo liwia, mi dzy innymi, stosowanie do 
opisu procesów zachodz cych w tych o rodkach aparatu mechaniki o rodka ci g ego oraz 
wyznaczanie/identyfi kacj  parametrów materia owych o rodka na podstawie bada  laborato-
ryjnych prowadzonych na próbkach o sko czonej wielko ci. Wykorzystywana w badaniach 
wielko  próbki jest zalecana odpowiednimi przepisami lub wytycznymi normowymi.

Celem niniejszego artyku u jest, na podstawie systematycznych rozwa a , sformu o-
wanie warunku na tzw. minimaln  wielko  próbki zapewniaj c  reprezentatywno  geo-
metryczn  mikrostruktury statystycznie jednorodnego i izotropowego dwusk adnikowego
o rodka losowego. Do oceny reprezentatywno ci wykorzystywana jest statystyczna miara 
mikrostruktury zwana funkcj  korelacji prawdopodobie stwa dwupunktowego. Próbk  uwa-
a si , w niniejszym artykule, za reprezentatywn  je li na podstawie znajomo ci jej geometrii 

mo liwa jest, z zadawalaj c  dok adno ci , replika prawdopodobie stwa dwupunktowego.
Uk ad pracy jest nast puj cy. W nast pnym punkcie przedstawia si  defi nicj  prawdopo-

dobie stwa dwupunktowego. Szczegó owo analizowane s  równie  jego podstawowe w asno-
ci. W kolejnym punkcie formu owany jest warunek na minimaln  wielko  próbki. Przyk ady 

obliczeniowe w postaci symulacji numerycznych oraz wnioski ko cowe ko cz  prac .

2. Miara mikrostruktury: prawdopodobie stwo dwupunktowe

Rozwa my pewien dwusk adnikowy kompozyt losowy. Niech sk adniki 1 oraz 2 tego 
o rodka zajmuj  odpowiednio obszary V1 oraz V2. Rozk ad przestrzenny w kompozycie tych 
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sk adników okre laj  ich funkcje charakterystyczne. W szczególno ci, indeksuj c sk adnik
kompozytu przez  „i”, jego funkcja charakterystyczna ma posta :

Warto  oczekiwana z funkcji charakterystycznej jest miar  udzia u frakcyjnego sk ad-
nika „i” w o rodku oraz równocze nie — prawdopodobie stwa, e losowo wybrany punkt 
znajduje si  w sk adniku „i”, tj.:

Jest to podstawowa miara mikrostruktury o rodka i okre lana jest równie  mianem praw-
dopodobie stwa jednopunktowego dla sk adnika „i”. Je li o rodek jest ponadto statystycznie 
jednorodny wtedy warto  oczekiwana jest równowa na u rednieniu obj to ciowemu, tj.:

Analogicznie, tzn. z wykorzystaniem operatora warto ci oczekiwanej, defi niowana jest 
miara wy szego rz du b d ca miar  prawdopodobie stwa, e losowo wybrane dwa punkty 
odleg e o wektor z2 znajduj  si  w sk adniku i, tj.:

Przy statystycznej jednorodno ci oraz statystycznej izotropii o rodka miara ta zale y
tylko od wzgl dnej odleg o ci r = |z2| pomi dzy dwoma punktami [3], tj.:

Funkcja korelacji S2
i(r) okre lana jest równie  mianem prawdopodobie stwa dwupunk-

towego [2, 3]. Dla r = 0 jest ona równa zi oraz przy r  „zbiega” do warto ci zi
2 (rys. 1).

Maj c binarny obraz mikrostruktury, funkcj  prawdopodobie stwa dwupunktowego 
klasycznie okre la si  wykorzystuj c metod  Monte Carlo [2]. W niniejszym artykule zasto-
sowana zostanie odmienna procedura. Niech obraz mikrostruktury stanowi kwadrat o M×M
pikselach. Przyporz dkowuj c okre lonemu sk adnikowi mikrostruktury warto  1 oraz dru-
giemu sk adnikowi warto  0, obraz mikrostruktury mo e by  odwzorowany w postaci kwa-
dratowej macierzy A[i, j] o wymiarze M. Indeksy i oraz j odpowiadaj  pozycji piksela, tj. s
to odpowiednio numer wiersza oraz kolumny w cyfrowym obrazie mikrostruktury. Warto
A[i, j] = 1 oznacza, e piksel ten zajmowany jest przez wyró niony sk adnik, natomiast war-
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to  0 implikuje wyst powanie w tym pikselu drugiego sk adnika. Funkcja korelacji praw-
dopodobie stwa dwupunktowego okre lona jest wtedy zale no ci :

3. Minimalny wymiar próbki: sformu owanie warunku 

Niech z rozwa anego dwusk adnikowego kompozytu wybierana jest losowo prób-
ka o okre lonym wymiarze, tj. N×N pikseli. Otrzyman  mikrostruktur  „rozszerzamy” na 
ca y obszar M×M pikseli przez periodyczn  replik  wylosowanej mikrostruktury (rys. 2). 
Nast pnie dla tak wygenerowanej mikrostruktury wyznaczamy zgodnie z zale no ci  (5) 
funkcj  prawdopodobie stwa dwupunktowego. Wykonujemy n takich losowa  i procedur
„rozrzeszenia” o rodka oraz wyznaczenia prawdopodobie stwa dwupunktowego ka dorazo-
wo powtarzamy. Ostateczn  warto  prawdopodobie stwa dwupunktowego uto samiamy ze 
redni  arytmetyczn  prawdopodobie stwa dwupunktowego otrzymanego z tych n losowa .

Jaki musi by  wymiar próbki N, aby gwarantowa , przy dostecznie du ej liczbie losowa n,
otrzymanie, z za o on  dok adno ci , repliki prawdopodobie stwa dwupunktowego o rodka
oryginalnego?

Sformu owanie warunku na warto  N jest konsekwencj  dwóch w asno ci funkcji ko-
relacji prawdopodobie stwa dwupunktowego. Po pierwsze, poniewa
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Rys. 1. Schematyczny wykres prawdopodobie stwa dwupunktowego 
z charakterystycznymi punktami „przebiegu”
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Rys. 2. Losowanie próbki i „generowanie” o rodka przez periodyczn  replik
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tego, dla zadanej dok adno ci , mo na zawsze okre li  promie  korelacji lp( ), dla którego 
spe niona jest zale no :

Oczywi cie warto  N musi by  nie mniejsza ni  promie  korelacji lp( ). Przyjmijmy, e:

Poniewa  o rodek „tworzony” jest przez periodyczn  replik  wylosowanej próbki, za-
tem zale no  (5) wraz z periodyczno ci  mikrostruktury implikuj  nast puj cy zwi zek:

Powy sza równo  jest spe niona, dla dowolnej funkcji prawdopodobie stwa dwupunk-
towego, je li  = lp( ), a wobec tego:

Je li b d  wi c losowane próbki o wymiarze N  Nmin, wtedy warto  prawdopodobie stwa 
dwupunktowego dla r = lp b dzie równa, zgodnie z w asno ci  analizowanej funkcji korelacji, 
kwadratowi udzia u frakcyjnego sk adnika w wylosowanej próbce. Warto  udzia u frakcyjnego 
 w próbce to wielko  lokalna [1]. Poniewa  o rodek jest statystycznie jednorodny, zatem:

Z drugiej strony, warunek (7), implikuje nast puj c  nierówno :

Lewy cz on powy szej nierówno ci, wykorzystuj c funkcje prawdopodobie stwa dwu-
punktowego, mo na równie  wyrazi  nast puj co [4]:

Jest to funkcja malej ca wielko ci próbki N. Oznaczaj c zatem przez Nc wymiar próbki, 
dla którego spe nione jest:
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konieczny wymiar próbki zapewniaj cy replik  prawdopodobie stwa dwupunktowego, z za-
o on  dok adno ci , okre la poni sza nierówno :

4. Weryfi kacja numeryczna

Sformu owany powy ej warunek na minimalny wymiar próbki jest tzw. warunkiem ko-
niecznym. Na drodze rozwa a  ogólnych wydaje si  niemo liwe udowodnienie, e jest to 
równie  warunek wystarczaj cy. Z tego wzgl du jego przydatno  zweryfi kowano dokonu-
j c licznych symulacji numerycznych dla ró nych typów mikrostruktur. Wszystkie analizy 
potwierdzi y efektywno  proponowanego warunku. W niniejszym artykule ograniczono si
do przedstawienia wyników dla trzech typów mikrostruktur.

Na rysunku 3 przedstawiono obraz cyfrowy mikrostruktury Debye’a [3]. Funkcja praw-
dopodobie stwa dwupunktowego dla tej mikrostruktury okre lona jest zale no ci :

Wykres tej funkcji dla a = 2 przedstawia rysunek 4.

Odpowiadaj cy tej mikrostrukturze wykres funkcji:

wyznaczono numerycznie metod  Monte Carlo i przedstawiono na rysunku 5. Minimalny 
wymiar próbki, przy dopuszczalnej tolerancji  = 0,01, wyznaczono zgodnie z warunkiem (15) 
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i otrzymano max{N , 2lp( )} = 30. Warunkiem decyduj cym by a nierówno  (14). Jako
otrzymanej repliki, dla tej minimalnej próbki, przedstawia rysunek 6. Na rysunku punkty 
oznaczaj  warto ci dla repliki natomiast linia ci g a to oryginalna funkcja.

W dalszej analizie rozwa ano mikrostruktury, dla których „przebieg” funkcji prawdo-
podobie stwa dwupunktowego by  bardziej skomplikowany (rys. 7). Prawdopodobie stwo
to opisane by o nast puj c  zale no ci :
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Rys. 4. Funkcja prawdopodobie stwa dwupunktowego dla mikrostruktury Debye’a
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Rys. 6. Otrzymana replika funkcji prawdopodobie stwadwupunktowego.
Wymiar próbki: 30 pikseli, 40 losowa
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W obliczeniach przyj to: a = 32 oraz b = 8. Rozwa ono dwie warto ci udzia u frak-
cyjnego, tj: 0,5 oraz 0,2. Odpowiadaj ce tym parametrom mikrostruktury przedstawiono na 
rysunku 8. Wyznaczono nast puj ce wielko ci próbek: N = 80 dla z = 0,5 oraz N = 86 dla 
z = 0,2. Wygenerowane numerycznie repliki prawdopodobie stwa dwupunktowego przed-
stawiaj  wykresy na rysunku 9.

Nale y zaznaczy , e w przypadku tych mikrostruktur o wielko ci próbki decydowa  wa-
runek (10). Przyj cie wielko ci próbki wed ug warunku (14) skutkowa o nie zadawalaj c  re-
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Rys. 7. Wykres funkcji (18) dla a = 32, b = 8 oraz z = 0,5

Rys. 8. Mikrostruktury charakteryzuj ce si  prawdopodobie stwem dwupunktowym (16):
lewa mikrostruktura z = 0,5, prawa mikrostruktura z = 0,2
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Rys. 9. Otrzymane repliki prawdopodobie stwa dwupunktowego: lewa mikrostruktura z = 0,5, 
prawa mikrostruktura z = 0,2. Liczba losowa  — 40
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plik  analizowanej funkcji korelacji. Dla mikrostruktury o udziale frakcyjnym z = 0,5, jako
otrzymanej repliki przy 40 losowaniach oraz próbce N = 34 obrazuje wykres na rysunku 10.

5. Uwagi ko cowe

W artykule, wykorzystuj c miar  mikrostruktury zwan  prawdopodobie stwem dwu-
punktowym, sformu owano warunek na minimaln  wielko  próbki kompozytu losowego 
zapewniaj cy jej reprezentatywno  ze wzgl du na geometri  mikrostruktury. Jako warunek 
reprezentatywno ci geometrii mikrostruktury przyj to, z za o on  dopuszczaln  tolerancj ,
replik  prawdopodobie stwa dwupunktowego. Wykonane, dla ró nych  typów mikrostruktur 
kompozytów losowych, symulacje numeryczne wykaza y poprawno  sformu owanego wa-
runku.
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Rys. 10. Replika prawdopodobie stwa dwupunktowego przy próbce N = 34, 
udzia  frakcyjny z = 0,5, liczba losowa  — 40
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