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OBLICZENIE SZEROKOSCI _
RYS PROSTOPADLYCH BELKI ZELBETOWEJ
NA PODSTAWIE MECHANIKI ZNISZCZENIA**

1. Wstep

Rozwdj technologii betonu zaowocowat w ostatnich dziesigcioleciach powstaniem be-
tonow nowej generacji, ktore sg odpowiedzia na koniecznos¢ uwzglgdnienia w procesach
inwestycyjnych dodatkowych czynnikéw zwiazanych m.in. ze zwigkszonymi wymagania-
mi co do trwatosci konstrukcji [19]. Konstrukcje zelbetowe to ustroje z betonu wzmocnio-
ne w sposob celowy pretami lub tasmami ze stali zbrojeniowej. W przypadku stosowania
takich konstrukcji w budownictwie specjalnym niezbgdny jest dobor odpowiednich metod
i zakresu obliczen w taki sposob, aby zostaty uwzglednione efekty niekorzystnych oddzia-
lywan na konstrukcje.

Wiasciwoscia belek zelbetowych jest pojawianie si¢ rys w tych czgsciach, w ktdrych
napre¢zenia osiagaja wytrzymatos¢ betonu na rozciaganie. Rysy powstajace przy zginaniu sg
w przyblizeniu prostopadte do gléwnego zbrojenia i biegna, ze stalym rozstawem od brzegu
elementu do osi obojetnej [17]. Najwazniejszym parametrem, ktory charakteryzuje rysy jest
szerokos¢ jej rozwarcia. Metoda obliczania szerokosci rys zawarta w EC2 [16], oparta jest na
znanych od dawna podstawach teoretycznych [18], wykorzystanych m. in. w pracach [1, 2]
oraz w polskiej normie [14]. Wszystkie te normy podaja zalecenia oraz wzory do oblicza-
nia tej wartos$ci, jednak wiadomo, ze obliczone szerokosci rys wedlug wspomnianych norm
moga znacznie ro6zni¢ si¢ od otrzymanych podczas badan do§wiadczalnych.

Zastosowanie zasad mechaniki zniszczenia do opisania stanu naprgzenia zginanych
elementoéw zelbetowych z rysami, a zwlaszcza do obliczenia szerokos$ci rozwarcia rys pro-
stopadlych jest podejsciem perspektywicznym [3]. Stad w niniejszym pracy przedstawiono
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glowne zalozenia metody obliczania rozwarcia rys z wykorzystaniem ogolnych zatozen me-

chaniki zniszczenia oraz metody elementéw skonczonych.

2. Wyznaczenie szerokosci rys prostopadlych

Szerokos¢ rys oblicza sie na podstawie usrednionych wartosci odksztalcen w betonie i stali zbro-
jeniowej [15]. Na rysunku 1 podano gtéwne zatozenia wykorzystywane w obliczeniach. Gorny wy-
kres dotyczy odksztatcen zbrojenia zginanego elementu, dolny zas odksztatcen betonu. Na odcinku
elementu migdzy rysami odksztalcenia zbrojenia sa mniejsze od odksztatcen w przekroju przez ryse.

Odlksztalcenia w betonie

i ol B & i
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Rys. 1. Odksztalcenia w zbrojeniu i betonie rozciaganym w chwili powstania rysy [15]

Catkujac roznicg odksztatcen stali ¢ ibetonu e, naodcinku s, migdzy rysami, wyzna-

cza si¢ $rednig szerokos$¢ rysy:

W = f(s — &u)dy (1)

Pominigcie nieznanych (w stosunku do ¢ ) odksztatcen betonu rozciaganego ¢ , pozwala
okresli¢ Srednia szerokos¢ rozwarcia rysy, jako iloczyn sredniego rozstawu rys s i srednich

odksztatcen zbrojenia ¢, w przekroju przez rysg (rys. 1):
Wi = SnEon = (& — AE) )
Z kolei odksztatcenia zbrojenia ¢, oblicza sig z funkcji naprezen w przekroju zarysowanym [15].
3. Model matematyczny belki Zelbetowej

W rozpatrywanym stanie napr¢zeniowo-odksztalceniowym belki zelbetowej o prze-
kroju prostokatnym, w ktorej przy zginaniu momentem M w miejscu czystego zginania po-
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wstaje system rys prostopadlych, przyjety model matematycznym przewiduje rozmieszcze-
nie w strefie rozciagania rys o jednakowej dlugosci L z jednakowym rozstawem /. Belka
jest rozpatrywana, jako pret o nieskonczonej dlugosci ze zbrojeniem tasmowym w strefie
rozciaganej betonu (dotyczy to konstrukcji zelbetowych ze zbrojeniem zewngtrznym [11],
albo stosowane uproszczenia przy obliczaniu zwyktych belek zelbetowych ze zbrojeniem
pretowym w strefie rozciaganej). W warunkach ptaskiego stanu naprezenia pole przekroju
pretéw zbrojeniowych przyjeto, jako rownomiernie roztozone na szerokos$ci przekroju belki
w postaci warstwy sprezystej [3]. Oprocz tego, w analizowanym przypadku zrezygnowano
z otulenia zbrojenia betonem, co oznacza rozmieszczenie zbrojenia w skrajnych wiodknach
przekroju poprzecznego.

Wspolna praca zbrojenia oraz betonu belki zelbetowej powstaje wskutek przyczepnosci
pomigdzy nimi. Modelowanie tego procesu wykonuje si¢ przez podziat przekroju belki zel-
betowej na trzy cze¢sci: zbrojenie, warstwa kontaktowa (WK) pomigdzy zbrojeniem a beto-
nem, oraz podstawowa czg¢s¢ przekroju betonowego. Przez 4, h, oraz h oznaczono wysokos¢
warstwy zbrojenia, WK i podstawowej czgsci przekroju belki (rys. 2).

%
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Rys. 2. Schemat belki zelbetowej z rysami zbrojonej tasma z warstwa kontaktowa

Konieczno$¢ wprowadzenia WK jest uwarunkowana wiasciwosciami betonu, ktéry
znajduje sig¢ strefie kontaktu. Na podstawie doswiadczen ustalono [4], ze karby profilowania
zbrojenia wywoluja zjawiska destruktywne, w szczego6lnosci koncentracje naprezen w strefie
wspoétdziatania zbrojenia z betonem. W szeregu prac [3—5] proponuje si¢ nie przeprowadzac
szczegotowych badan tego zjawiska, a ogranicza¢ si¢ jedynie przepisami i zasadami tech-
nicznej teorii przyczepnosci, wedlug ktdrej zaleznosci pomigdzy naprezeniami a odksztat-
ceniami w WK sg inne w poréwnaniu z odpowiednimi zalezno$ciami materiatdéw podsta-
wowych. Ze wzgledu na ta teorig, naprezenie przyczepnos$ci t zalezy od przemieszczenia g
zbrojenia wzgledem przygranicznych wiokien WK. Zwiazek (sprgzenie, powiazanie, wia-
zanie) nieliniowy(e) w WK pomigdzy naprezeniami tnacymi przyczepnosci t a wartoscia g
podano w [5], jako:
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G,

n8 8 < &
1, In(1 + ag) - (3)
=18 ltag SS8<gv
Tinax g 8

gdzie:
G, — modut sprezystosci przy $Scinaniu WK,
aib — stale przyczepnosci, ktore otrzymuje si¢ z badan doswiadczalnych i zaleza od
rodzaju powierzchni zbrojenia, wytrzymatosci oraz typu betonu,
g, =(e—1)a,
t = ble — e —podstawa logarytmu naturalnego.
Wartos¢ g, oblicza sig, jako rozwiazanie réwnania:

In(1 + ag)

0,5Tux = B 1 +ag

, przy0<g <gu 4)

Zaleznos¢ pomiedzy g oraz odksztalceniem y,  wyraza sig stosunkiem [5]:

W modelu matematycznym zbrojenie oraz podstawowa czg$¢é przekroju belki mozna
rozpatrywac jako ciala sprezyste, ktore charakteryzuja si¢ poczatkowymi modutami sprezy-
stosci Younga E| i E oraz liczbami Poissona v iv.

Poniewaz zaleznos¢ pomiedzy wartosciami naprezen $cinajacych oraz odksztatceniami
postaciowymi w WK sa nieliniowe, to w celu znalezienia sktadowych stanu napr¢zeniowo-od-
ksztatceniowego, mozna zastosowa¢ metode zmiennych parametréw sprezystosci [6]. Zalez-
nosci pomigdzy sktadowymi naprezen o, i odksztatcen ¢; w WK mozna przedstawi¢ w postaci
prawa Hooke’a, jednak ze zmiennymi parametrami w przypadku ptaskiego stanu napre¢zenia:

euz—ixau—v%m)

E
_ 1 -
Ey = F(O‘»‘ -V GXX) (6)
-1
Yo = G Tay

Wartosci E*, n*, G* wyznacza si¢ wedtug zaleznosci:

_ G
1 + mG;

. 0,5—mG,

VT T mG, (7)

_ 1

G =4G
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gdzie:

G,=&

7
_1=2m
M="3E,

Uwzgledniajac, ze warstwa kontaktowa betonu ze zbrojeniem belki zelbetowej jest stre-
fa wysokich naprezen stycznych (tnacych), przyjmuje si¢, ze w WK wartosci 7, oraz y, sa
zalezne jedynie od 7, iy, isa odpowiednio rowne:

T = | Ty .
=170l ®

Wyznaczanie stanu naprezeniowo-odksztatceniowego belki przeprowadzono metoda
elementéw skonczonych. Belka zostata zamodelowana jako pret zbrojony, w ktérym zbro-
jenie i WK przyjmowano o wysokosci jednego elementu skonczonego. Poszukiwanymi
warto$ciami byly przemieszczenia weztow siatki elementéw skonczonych tego preta, ktore
wyznaczono ze znanego systemu liniowych rownan algebraicznych [7]:

[KKQ} ={F} )

gdzie:
[K] — globalna matryca sztywno$ci catego systemu,
{Q} — wektor przemieszczen weziow,
{F} — wektor sil weztowych, w ktérym podsumowano obciazenia zewnetrzne spro-
wadzone do weztow.

Globalng macierz sztywnosci [K] otrzymano z kilku macierzy sztywnos$ci osobnych
elementow zbrojenia, WK oraz podstawowej czesci belki. Do wymienionych macierzy
weszly moduly sprezystosci £, E, oraz liczby Poissona v i v, a takze obliczone wg for-
muty (5) — warto$ci E” i v* dla WK.

Uwzgledniajac zaleznosci (6) i (7), sprezysto-plastyczne zadanie (z nieliniowg
WK preta zbrojonego z systemem rys prostopadtych) sprowadza si¢ do rozwigza-
nia kolejnych (ciaglych) zadan sprezystych. Przeprowadzono to metoda iteracyjna,
w ktorej w pierwszym przyblizeniu zatozono w WK G, = 3G. Woéwczas zmienne pa-
rametry sprezystosci sa warto$ciami statymi E* = E, v' = v, G = G,. Nastepnie do
rozwigzywania zadania wykorzystano algorytm metody zmiennych parametréw spre-
zystosci [6].

Odlegtos¢ migdzy rysami 7 obliczono wg wzoru [8]:

L. = kﬂ’lll/tlﬂl (10)
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W
i = m W,
u = i

D
n = %

W tym wzorze:
Wp,i W _— sprezysto-plastyczne momenty (wskazniki) wytrzymatosci przekroju belki
wzgledem strefy rozciaganej przed i po pojawiania sig rysy;
A, ip, — pole przekroju oraz parametr przekroju poprzecznego zbrojenia, wspotczyn-
nik #, uwzglednia typ oraz profil zbrojenia i dla pretéw zbrojeniowych o po-
wierzchni zebrowanej przyjmuje si¢ rowny 0,7.

Przy zwigkszeniu warto$ci momentu zginajacego rysa zaczyna propagowac w przypad-
ku, kiedy wspotczynnik natgzenia naprezenia K, osiaga warto$¢ krytyczng K. dla danego
materiatu. Wspodtczynnik natg¢zenia naprezenia oblicza si¢ wedlug wzoru [7]:

Ki=EJ (11)
gdzie:

J= f(W‘nx—o’,,%n,)ds (i=1,2j=1,2)

c

J — niezalezna od obwodu catka Czerepanowa-Raisa,

C — obwod, ktéry wyznacza si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowki ze-
gara dookota wierzchotka rysy, wzgledem osi Oy,

W — gestos¢ energii odksztalcenia,

n — sktadowa wektora jednostkowego normy zewngtrznej do obwodu,

u, — sktadowa wektora przemieszczen.

Calke J oblicza si¢ przy pomocy znanych sktadowych stanu napr¢zeniowo-odksztat-
ceniowego. Warto$¢ K, . oblicza si¢ wedlug znanego wzoru empirycznego [9], w ktorym
warto$¢ modutu przyczepnosci K (K = K, (0,5m)*°) wyraza si¢ przez wytrzymatos¢ kostkowa
betonu R (R,)):

K=2VRVR przy R <350

12
K =38R  przy K > 350 (12)
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gdzie:
R — podano w KG/cm?,
K — podano w KG/cm*2,

Dla znanej wczesniej dlugosci rysy, oblicza si¢ wartos¢ K, ktdra poréwnuje si¢ z wartoscig
K,.. W przypadku ich réznicy, dtugos¢ rysy przyjmuje si¢ inna. Procedurg powtarza si¢ do uzy-
skania zbieznych warto$ci. W takim przypadku przyjmuje si¢, ze dlugosé rysy jest wyznaczona.

Obliczanie rys w belce Zelbetowej zbrojonej taSma stalowa mozna wykonaé réwniez
z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych. Zamodelowano pret o wysokosci 4,
szerokosci b oraz dlugosci 6A4. System wielu rys w belce zamieniono na system z trzema
rysami (rys. 2). Obliczenia przeprowadzono dla rysy srodkowej. Uwzgledniajac symetrie
belki z rysami, rozpatrywana jedynie jej potowe, dla ktorej zostata zbudowana siatka nume-
ryczna z elementéw skonczonych, zawierajaca 400 liniowych czterokatnych komorek ele-
mentarnych. Uktad wspotrzednych xy przyjeto z poczatkiem w dolnej czesci siatki. O§ Oy
skierowano wzdtuz rysy, Ox — wzdtuz dolnych widkien zbrojenia. Warstwe zbrojenia oraz
WK przyjeto o wysokosci jednego elementu skonczonego. Siatka numeryczna byta zagesz-
czana w poblizu wierzchotkow oraz osi rys. Wartos¢ szerokos$ci rozwarcia rysy wyznaczono
podwajajac wartos$¢ przemieszczenia wezla (poniewaz rozpatrywano potowa preta), ktory
znajdowat si¢ na pograniczu WK i podstawowej czgsci przekroju belki.

4. Obliczenia liczbowe oraz wyniki obliczen

W celu weryfikacji proponowanej metody obliczania rozwarcia rys, uzyskane wyni-
ki poréwnano z wynikami badan doswiadczalnych [10] oraz z wynikami obliczen szero-
kosci rys w strefie czystego zginania belki zelbetowej wedtug norm [1, 2] oraz Eurokodu
2 [13, 15-17]. Wszystkie oznaczenia we wzorach obliczeniowych pozostawiono zgodnie
z przyjetymi w oryginatach wykorzystanych Norm.

W normie SNiP 1989 [1] obliczenia wartosci szerokosci rozwartosci rys prostopadtych
acrc wykonuje si¢ wedhug wzoru:

e = 00 2-20(3,5 — 1001)¥ d (13)

E

Wg Eurokodu 2 [15] szeroko$¢ rys w, mozna obliczy¢ ze wzoru:

Wi = Sramax (Ean — Eam) (14)
w ktorym:
s — maksymalny rozstaw rys,

r,max

¢, — srednie odksztalcenie zbrojenia,
¢ — Srednie odksztalcenie betonu migdzy rysami.

ci
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Wartos¢ ¢, — ¢, mozna obliczac ze wzoru:

0, — k(1 4 ap,.
En— Een = 1 Pm/f( Pras) (15)
sm cm T E

gdzie:
o, — mnaprezenie w zbrojeniu rozcigganym, obliczone przy zalozeniu, ze przekrdj
jest zarysowany,
o, — stosunek E/E .

A+ &A,

c.eff

(16)

Opetr =

A, 4,,,¢— jak zdefiniowano w [16].

Obliczenia liczbowe przeprowadzono dla belki badawczej o parametrach podanymi
w pracy [10] (belka BI-3):

h=0,365m, b=0,144 m, E, = 190000 MPa, R = 54,9 MPa, M, = 12,7 kNm, p = 0,94%,
A =4,9410% m2,

gdzie:
b — szerokos$¢ belki,
p — stopien zbrojenia,
M _ — moment rysujacy,

cre

A — pole przekroju zbrojenia.
a3 -
a,, MPa - =
02 — =

- —
—
) o, MPa
100 200 300 400
Rys. 3. Zaleznosci szeroko$ci rozwarcia rys od naprgzenia w zbrojeniu o
wg proponowanej metody [12] ~ =====—-= wg Eurokodu 2 [16]
= = = wgwzoru podanego w [1] A wg badan doswiadczalnych w [10]

— — — wg wzoru podanego w [2]
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Wysoko$¢ zbrojenia 4, w siatce elementéw skonczonych modelu wyznaczono, jako sto-
sunek wartosci 4 do szerokosci belki 5. Wysokos¢ WK przyjeto rowna wysokosci tasmy
(h,= h,). Liczbg Poissona v, dla stali przyjeto 0,3; dla betonu oraz WK (poczatkowy) — 0,2.
Modut sprezystosci betonu i granicg plastycznosci zbrojenia stali klasy A-IV (20XGST) po-

dano w pracy [8].

Obliczenia wykonano do chwili osiagnigcia w zbrojeniu, w przekroju zarysowanym
napr¢zen normalnych o réwnych granicy plastycznosci (400 MPa). Na wykresach (rys. 3)
pokazano zaleznos$ci szerokosci rozwarcia rys od naprezen w zbrojeniu w przekroju zaryso-

wanymg_.

5. Whnioski

1) Wyniki obliczen przeprowadzonych wedtug zaproponowanej metody, zadowalajaco
zgadzaja si¢ z wynikami badan doswiadczalnych. Maksymalna réznica pomi¢dzy wy-
nikami badan doswiadczalnych a wynikami obliczen stanowi 13,9%, 108,1 % — dla
wzoru podanego w [1], 48,7% — dla wzoru podanego w [2] oraz 32,4% — dla wzoru
podanego w [16]. Minimalna réznica wynosi odpowiednio — 1,6%, 15,8%, 62,1% oraz
12,0%.

2) Wykorzystanie przedstawionej w artykule metody obliczenia szerokos$ci rozwarcia rys
prostopadlych w belkach zelbetowych umozliwia osiagnigcie lepszej doktadnosci wyni-
kéw obliczen w pordwnaniu ze stosowanymi metodami w normach projektowania.
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