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1. Wprowadzenie

Klasyczna metoda elementéw skonczonych jest metoda wydajng i uniwersalna, z zastosowa-
niem wielu dostepnych pakietow — rowniez tatwa w uzyciu. W zastosowaniu do symulacji niecia-
glego osrodka z odwzorowaniem nieciaglosci wprost ma jednak pewne istotne ograniczenia. W cig-
gu ostatnich kilkunastu lat pojawity si¢ uogdlnienia tej metody stosujace generalnie rzecz ujmujac
nowe metody aproksymacji, z ktorych wiele opartych jest na tzw. podziale jednosci. W rezultacie, na
bazie metody elementdw skonczonych i metody ro6znic skonczonych, powstaty metody bezsiatkowe
(MFree), metody wzbogaconej aproksymacji metody elementéw skonczonych (XFEM) i metoda
rozmaitosci numerycznych (MM). Wszystkie te metody majg zdolnos¢ naturalnego odwzorowania
nieciagtosci bez klopotliwych operacji przebudowy siatki. Kazda z nich jest zdolna do symulacji
osrodka ciaglego, osrodka nieciaglego oraz rozpadu osrodka w jednym, spdjnym schemacie nume-
rycznym (kazda z nich w innym). Po uzupetnieniu o algorytmy rozpoznawania kontaktéw meto-
dy te nabieraja cech metod elementdéw dyskretnych. Sa to na razie rozwiazania laboratoryjne, nad
ktérymi pracuja matematycy, numerycy i programiscei, ktore nie trafily jeszcze w rece inzynierow.
Jednak w przysztosci ze wzgledu na swoje cechy moga stanowi¢ alternatywe dla metody elementow
skonczonych i metody elementéw odrgbnych w symulacjach geomechanicznych i budowlanych.

2. Odwzorowanie nieciaglosci w MES

Mechaniczne oddzialtywanie nieciggtosci i sieci nieciagto$ci jest realizowane w mo-
delach metody elementow skonczonych (ale tez i innych metodach osrodka ciagtego lub
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dyskretnego) zasadniczo na cztery sposoby:
1) Posrednio, przy pomocy continuum o ekwiwalentnych parametrach.
2) Wprost przy pomocy elementéw taczacych (joint element, segment-to-segment element)
pokrywajacych powierzchnie nieciaglosci (rys. 1),
3) Wprost przy pomocy predefiniowanych powierzchni kontaktu (w schemacie master-
slave, general contact, self-contact lub innych) (rys. 2),
4) wprost przy pomocy specjalnych sformutowan, takich jak XFEM, MFree, MM.

Rys. 1. Przyktady elementdw taczacych w metodzie elementéw skonczonych
(a) element Goodmana [18], (b) Ghaboussiego [16], (c) Zienkiewicza [67], [22],
(d) Buczkowskiego i Kleibera [10], (e) cienki element laminarny [64]

Rys. 2. Po lewej kontakt elementow skonczonych.
Po prawej u gory kontakt wezel-powierzchnia z interpolacja elementowa
a na dole z wygtadzona interpolacja [65]

Klasyczna metoda elementow skonczonych nadaje si¢ bardzo dobrze do posredniej
symulacji nieciaglego masywu skalnego w schemacie ekwiwalentnego continuum. Nada-
je si¢ réwniez do symulacji wprost nieciagtosci i nieciagtego masywu skalnego, ale jedy-
nie z nielicznymi powierzchniami nieciaglosci. Istnienie w modelu wielu nieciagtosci od-
wzorowanych wprost przy pomocy elementéw taczacych lub powierzchni kontaktu bardzo
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utrudnia zbudowanie dobrej jakosci siatki elementow skonczonych, szczegdlnie w modelach
przestrzennych, moze wywotywac zte uwarunkowanie macierzy i problemy ze zbiezno$cig
rozwiazania oraz negatywnie wptywa na dokltadnos¢ rozwigzania. Wprowadzenie kazdej no-
wej lub modyfikacja istniejacej powierzchni nieciaglosci wymaga recznej lub automatycz-
nej przebudowy siatki w duzym obszarze. Symulacja propagacji szczelin i stref spgkania
réwniez wymaga przebudowy siatki elementow skonczonych, co zwigksza koszt obliczen
i powoduje problemy techniczne.

Metody adaptacyjne umozliwity postgp i czgsciowo rozwiazywaly wiele proble-
mow i ograniczen klasycznej metody elementéw skonczonych. Adaptacyjna, automa-
tyczna przebudowa siatki, optymalizuje siatke i poprawia doktadno$¢ wynikéw mozli-
wie najmniejszym kosztem numerycznym (rys. 3). Przebudowa siatki dostosowuje ja do
zmienionej geometrii zadania w trakcie symulacji (np. przy duzych deformacjach czy
propagacji pgknigé). Automatyczna generacja siatki, ktora jest bardzo skuteczna i efek-
tywna w zagadnieniach ptaskich, napotyka na duze, ciagle nie rozwiazane trudnosci
w modelach przestrzennych.

Rys. 3. Przebudowa siatki elementéw skonczonych metoda h-adaptacji [66]:
(a) oryginalna siatka (b) podziat elementow na mniejsze
(c) calkowita przebudowa siatki (d) zmiana potozenia weziow

Nowe sformutowania metody elementow skonczonych ze wzbogacaniem aproksy-
macji, metody bezsiatkowe i metoda rozmaitosci obiecujq niemal catkowite uwolnienie od
wigkszosci ograniczen tradycyjnej metody elementdw skonczonych w symulacji nieciaglo-
$ci 1 nieciaglego masywu skalnego.

3. Metody bezsiatkowe
Skoro struktura elementéw z predefiniowanymi ksztattami, wymiarami i relacjami po-

miedzy weztami jest zrédlem pewnych ograniczen metody elementéw skonczonych, zupet-
nie naturalne jest poszukiwanie rozwiazan bezelementowych lub bezsiatkowych.
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Metody bezsiarkowe (ang. meshfree, meshless, element free, w skrocie MFree) sa gene-
ralnie metodami numerycznego rozwiazywania rdwnan rézniczkowych czastkowych opisu-
jacych zjawiska fizyczne, w tym problemy inzynierskie. W metodach bezsiatkowych nie ma
elementdéw potaczonych w siatke, sa jedynie punkty (wezly) reprezentujace obszar i brzeg
modelu bez z gory zdefiniowanych $cistych relacji [31]. Dodawanie lub likwidowanie we-
ztow nie ma zadnych skutkow dla wezldw sasiednich i nie wymaga przeorganizowania catej
struktury siatki na okoto jak w przypadku MES. Zdefiniowanie nieciagtosci lub dotozenie
nowej plaszczyzny nieciaglo$ci nie wymaga przebudowy modelu, co najwyzej zageszczenia
weztow. W obszarach, gdzie istotna jest duza doktadnosé obliczen (np. w strefach koncen-
tracji naprezen lub w okolicy wierzchotka peknigcia), rowniez nie trzeba przebudowywac
siatki, wystarczy doda¢ tam wezly, aby uzyska¢ wysoka doktadnosé. Podejscie adaptacyjne
z zastosowaniem metod bezsiatkowych jest na tyle tatwe do algorytmizacji i automatyzacji,
ze nie wymaga r¢cznej ingerencji w 2D ani w 3D. Metody bezsiatkowe wydaja si¢ zatem
cickawa alternatywa dla MES w rozwigzaniach liniowych, nieliniowych, statycznych i dyna-
micznych problemdéw mechaniki ciata statego oraz geomechaniki.

W metodach elementéw skonczonych i brzegowych struktura siatki jest wykorzystywa-
na do dyskretyzacji i aproksymacji ztozonych rownan rézniczkowych czastkowych przy po-
mocy uktadu réwnan algebraicznych. Metody bezsiatkowe dla sformutowania uktadu row-
nan algebraicznych wykorzystuja zbior weztdw, ktory reprezentuje a nie dyskretyzuje obszar
i jego brzeg (rys. 4). Niektore metody bezsiatkowe przeprowadzaja catkowanie w oparciu
o proste, pomocnicze siatki, ale zadne nie wykorzystuja siatek do interpolacji.

wezly elementy trojkatne  wezly

Rys. 4. Po lewej: siatka weztow 1 elementow skonczonych dyskretyzujaca obszar.
Po prawej: wezly metody bezsiatkowej reprezentujace obszar i brzeg modelu [31].
Na dole: obszar wptywu obejmujacy wezty wykorzystane do interpolacji
i budowy funkcji ksztattu dla punktu x (ktéry moze ale nie musi by¢ weztem) [31]

Funkcje ksztattu w metodzie elementow skonczonych sa budowane dla elementdw, sa
takie same dla wszystkich elementdw o tym samym ksztalcie i sg znane przed uruchomie-
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niem symulacji. W metodach bezsiatkowych funkcje ksztattu po pierwsze sa budowane dla
wybranych punktéw i sa rézne dla réznych punktow. Po drugie sa budowane w oparciu o we-
zty. Po trzecie sa budowane w trakcie a nie przed symulacja. Budowa funkcji ksztattu jest
kluczowym problemem metod bezsiatkowych, dlatego tak wazny jest wybor i whasciwosci
metody aproksymacyjnej stosowanej do budowy funkcji ksztattu.

W klasycznej metodzie elementéw skonczonych wiasciwosci materiatowe mozna swo-
bodnie definiowa¢ w obszarze, nawet dla kazdego pojedynczego elementu z osobna. W me-
todach bezsiatkowych mozna co prawda definiowac strefy o réznych wlasciwosciach ma-
terialowych, ale ciagle nierozwigzane sa problemy z reprezentacja powierzchni granicznej
i doktadnosciag szacunkdéw naprezen w poblizu tej powierzchni [31].

Przyktadanie warunkéw brzegowych w metodach bezsiatkowych jest przeprowadza-
ne wedhug podobnych zasad jak w MES, ale przytozenie warunkdéw przemieszczeniowych
w niektorych metodach bezsiatkowych wymaga pewnych dodatkowych operacji i nie jest
tak tatwe jak w MES. Metody bezsiatkowe rdéznia sie od siebie, ale mozna wskaza¢ kilka
wspolnych etapow budowy modelu i symulacji:

1) Generacja wezldw reprezentujacych obszar i brzeg modelu. Zadanie warunkéw brzego-
wych (lub tylko obcigzeniowych warunkéw brzegowych).

2) Interpolacja przemieszczen i budowa funkcji ksztattu na podstawie wezldw w lokalnym
obszarze wplywu.

3) Utworzenie uktadéw réwnan dla weztéw i ztozenie ich do globalnego uktadu réwnan

(zadanie przemieszczeniowych warunkéw brzegowych).

4) Rozwiazanie globalnego uktadu rownan, obliczenie przemieszczen.
5) Obliczenie pdl odksztatcen i naprgzen.

Macierze sztywnosci metod bezsiatkowych sa macierzami pasmowymi, symetrycznymi
lub nie, w zalezno$ci od metody. Doktadno$¢ uzyskiwana metodami bezsiatkowymi jest ge-
neralnie lepsza niz MES, ale czas obliczen dtuzszy, niekiedy nawet kilkadziesiat razy [5, 31].
W ostatnich latach mozna zaobserwowac znaczna poprawe wydajnosci algorytmow najlep-
szych metod bezsiatkowych. Dostgpne aplikacje bezsiatkowe to glownie programy akade-
mickie wykorzystywane do sprawdzania rozwiazan i badania witasciwosci szczegodlnych
sformutowan. Nieliczne, specjalizowane programy komercyjne nie stanowig uniwersalnych
platform symulacji inzynierskich i nie dorownuja na razie systemom MES.

Metody bezsiatkowe rozwingly si¢ gwattownie w latach 90., ale ciagle wiele ich istotnych pro-
bleméw czeka na rozwiazanie. Trwa dyskusja i ocena wazniejszych sformutowan oraz standaryza-
cja nazewnictwa. Wazniejsze, utrwalone juz w bibliografii metody bezsiatkowe (w oryginalnym an-
gielskim nazewnictwie) to: Boundary node method [40], Boundary point interpolation method [19],
Element free Galerkin method (EFG) [6], Finite point method (FPM) [29, 44], hp cloud method
[14, 30], Local boundary integral equation (LBIE) methods [3], Local Petrov—Galerkin (MLPG)
[3], Method of finite spheres [13], Moving least squares reproducing kernel method (MLSRK) [33],
Natural element method (NEM) [59], Particle finite element method (PFEM) [20], Partition of unity
method (PUM) [4], Reproduction kernel particle method (RKPM) [32], Smooth par diffuse element
method (DEM) [42], Smooth particle hydrodynamics (SPH) [34].
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Metody bezsiatkowe sa zwykle kojarzone i poréwnywane z MES, dlatego warto przy-
pomnie¢, ze za jedna z pierwszych metod bezsiatkowych uwazana jest uogélniona MRS dla
dowolnych nieregularnych siatek opracowana przez Liszke, Orkisza, Kroka i innych [25, 29]
nazywana obecnie Finite point method. Dorobek tej metody przyczynit si¢ generalnie do
rozwoju metod bezsiatkowych, w szczegdlnosci metody hp-cloud. Metody bezsiatkowe sa
réwniez wykorzystywane w sformutowaniach majacych swoje zrédta w metodzie elemen-
tow brzegowych, na przyktad Boundary node method [40].

Na rysunkach 5, 7 1 6 pokazano przyktady zastosowania metod bezsiatkowych. Metody
bezsiatkowe, posiadaja aparat do bardzo dobrej i efektywnej symulacji propagacji pgknigc,
dlatego w przysztosci metody te moga by¢ szczegolnie przydatne do symulacji stref znisz-
czenia i rozwoju sieci szczelin w masywie skalnym. Potaczenie ich z algorytmami wykrywa-
nia kontaktu [27] otwiera mozliwo$¢ rozwiazywania zadan typowych dla metod elementéw
dyskretnych oraz symulacji rozpadu osrodka skalnego [48]. Wszystko to moze spowodowac,
ze metody bezsiatkowe beda miaty zastosowanie w symulacji niecigglego i blokowego ma-
sywu skalnego oraz inne zastosowania w geoinzynierii [46, 55, 62] i budownictwie [8, 47].
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Rys. 5. Przyklad zastosowania metod bezsiatkowych.
Proste modele numeryczne masywu skalnego [62]

Rys. 6. Przyktady zastosowania bezsiatkowej metody EFG.
Po lewej symulacja eksplozji tadunku wybuchowego
na powierzchni betonowej ptyty [48]. Po prawej symulacja propagacji peknig¢ [48]
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Jednak najpierw musza by¢ rozwiazane istniejace problemy metod bezsiarkowych, w tym
poprawiona szybko$¢ obliczen i musza one zostaé zaimplementowane w postaci szeroko
dostepnych komercyjnych lub niekomercyjnych aplikacji.

4.

Rys. 7. Przyktad zastosowania bezsiatkowej metody RKPM
(Reproducing Kernel Particle Method) i bezsiatkowego algorytmu wykrywania kontaktu.
Symulacja uderzenia odksztatcalnego preta w sztywna plyte.
Polowa przekroju modelu osiowosymetrycznego [27]

Metody wzbogacania aproksymacji elementéw skonczonych

Pod koniec lat dziewigédziesiatych atrakcyjng alternatywa dla metod bezsiatkowych

staly si¢ warianty metody elementéw skonczonych, ktore kosztem wzbogacenia weztow
i elementow siatki elementdéw skonczonych o dodatkowe stopnie swobody pozwalajg na do-
wolne odwzorowanie predefiniowanych lub propagujacych nieciaglosci wewnatrz elemen-
tow bez potrzeby przebudowy siatki elementow. Byly to:

uogdlniona metoda elementéw skonczonych (Generalized FEM), ktéra do aproksyma-
cji wykorzystuje lokalne rozwiazania analityczne [4, 57, 58],

metoda oparta na niejednorodnej aproksymacji metoda hp-cloud [43],

hierarchiczna MES wykorzystujaca koncepcj¢ podziatu jednosci [60],

wreszcie najbardziej obecnie znana tzw. rozszerzona metoda elementéw skonczonych
(eXtended FEM, XFEM) [38] wprowadzajaca specjalne funkcje przemieszczenia do
standardowej metody elementéw skonczonych i umozliwiajaca odwzorowanie prak-
tycznie dowolnej geometrii nieciaglosci.

Nie jest przypadkiem, ze tworcy XFEM i pokrewnych metod wczesniej rozwijali meto-

dy bezsiatkowe. Pomostem pomigdzy metodami bezsiatkowymi i metoda elementow skon-
czonych w sformutowaniach XFEM sa wspdlne techniki aproksymacyjne a szczegolnie tzw.
podzial jednosci (ang. partition of unity). Podziat jednosci to zbior m dodatnich, ciagtych C,
funkgcji f,(x) dla ktérych zachodzi:
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gﬁ(X) =1 (1)

Mozna udowodni¢, ze dla dowolnej funkcji y(x) zachodzi wtedy roéwniez:
§ﬁ<x>¢<x> = (%) @)
W klasycznej MES, funkcje ksztattu N, sa podziatem jednosci i dla elementu o n wezlach:
ZN,» =1 3)

Na koncepcji podziatu jednosci opieraja si¢ funkcje wzbogacajace w metodzie XFEM
iinnych [23, 39, 61].

Aproksymacja nieciaglego pola przemieszczen opiera si¢ na specjalnie dobranych funk-
cjach ksztattu, zdefiniowanych przy pomocy funkcji wzbogacajacych. Dla zdefiniowania
brzegu nieciagtosci i dla aproksymacji pola przemieszczen tworzone sa dodatkowe, nieza-
lezne, wirtualne stopnie swobody.

Geometria modelu i nieciaglosci w metodzie XFEM nie musi by¢ zgodna z siatka elemen-
tow skonczonych a dotozenie Iub likwidacja nieciagltosci w modelu nie wymaga przebudowy
siatki (rys. 8). Stosunkowo niewielkim kosztem dodatkowych stopni swobody uzyskuje si¢ przy
tym znaczng poprawe doktadnosci rozwigzania w poblizu nieciaglosci. Mimo ze XFEM zostata
opracowana z mysla o propagacji pgknigé, jej zalety moga by¢ wykorzystywane w wielu innych
problemach, szczegdlnie w mechanice skat, gdzie liczne nieciagtosci, propagacja sieci szczelin
i stref spekania majq wielkie znaczenie ale sg trudne do symulacji innymi metodami.

XFEM ma wiele nie rozwiazanych w zadawalajacy sposob problemow, ale jest dopiero
na wczesnym etapie rozwoju, ciagle nastepuje gwattowny postep koncepcyjny.
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Rys. 8. Po lewej -— geometria modelu XFEM nie musi by¢ zgodna z siatka elementow [22].
W srodku — nieciaglo$¢ i wzbogacone wezty wokot niej. Po prawej — zwykte i wzbogacone wezty
wokot nieciaglosci geometrycznych na nieregularne;j siatce elementoéw skonczonych [23]
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Poligonem rozwojowym tej metody jest mechanika pgkania [37, 56, 63]. Metoda ma
zastosowanie w symulacji zachowania sie materiatow kompozytowych [41] i problemach
duzych deformacji [15]. Niedawno Menouillard i inni [36] przedstawili catkowicie jawne
sformutowanie XFEM. Réthoré i inni [49] wykorzystali koncepcj¢ podziatu jednosci dla
zmiennej czasowej do sformutowania metody Time eXtended FEM (TXFEM).

Nieciaglosci w metodzie XFEM sg odwzorowywane w inny sposob niz w klasycznej MES
1 oddzialywania na kontakcie pomigdzy powierzchniami tych nieciaglosci musza by¢ réwniez ob-
stugiwane w inny sposob. Najczesceiej stosuje si¢ rozne modele z tarciem na kontakcie lub ze strefg
kontaktowa. Kontakt na powierzchniach nieciaglosci jest przedmiotem zainteresowania badaczy od
powstania XFEM i nastgpuje szybki postep w jakosci rozwiazan i zakresie symulowanych oddzia-
tywan kontaktowych. Znane sa wydajne metody Sledzenia przemieszczajacych si¢ kontaktow [45],
z zastosowaniem ktorych XFEM moze w przysztosci efektywnie rozwiazywaé nawet bardzo ztozo-
ne problemy kontaktowe [1, 2, 24]. Bardzo ciekawa jest zaproponowana przez Belytschkg i innych
[9] technika przejscia z rozwiazaniem XFEM od osrodka ciaglego do dyskretnego.

Zaletami XFEM sg zdolno$¢ do odwzorowywania geometrii nieciaglosci niezaleznie od
siatki elementow skonczonych, tatwa symulacja postgpujacej propagacji spekan i doktadnosé
estymacji w poblizu nieciaglosci. Oprocz tego metoda wykorzystuje zalety tradycyjnej MES
w symulacji niejednorodnosci i nieliniowos$ci materiatu oraz tatwo$¢ zadawania warunkow
brzegowych. Laczy zatem zalety standardowych metod siatkowych i metod bezsiatkowych.
Wydaje si¢, ze w przysztosci moze by¢ szczegodlnie przydatna do symulacji nieciagltego masy-
wu skalnego i rozwigzywania problemow geomechaniki, geotechniki i budownictwa [7, 22].

Poza programami akademickimi i niewielkimi systemami open source nie jest zaimple-
mentowana w rozwigzaniach komercyjnych. Wyjatkiem jest systemem ABAQUS, ktory od
wersji 6.9 wypuszczonej potowie 2009 udostgpnia swoim uzytkownikom procedury XFEM
przeznaczone do symulacji propagacji peknieé (rys. 9).

5. Metoda rozmaito$ci numerycznych

Metode rozmaitosci (ang. Manifold method lub Numerical manifold method, w skrdcie
MM lub NMM) mozna uwaza¢ za uogolnienie metody elementéw skonczonych, taczace
w jednorodnej formalnie postaci techniki analityczne metody elementow skonczonych i ana-
lizy nieciaglych deformacji [21, 50, 51, 53]. Pojecie ,,rozmaitosci” pochodzi od rozmaitosci
rézniczkowych i zostato zaczerpnigte przez Gen-Hua Shi z topologii i geometrii r6zniczko-
wej. Rozmaitosci w metodzie MM lacza wiele réznych naktadajacych si¢ na siebie i pokry-
wajacych caly obszar modelu obszarow.

Kluczem do jednolitego traktowania deformacji ciagltych i nieciagtych jest struktura pokry¢
skonczonych zbudowana z oddzielnych i niezaleznych siatek matematycznej i fizycznej. Siatka
fizyczna opisuja fizyczny obszar modelu jego brzeg, nieciagtosci i strefy rdzniace sie wiasciwo-
$ciami fizycznymi. Siatka matematyczna nie zalezy od geometrii modelu ani wiasciwosci mate-
rialu 1 moze by¢ definiowana niezaleznie od nich. Sktada si¢ z matematycznych pokry¢ o dowol-
nych ksztattach i wymiarach, ktérych suma zawiera caty obszar modelu fizycznego.
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Rys. 9. Problem propagacji wielu karbéw metoda XFEM, ABAQUS 6.9/Standard [17].
U goéry — poczatkowa geometria i uktad karbow. W srodku — wytezenie Hubera
dla poczatkowej geometrii. Na dole — propagacja karbow po pigciu quasi-statycznych przyrostach.
Na schematach u gory i na dole wida¢ wzbogacone wezty XFEM

Na rysunku 10 pokazano przyktadowe siatki (a) matematyczng sktadajaca si¢ z trzech ma-
tematycznych pokry¢ oraz (b) siatke fizyczna definiujaca brzeg 1 pozioma nieciagltos¢. Ztozenie
tych dwoch siatek daje opis problemu w metodzie rozmaitosci. Przecigcie matematycznego
pokrycia i sieci fizycznej nazywane jest pokryciem fizycznym. Na przyktad przecigcie pokry-
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cia matematycznego M, i sieci fizycznej daje dwa przecigcia fizyczne oznaczone P}, P}. Dwa
przecigcia dlatego, ze nieciagtos$¢ dzieli pokrycia matematyczne na dwie czgsci i wyodrgbnia
dwa roztaczne pokrycia fizyczne. Cz¢$¢ wspodlna pokry¢ fizycznych nazywana jest elementem
rozmaitosci. Rysunek 11 ilustruje sposdb definiowania elementéw rozmaitosci na przyktadzie
ptaskiego zagadnienia. U gory (a) widaé nalozone na siebie dwie siatki: matematyczna (regu-
larna na bazie tréjkatéw, cienkie linie) i fizyczna (geometria obszaru, grube linie). Wszystkie
pokrycia matematyczne maja ksztalt wieloboku, jak pokazane obok pokrycie matematyczne
M,. Przecigcie pokrycia matematycznego M, i siatki fizycznej daje pokrycia fizyczne Pj i P;
widoczne na rysunku 11 (b) i (c). Wszystkie pokrycia fizyczne widoczne na rysunku 11 bic
(P}, P, Py oraz P}, P, P3) otrzymano analogicznie. Na rysunku 11 (b) widaé jak cze$¢ wspdlna
trzech fizycznych pokryé Pj, P, P} tworzy element rozmaitosci a na rysunku 11 (c) jak czes¢
wspolna trzech innych fizycznych pokryé P, P}, P; tworzy inny element rozmaitosci.

@ ke (D) ©
M
% A1)

Pokrycie

Pokrycie
matematyczne,
M

matematyczne
M

A

Pokrycie fizyczne P{  Pokrycie fizyeme P! Pokryeie fizycene P!

]

Pokrycie fizyczne PY  Pokrycie fizyczne P? Pokrycie fizyczne Py

Rys. 10. Siatki matematyczna i fizyczna w metodzie rozmaitosci:

(a) siatka matematyczna ztozona z trzech pokry¢ matematycznych;

(b) siatka fizyczna; (c) nalozenie siatki matematycznej i fizycznej
(d) pokrycia fizyczne [21]

W schemacie metody rozmaitosci, pokrycia fizyczne i elementy rozmaito$ci sg uogol-
nieniami wezldw i elementdéw klasycznej metody elementow skonczonych.

Metoda rozmaitosci rozdziela dziedzing aproksymacji od dziedziny catkowania w ten
sposob, Ze ta pierwsza jest definiowana tylko przez pokrycia matematyczne a ta druga tylko
przez siatke fizyczng odpowiadajaca geometrii modelu. Pokrycia matematyczne definiuja funk-
cje przemieszczen a siatka fizyczna ogranicza obszar calkowania. Catkowanie po elementach
rozmaitosci o dowolnym ksztalcie odbywa si¢ szczegdlng metoda sympleksowa opracowana
przez [52]. Do aproksymacji wykorzystywany jest podziat jednosci, czyli ta sama technika, kto-
ra jest wykorzystywana w wielu uogdlnieniach MES ze wzbogacaniem wezlow oraz niektorych
metodach bezsiatkowych. Lokalne funkcje przemieszczen sa zdefiniowane na kazdym osobnym
pokryciu i potaczone razem tworza globalng funkcj¢ przemieszczen. Potaczenie to odbywa sie
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Rys. 11. Ilustrac_]a sposobu definiowania elementdw rozmaitosci: (a) natozone dwie siatki:
matematyczna i fizyczna (b) i (c) pokrycia fizyczne i elementy rozmaitosci
otrzymane jako czg¢$¢ wspdlna pokryé fizycznych [21]

za pomocg wag speltniajacych warunek podziahu jednosci. Globalna funkcja przemieszczen jest
tworzona przy pomocy tych wag z wykorzystaniem wlasciwosci podziatu jednosci. Globalne
zachowanie si¢ modelu jest zatem wyliczane przy pomocy funkcji zdefiniowanych lokalnie.
System skonczonych pokry¢ tworzony przez obie siatki i jest na tyle elastyczny, ze moze odwzo-
rowywaé zachowanie sie zardwno ciaglych, jak i nieciaglych osrodkdéw z ruchomymi brzegami
(czyli z ewoluujaca geometria modelu tak jak np. w problemach propagacji szczeliny). Siatka
matematyczna moze by¢ regularna i niezalezna od geometrii modelu i wystgpujacych w nim
nieciaglosci, dlatego jej generacja jest bardzo fatwa a modyfikacje sieci nieciagtosci lub rozwdj
peknigcia nie wymagaja adaptacji siatki. Sprawia to, ze metoda moze by¢ bedzie szczeg6lnie
przydatna w symulacji nieciaglego masywu skalnego (rys. 12).

Shi zintegrowal metodg rozmaitosci z algorytmami analizy kinematycznej i wykrywania kon-
taktow, co uczynilo z niej metode spehiajaca kryteria metody elementéw dyskretnych. Oryginalne
sformutowanie metody rozmaitosci dotyczyto zagadnienia ptaskiego [50, 51, 54]. Terada przedstawit
nieliniowa analiz¢ osrodka niejednorodnego i nazwat ja metoda pokry¢ skonczonych (ang. finite co-
ver method FCM). Bardzo waznym krokiem bylo pojawienie si¢ niedawno pierwszych sformutowan
i eksperymentalnych programow trojwymiarowej metody rozmaitosci [21, 35]. Metoda rozmaitosci
z algorytmami wykrywania kontaktow taczy metode symulacji osrodka ciagtego i dyskretnego [53].
Wigkszos¢ publikacji na razie dotyczy albo rozwiazan plaskich, albo przestrzennych bez wykrywania
kontaktow, ale nad metoda rozmaitoscei pracuje kilka zespolow badawczych i wydaje sie, ze nastapi
szybki rozwdj koncepcyjny metody, i pokonanie probleméw wydajnosci towarzyszacych przejsciu
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Rys. 12. Analiza stateczno$ci wyrobisk w nieciaglym masywie skalnym metoda rozmaitosci [53]

od rozwiazan ptaskich do przestrzennych. Jezeli tak sig stanie i metody rozmaitosci z eksperymental-
nej stanie si¢ komercyjna, jej silna pozycja w mechanice skat, gornictwie, budownictwie i geotechni-
ce wydaje si¢ kwestig czasu. Na razie jednak metoda jest w fazie bardzo wczesnego rozwoju i poza
kilkoma akademickimi programami nie sa dostepne Zadne aplikacje komercyjne. Oprocz tworcy
metody Gen-Hua Shi i wymienionych wyzej, do rozwoju metody rozmaito$ci przyczynili si¢ miedzy
innymi Chen i inni [11], Chiou i inni [12], Li i inni [26], Lin [28].

6. Podsumowanie

Metoda elementow skonczonych jest metoda wydajng i uniwersalna, z zastosowaniem
wielu dostgpnych pakietdw rowniez tatwa w uzyciu. Najbardziej kosztownym i trudnym eta-
pem budowy modelu i symulacji MES jest tworzenie siatki elementéw i z siatka elementow
w klasycznej postaci zwigzanych jest wiele wad tej metody ujawniajacych si¢ w symulacji
nieciaglego masywu skalnego. Nieciagtosci musza by¢ zgodne z geometria siatki elemen-
tow. Predefiniowanie wielu powierzchni nieciagtosci powaznie komplikuje geometrig siatki
elementdéw skonczonych, wymusza jej zaggszczenie, pogarsza jakos¢ elementdw, znacznie
utrudnia jej automatyczng generacj¢. Doktadnos$é rozwiazania cierpi na skutek znieksztal-
cen elementéw w problemach duzych odksztalcen. Symulacja propagacji szczelin wzdtuz
dowolnych, ztozonych $§ladéw i ptaszczyzn niezgodnych z geometria wezidow jest rowniez
trudna. Automatyczna, krokowa przebudowa siatki elementéw moze zapobiega¢ deforma-
cjom elementéw i dostosowywac siatke elementéw do geometrii sieci nieciggtosci ale tylko
w modelach ptaskich. W symulacjach przestrzennych metody adaptacyjne wymagaja wiel-
kich mocy obliczeniowych i nie sa wystarczajaco efektywne w praktycznych symulacjach
duzych probleméw geomechanicznych.

Nowe metody takie jak XFEM, MFree i MM zdaja si¢ taczy¢ zalety tradycyjnych sfor-
mutowan metod osrodka ciagtego ze swoboda i efektywnoscia odwzorowania predefiniowa-
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nych lub propagujacych nieciagltosci. Metody te dysponuja juz praktycznymi mozliwoscia
symulacji nieciagtosci i stref kontaktowych. Kazda z tych metod juz na obecnym etapie
rozwoju ma sformulowania, pozwalajace na rozpad obszaru nieciagltego na dyskretne bloki
czyli przejscie od modelu osrodka ciagtego do modelu osrodka dyskretnego. Dysponujg al-
gorytmami wykrywania kontaktéw i oddziatywan na powierzchniach nieciagtosci. Metody

te sa w trakcie rozwoju i ciagle opracowywane sa nowe i lepsze modele mechaniczne i kine-
tyczne oddziatywan na powierzchniach nieciaglosci. Nie stanowig one jeszcze alternatywy
dla klasycznych metod, ale moga nig by¢ juz za kilka lat.
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