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UOGÓLNIENIA METODY ELEMENTÓW SKO CZONYCH
W IN YNIERSKICH SYMULACJACH NUMERYCZNYCH 
O RODKA NIECI G EGO I DYSKRETNEGO**

1. Wprowadzenie

Klasyczna metoda elementów sko czonych jest metod  wydajn  i uniwersaln , z zastosowa-
niem wielu dost pnych pakietów — równie atw  w u yciu. W zastosowaniu do symulacji nieci -
g ego o rodka z odwzorowaniem nieci g o ci wprost ma jednak pewne istotne ograniczenia. W ci -
gu ostatnich kilkunastu lat pojawi y si  uogólnienia tej metody stosuj ce generalnie rzecz ujmuj c
nowe metody aproksymacji, z których wiele opartych jest na tzw. podziale jedno ci. W rezultacie, na 
bazie metody elementów sko czonych i metody ró nic sko czonych, powsta y metody bezsiatkowe 
(MFree), metody wzbogaconej aproksymacji metody elementów sko czonych (XFEM) i metoda 
rozmaito ci numerycznych (MM). Wszystkie te metody maj  zdolno  naturalnego odwzorowania 
nieci g o ci bez k opotliwych operacji przebudowy siatki. Ka da z nich jest zdolna do symulacji 
o rodka ci g ego, o rodka nieci g ego oraz rozpadu o rodka w jednym, spójnym schemacie nume-
rycznym (ka da z nich w innym). Po uzupe nieniu o algorytmy rozpoznawania kontaktów meto-
dy te nabieraj  cech metod elementów dyskretnych. S  to na razie rozwi zania laboratoryjne, nad 
którymi pracuj  matematycy, numerycy i programi ci, które nie trafi y jeszcze w r ce in ynierów. 
Jednak w przysz o ci ze wzgl du na swoje cechy mog  stanowi  alternatyw  dla metody elementów 
sko czonych i metody elementów odr bnych w symulacjach geomechanicznych i budowlanych.

2. Odwzorowanie nieci g o ci w MES

Mechaniczne oddzia ywanie nieci g o ci i sieci nieci g o ci jest realizowane w mo-
delach metody elementów sko czonych (ale te  i innych metodach o rodka ci g ego lub 
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dyskretnego) zasadniczo na cztery sposoby:
Po rednio, przy pomocy continuum o ekwiwalentnych parametrach.1)
Wprost przy pomocy elementów cz cych (2) joint element, segment-to-segment element)
pokrywaj cych powierzchnie nieci g o ci (rys. 1),
Wprost przy pomocy predefi niowanych powierzchni kontaktu (w schemacie 3) master-
slave, general contact, self-contact lub innych) (rys. 2),
wprost przy pomocy specjalnych sformu owa , takich jak XFEM, MFree, MM.4)

Klasyczna metoda elementów sko czonych nadaje si  bardzo dobrze do po redniej
symulacji nieci g ego masywu skalnego w schemacie ekwiwalentnego continuum. Nada-
je si  równie  do symulacji wprost nieci g o ci i nieci g ego masywu skalnego, ale jedy-
nie z nielicznymi powierzchniami nieci g o ci. Istnienie w modelu wielu nieci g o ci od-
wzorowanych wprost przy pomocy elementów cz cych lub powierzchni kontaktu bardzo 

Rys. 1. Przyk ady elementów cz cych w metodzie elementów sko czonych
(a) element Goodmana [18], (b) Ghaboussiego [16], (c) Zienkiewicza [67], [22], 

(d) Buczkowskiego i Kleibera [10], (e) cienki element laminarny [64]

Rys. 2. Po lewej kontakt elementów sko czonych.
Po prawej u góry kontakt w ze –powierzchnia z interpolacja elementow

a na dole z wyg adzona interpolacj  [65]
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utrudnia zbudowanie dobrej jako ci siatki elementów sko czonych, szczególnie w modelach 
przestrzennych, mo e wywo ywa  z e uwarunkowanie macierzy i problemy ze zbie no ci
rozwi zania oraz negatywnie wp ywa na dok adno  rozwi zania. Wprowadzenie ka dej no-
wej lub modyfi kacja istniej cej powierzchni nieci g o ci wymaga r cznej lub automatycz-
nej przebudowy siatki w du ym obszarze. Symulacja propagacji szczelin i stref sp kania
równie  wymaga przebudowy siatki elementów sko czonych, co zwi ksza koszt oblicze
i powoduje problemy techniczne.

Metody adaptacyjne umo liwi y post p i cz ciowo rozwi zywa y wiele proble-
mów i ogranicze  klasycznej metody elementów sko czonych. Adaptacyjna, automa-
tyczna przebudowa siatki, optymalizuje siatk  i poprawia dok adno  wyników mo li-
wie najmniejszym kosztem numerycznym (rys. 3). Przebudowa siatki dostosowuje j  do 
zmienionej geometrii zadania w trakcie symulacji (np. przy du ych deformacjach czy 
propagacji p kni ). Automatyczna generacja siatki, która jest bardzo skuteczna i efek-
tywna w zagadnieniach p askich, napotyka na du e, ci gle nie rozwi zane trudno ci 
w modelach przestrzennych.

Nowe sformu owania metody elementów sko czonych ze wzbogacaniem aproksy-
macji, metody bezsiatkowe i metoda rozmaito ci obiecuj  niemal ca kowite uwolnienie od 
wi kszo ci ogranicze  tradycyjnej metody elementów sko czonych w symulacji nieci g o-
ci i nieci g ego masywu skalnego.

3. Metody bezsiatkowe

Skoro struktura elementów z predefi niowanymi kszta tami, wymiarami i relacjami po-
mi dzy w z ami jest ród em pewnych ogranicze  metody elementów sko czonych, zupe -
nie naturalne jest poszukiwanie rozwi za  bezelementowych lub bezsiatkowych.

Rys. 3. Przebudowa siatki elementów sko czonych metod  h-adaptacji [66]: 
(a) oryginalna siatka (b) podzia  elementów na mniejsze 

(c) ca kowita przebudowa siatki (d) zmiana po o enia w z ów
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Metody bezsiarkowe (ang. meshfree, meshless, element free, w skrócie MFree) s  gene-
ralnie metodami numerycznego rozwi zywania równa  ró niczkowych cz stkowych opisu-
j cych zjawiska fi zyczne, w tym problemy in ynierskie. W metodach bezsiatkowych nie ma 
elementów po czonych w siatk , s  jedynie punkty (w z y) reprezentuj ce obszar i brzeg 
modelu bez z góry zdefi niowanych cis ych relacji [31]. Dodawanie lub likwidowanie w -
z ów nie ma adnych skutków dla w z ów s siednich i nie wymaga przeorganizowania ca ej
struktury siatki na oko o jak w przypadku MES. Zdefi niowanie nieci g o ci lub do o enie
nowej p aszczyzny nieci g o ci nie wymaga przebudowy modelu, co najwy ej zag szczenia
w z ów. W obszarach, gdzie istotna jest du a dok adno  oblicze  (np. w strefach koncen-
tracji napr e  lub w okolicy wierzcho ka p kni cia), równie  nie trzeba przebudowywa
siatki, wystarczy doda  tam w z y, aby uzyska  wysok  dok adno . Podej cie adaptacyjne 
z zastosowaniem metod bezsiatkowych jest na tyle atwe do algorytmizacji i automatyzacji, 
e nie wymaga r cznej ingerencji w 2D ani w 3D. Metody bezsiatkowe wydaj  si  zatem 

ciekaw  alternatywa dla MES w rozwi zaniach liniowych, nieliniowych, statycznych i dyna-
micznych problemów mechaniki cia a sta ego oraz geomechaniki.

W metodach elementów sko czonych i brzegowych struktura siatki jest wykorzystywa-
na do dyskretyzacji i aproksymacji z o onych równa  ró niczkowych cz stkowych przy po-
mocy uk adu równa  algebraicznych. Metody bezsiatkowe dla sformu owania uk adu rów-
na  algebraicznych wykorzystuj  zbiór w z ów, który reprezentuje a nie dyskretyzuje obszar 
i jego brzeg (rys. 4). Niektóre metody bezsiatkowe przeprowadzaj  ca kowanie w oparciu 
o proste, pomocnicze siatki, ale adne nie wykorzystuj  siatek do interpolacji.

Funkcje kszta tu w metodzie elementów sko czonych s  budowane dla elementów, s
takie same dla wszystkich elementów o tym samym kszta cie i s  znane przed uruchomie-

Rys. 4. Po lewej: siatka w z ów i elementów sko czonych dyskretyzuj ca obszar. 
Po prawej: w z y metody bezsiatkowej reprezentuj ce obszar i brzeg modelu [31]. 

Na dole: obszar wp ywu obejmuj cy w z y wykorzystane do interpolacji 
i budowy funkcji kszta tu dla punktu x (który mo e ale nie musi by  w z em) [31]
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niem symulacji. W metodach bezsiatkowych funkcje kszta tu po pierwsze s  budowane dla 
wybranych punktów i s  ró ne dla ró nych punktów. Po drugie s  budowane w oparciu o w -
z y. Po trzecie s  budowane w trakcie a nie przed symulacj . Budowa funkcji kszta tu jest 
kluczowym problemem metod bezsiatkowych, dlatego tak wa ny jest wybór i w a ciwo ci
metody aproksymacyjnej stosowanej do budowy funkcji kszta tu.

W klasycznej metodzie elementów sko czonych w a ciwo ci materia owe mo na swo-
bodnie defi niowa  w obszarze, nawet dla ka dego pojedynczego elementu z osobna. W me-
todach bezsiatkowych mo na co prawda defi niowa  strefy o ró nych w a ciwo ciach ma-
teria owych, ale ci gle nierozwi zane s  problemy z reprezentacj  powierzchni granicznej 
i dok adno ci  szacunków napr e  w pobli u tej powierzchni [31].

Przyk adanie warunków brzegowych w metodach bezsiatkowych jest przeprowadza-
ne wed ug podobnych zasad jak w MES, ale przy o enie warunków przemieszczeniowych 
w niektórych metodach bezsiatkowych wymaga pewnych dodatkowych operacji i nie jest 
tak atwe jak w MES. Metody bezsiatkowe ró ni  sie od siebie, ale mo na wskaza  kilka 
wspólnych etapów budowy modelu i symulacji:

Generacja w z ów reprezentuj cych obszar i brzeg modelu. Zadanie warunków brzego-1)
wych (lub tylko obci eniowych warunków brzegowych).
Interpolacja przemieszcze  i budowa funkcji kszta tu na podstawie w z ów w lokalnym 2)
obszarze wp ywu.
Utworzenie uk adów równa  dla w z ów i z o enie ich do globalnego uk adu równa3)
(zadanie przemieszczeniowych warunków brzegowych).
Rozwi zanie globalnego uk adu równa , obliczenie przemieszcze .4)
Obliczenie pól odkszta ce  i napr e .5)
Macierze sztywno ci metod bezsiatkowych s  macierzami pasmowymi, symetrycznymi 

lub nie, w zale no ci od metody. Dok adno  uzyskiwana metodami bezsiatkowymi jest ge-
neralnie lepsza ni  MES, ale czas oblicze  d u szy, niekiedy nawet kilkadziesi t razy [5, 31]. 
W ostatnich latach mo na zaobserwowa  znaczn  popraw  wydajno ci algorytmów najlep-
szych metod bezsiatkowych. Dost pne aplikacje bezsiatkowe to g ównie programy akade-
mickie wykorzystywane do sprawdzania rozwi za  i badania w a ciwo ci szczególnych 
sformu owa . Nieliczne, specjalizowane programy komercyjne nie stanowi  uniwersalnych 
platform symulacji in ynierskich i nie dorównuj  na razie systemom MES.

Metody bezsiatkowe rozwin y si  gwa townie w latach 90., ale ci gle wiele ich istotnych pro-
blemów czeka na rozwi zanie. Trwa dyskusja i ocena wa niejszych sformu owa  oraz standaryza-
cja nazewnictwa. Wa niejsze, utrwalone ju  w bibliografi i metody bezsiatkowe (w oryginalnym an-
gielskim nazewnictwie) to: Boundary node method [40], Boundary point interpolation method [19], 
Element free Galerkin method (EFG) [6], Finite point method (FPM) [29, 44], hp cloud method 
[14, 30], Local boundary integral equation (LBIE) methods [3], Local Petrov–Galerkin (MLPG) 
[3], Method of fi nite spheres [13], Moving least squares reproducing kernel method (MLSRK) [33], 
Natural element method (NEM) [59], Particle fi nite element method (PFEM) [20], Partition of unity 
method (PUM) [4], Reproduction kernel particle method (RKPM) [32], Smooth par diffuse element 
method (DEM) [42], Smooth particle hydrodynamics (SPH) [34].
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Metody bezsiatkowe s  zwykle kojarzone i porównywane z MES, dlatego warto przy-
pomnie , e za jedn  z pierwszych metod bezsiatkowych uwa ana jest uogólniona MRS dla 
dowolnych nieregularnych siatek opracowana przez Liszk , Orkisza, Kroka i innych [25, 29] 
nazywana obecnie Finite point method. Dorobek tej metody przyczyni  si  generalnie do 
rozwoju metod bezsiatkowych, w szczególno ci metody hp-cloud. Metody bezsiatkowe s
równie  wykorzystywane w sformu owaniach maj cych swoje ród a w metodzie elemen-
tów brzegowych, na przyk ad Boundary node method [40].

Na rysunkach 5, 7 i 6 pokazano przyk ady zastosowania metod bezsiatkowych. Metody 
bezsiatkowe, posiadaj  aparat do bardzo dobrej i efektywnej symulacji propagacji p kni ,
dlatego w przysz o ci metody te mog  by  szczególnie przydatne do symulacji stref znisz-
czenia i rozwoju sieci szczelin w masywie skalnym. Po czenie ich z algorytmami wykrywa-
nia kontaktu [27] otwiera mo liwo  rozwi zywania zada  typowych dla metod elementów 
dyskretnych oraz symulacji rozpadu o rodka skalnego [48]. Wszystko to mo e spowodowa ,
e metody bezsiatkowe b d  mia y zastosowanie w symulacji nieci g ego i blokowego ma-

sywu skalnego oraz inne zastosowania w geoin ynierii [46, 55, 62] i budownictwie [8, 47]. 

Rys. 5. Przyk ad zastosowania metod bezsiatkowych. 
Proste modele numeryczne masywu skalnego [62]

Rys. 6. Przyk ady zastosowania  bezsiatkowej metody EFG. 
Po lewej symulacja eksplozji adunku wybuchowego 

na powierzchni betonowej p yty [48]. Po prawej symulacja propagacji p kni  [48]
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Jednak najpierw musza by  rozwi zane istniej ce problemy metod bezsiarkowych, w tym 
poprawiona szybko  oblicze  i musz  one zosta  zaimplementowane w postaci szeroko 
dost pnych komercyjnych lub niekomercyjnych aplikacji.

4. Metody wzbogacania aproksymacji elementów sko czonych

Pod koniec lat dziewi dziesi tych atrakcyjn  alternatyw  dla metod bezsiatkowych 
sta y si  warianty metody elementów sko czonych, które kosztem wzbogacenia w z ów
i elementów siatki elementów sko czonych o dodatkowe stopnie swobody pozwalaj  na do-
wolne odwzorowanie predefi niowanych lub propaguj cych nieci g o ci wewn trz elemen-
tów bez potrzeby przebudowy siatki elementów. By y to:

uogólniona metoda elementów sko czonych (Generalized FEM), która do aproksyma-—
cji wykorzystuje lokalne rozwi zania analityczne [4, 57, 58],
metoda oparta na niejednorodnej aproksymacji metod  hp-cloud [43],—
hierarchiczna MES wykorzystuj ca koncepcj  podzia u jedno ci [60],—
wreszcie najbardziej obecnie znana tzw. rozszerzona metoda elementów sko czonych—
(eXtended FEM, XFEM) [38] wprowadzaj ca specjalne funkcje przemieszczenia do 
standardowej metody elementów sko czonych i umo liwiaj ca odwzorowanie prak-
tycznie dowolnej geometrii nieci g o ci.
Nie jest przypadkiem, e twórcy XFEM i pokrewnych metod wcze niej rozwijali meto-

dy bezsiatkowe. Pomostem pomi dzy metodami bezsiatkowymi i metod  elementów sko -
czonych w sformu owaniach XFEM s  wspólne techniki aproksymacyjne a szczególnie tzw. 
podzia  jedno ci (ang. partition of unity). Podzia  jedno ci to zbiór m dodatnich, ci g ych Co

funkcji fk(x) dla których zachodzi:

Rys. 7. Przyk ad zastosowania bezsiatkowej metody RKPM 
(Reproducing Kernel Particle Method) i bezsiatkowego algorytmu wykrywania kontaktu. 

Symulacja uderzenia odkszta calnego pr ta w sztywn  p yt .
Po owa przekroju modelu osiowosymetrycznego [27]
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Mo na udowodni , e dla dowolnej funkcji (x) zachodzi wtedy równie :

W klasycznej MES, funkcje kszta tu Nj s  podzia em jedno ci i dla elementu o n w z ach:

Na koncepcji podzia u jedno ci opieraj  si  funkcje wzbogacaj ce w metodzie XFEM 
i innych [23, 39, 61].

Aproksymacja nieci g ego pola przemieszcze  opiera si  na specjalnie dobranych funk-
cjach kszta tu, zdefi niowanych przy pomocy funkcji wzbogacaj cych. Dla zdefi niowania 
brzegu nieci g o ci i dla aproksymacji pola przemieszcze  tworzone s  dodatkowe, nieza-
le ne, wirtualne stopnie swobody.

Geometria modelu i nieci g o ci w metodzie XFEM nie musi by  zgodna z siatk  elemen-
tów sko czonych a do o enie lub likwidacja nieci g o ci w modelu nie wymaga przebudowy 
siatki (rys. 8). Stosunkowo niewielkim kosztem dodatkowych stopni swobody uzyskuje si  przy 
tym znaczn  popraw  dok adno ci rozwi zania w pobli u nieci g o ci. Mimo e XFEM zosta a
opracowana z my l  o propagacji p kni , jej zalety mog  by  wykorzystywane w wielu innych 
problemach, szczególnie w mechanice ska , gdzie liczne nieci g o ci, propagacja sieci szczelin 
i stref sp kania maj  wielkie znaczenie ale s  trudne do symulacji innymi metodami.

XFEM ma wiele nie rozwi zanych w zadawalaj cy sposób problemów, ale jest dopiero 
na wczesnym etapie rozwoju, ci gle nast puje gwa towny post p koncepcyjny. 
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Rys. 8. Po lewej -— geometria modelu XFEM nie musi by  zgodna z siatk  elementów [22]. 
W rodku — nieci g o  i wzbogacone w z y wokó  niej. Po prawej — zwyk e i wzbogacone w z y

wokó  nieci g o ci geometrycznych na nieregularnej siatce elementów sko czonych [23]
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Poligonem rozwojowym tej metody jest mechanika p kania [37, 56, 63]. Metoda ma 
zastosowanie w symulacji zachowania sie materia ów kompozytowych [41] i problemach 
du ych deformacji [15]. Niedawno Menouillard i inni [36] przedstawili ca kowicie jawne 
sformu owanie XFEM. Réthoré i inni [49] wykorzystali koncepcj  podzia u jedno ci dla 
zmiennej czasowej do sformu owania metody Time eXtended FEM (TXFEM).

Nieci g o ci w metodzie XFEM s  odwzorowywane w inny sposób ni  w klasycznej MES 
i oddzia ywania na kontakcie pomi dzy powierzchniami tych nieci g o ci musz  by  równie  ob-
s ugiwane w inny sposób. Najcz ciej stosuje si  ró ne modele z tarciem na kontakcie lub ze stref
kontaktow . Kontakt na powierzchniach nieci g o ci jest przedmiotem zainteresowania badaczy od 
powstania XFEM i nast puje szybki post p w jako ci rozwi za  i zakresie symulowanych oddzia-
ywa  kontaktowych. Znane s  wydajne metody ledzenia przemieszczaj cych si  kontaktów [45], 
z zastosowaniem których XFEM mo e w przysz o ci efektywnie rozwi zywa  nawet bardzo z o o-
ne problemy kontaktowe [1, 2, 24]. Bardzo ciekawa jest zaproponowana przez Belytschk  i innych 
[9] technika przej cia z rozwi zaniem XFEM od o rodka ci g ego do dyskretnego.

Zaletami XFEM s  zdolno  do odwzorowywania geometrii nieci g o ci niezale nie od 
siatki elementów sko czonych, atwa symulacja post puj cej propagacji sp ka  i dok adno
estymacji w pobli u nieci g o ci. Oprócz tego metoda wykorzystuje zalety tradycyjnej MES 
w symulacji niejednorodno ci i nieliniowo ci materia u oraz atwo  zadawania warunków 
brzegowych. czy zatem zalety standardowych metod siatkowych i metod bezsiatkowych. 
Wydaje si , e w przysz o ci mo e by  szczególnie przydatna do symulacji nieci g ego masy-
wu skalnego i rozwi zywania problemów geomechaniki, geotechniki i budownictwa [7, 22].

Poza programami akademickimi i niewielkimi systemami open source nie jest zaimple-
mentowana w rozwi zaniach komercyjnych. Wyj tkiem jest systemem ABAQUS, który od 
wersji 6.9 wypuszczonej po owie 2009 udost pnia swoim u ytkownikom procedury XFEM 
przeznaczone do symulacji propagacji p kni  (rys. 9).

5. Metoda rozmaito ci numerycznych

Metod  rozmaito ci (ang. Manifold method lub Numerical manifold method, w skrócie 
MM lub NMM) mo na uwa a  za uogólnienie metody elementów sko czonych, cz ce
w jednorodnej formalnie postaci techniki analityczne metody elementów sko czonych i ana-
lizy nieci g ych deformacji [21, 50, 51, 53]. Pojecie „rozmaito ci” pochodzi od rozmaito ci
ró niczkowych i zosta o zaczerpni te przez Gen-Hua Shi z topologii i geometrii ró niczko-
wej. Rozmaito ci w metodzie MM cz  wiele ró nych nak adaj cych si  na siebie i pokry-
waj cych ca y obszar modelu obszarów.

Kluczem do jednolitego traktowania deformacji ci g ych i nieci g ych jest struktura pokry
sko czonych zbudowana z oddzielnych i niezale nych siatek matematycznej i fi zycznej. Siatka 
fi zyczna opisuj fi zyczny obszar modelu jego brzeg, nieci g o ci i strefy ró ni ce sie w a ciwo-
ciami fi zycznymi. Siatka matematyczna nie zale y od geometrii modelu ani w a ciwo ci mate-

ria u i mo e by  defi niowana niezale nie od nich. Sk ada si  z matematycznych pokry  o dowol-
nych kszta tach i wymiarach, których suma zawiera ca y obszar modelu fi zycznego.
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Na rysunku 10 pokazano przyk adowe siatki (a) matematyczn  sk adaj ca si  z trzech ma-
tematycznych pokry  oraz (b) siatk fi zyczn  defi niuj c  brzeg i poziom  nieci g o . Z o enie 
tych dwóch siatek daje opis problemu w metodzie rozmaito ci. Przeci cie matematycznego 
pokrycia i sieci fi zycznej nazywane jest pokryciem fi zycznym. Na przyk ad przeci cie pokry-

Rys. 9. Problem propagacji wielu karbów metod  XFEM, ABAQUS 6.9/Standard [17]. 
U góry — pocz tkowa geometria i uk ad karbów. W rodku — wyt enie Hubera 

dla pocz tkowej geometrii. Na dole — propagacja karbów po pi ciu quasi-statycznych przyrostach. 
Na schematach u góry i na dole wida  wzbogacone w z y XFEM
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cia matematycznego M1 i sieci fi zycznej daje dwa przeci cia fi zyczne oznaczone P1
1, P2

1. Dwa 
przeci cia dlatego, e nieci g o  dzieli pokrycia matematyczne na dwie cz ci i wyodr bnia 
dwa roz czne pokrycia fi zyczne. Cz  wspólna pokry fi zycznych nazywana jest elementem 
rozmaito ci. Rysunek 11 ilustruje sposób defi niowania elementów rozmaito ci na przyk adzie 
p askiego zagadnienia. U góry (a) wida  na o one na siebie dwie siatki: matematyczn  (regu-
larna na bazie trójk tów, cienkie linie) i fi zyczn  (geometria obszaru, grube linie). Wszystkie 
pokrycia matematyczne maja kszta t wieloboku, jak pokazane obok pokrycie matematyczne 
M1. Przeci cie pokrycia matematycznego M2 i siatki fi zycznej daje pokrycia fi zyczne P1

2 i P1
2

widoczne na rysunku 11 (b) i (c). Wszystkie pokrycia fi zyczne widoczne na rysunku 11 b i c 
(P1

1, P1
2, P1

3 oraz P2
1, P2

2, P2
3) otrzymano analogicznie. Na rysunku 11 (b) wida  jak cz  wspólna 

trzech fi zycznych pokry P1
1, P1

2, P1
3 tworzy element rozmaito ci a na rysunku 11 (c) jak cz

wspólna trzech innych fi zycznych pokry P2
1, P2

2, P2
3 tworzy inny element rozmaito ci.

W schemacie metody rozmaito ci, pokrycia fi zyczne i elementy rozmaito ci s  uogól-
nieniami w z ów i elementów klasycznej metody elementów sko czonych.

Metoda rozmaito ci rozdziela dziedzin  aproksymacji od dziedziny ca kowania w ten 
sposób, e ta pierwsza jest defi niowana tylko przez pokrycia matematyczne a ta druga tylko 
przez siatk fi zyczn  odpowiadaj c  geometrii modelu. Pokrycia matematyczne defi niuj  funk-
cje przemieszcze  a siatka fi zyczna ogranicza obszar ca kowania. Ca kowanie po elementach 
rozmaito ci o dowolnym kszta cie odbywa si  szczególn  metod  sympleksow  opracowana 
przez [52]. Do aproksymacji wykorzystywany jest podzia  jedno ci, czyli ta sama technika, któ-
ra jest wykorzystywana w wielu uogólnieniach MES ze wzbogacaniem w z ów oraz niektórych 
metodach bezsiatkowych. Lokalne funkcje przemieszcze  s  zdefi niowane na ka dym osobnym 
pokryciu i po czone razem tworz  globaln  funkcj  przemieszcze . Po czenie to odbywa sie 

Rys. 10. Siatki matematyczna i fi zyczna w metodzie rozmaito ci:
 (a) siatka matematyczna z o ona z trzech pokry  matematycznych; 
(b) siatka fi zyczna; (c) na o enie siatki matematycznej i fi zycznej 

(d) pokrycia fi zyczne [21]
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za pomoc  wag spe niaj cych warunek podzia u jedno ci. Globalna funkcja przemieszcze  jest 
tworzona przy pomocy tych wag z wykorzystaniem w a ciwo ci podzia u jedno ci. Globalne 
zachowanie si  modelu jest zatem wyliczane przy pomocy funkcji zdefi niowanych lokalnie. 
System sko czonych pokry  tworzony przez obie siatki i jest na tyle elastyczny, e mo e odwzo-
rowywa  zachowanie sie zarówno ci g ych, jak i nieci g ych o rodków z ruchomymi brzegami 
(czyli z ewoluuj c  geometri  modelu tak jak np. w problemach propagacji szczeliny). Siatka 
matematyczna mo e by  regularna i niezale na od geometrii modelu i wyst puj cych w nim 
nieci g o ci, dlatego jej generacja jest bardzo atwa a modyfi kacje sieci nieci g o ci lub rozwój 
p kni cia nie wymagaj  adaptacji siatki. Sprawia to, e metoda mo e by  b dzie szczególnie 
przydatna w symulacji nieci g ego masywu skalnego (rys. 12).

Shi zintegrowa  metod  rozmaito ci z algorytmami analizy kinematycznej i wykrywania kon-
taktów, co uczyni o z niej metod  spe niaj c  kryteria metody elementów dyskretnych. Oryginalne 
sformu owanie metody rozmaito ci dotyczy o zagadnienia p askiego [50, 51, 54]. Terada przedstawi
nieliniow  analiz  o rodka niejednorodnego i nazwa  ja metod  pokry  sko czonych (ang. fi nite co-
ver method FCM). Bardzo wa nym krokiem by o pojawienie si  niedawno pierwszych sformu owa
i eksperymentalnych programów trójwymiarowej metody rozmaito ci [21, 35]. Metoda rozmaito ci 
z algorytmami wykrywania kontaktów czy metod  symulacji o rodka ci g ego i dyskretnego [53]. 
Wi kszo  publikacji na razie dotyczy albo rozwi za  p askich, albo przestrzennych bez wykrywania 
kontaktów, ale nad metod  rozmaito ci pracuje kilka zespo ów badawczych i wydaje sie, e nast pi 
szybki rozwój koncepcyjny metody, i pokonanie problemów wydajno ci towarzysz cych przej ciu 

Rys. 11. Ilustracja sposobu defi niowania elementów rozmaito ci: (a) na o one dwie siatki: 
matematyczna i fi zyczna (b) i (c) pokrycia fi zyczne i elementy rozmaito ci

otrzymane jako cz  wspólna pokry fi zycznych [21]
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od rozwi za  p askich do przestrzennych. Je eli tak si  stanie i metody rozmaito ci z eksperymental-
nej stanie si  komercyjn , jej silna pozycja w mechanice ska , górnictwie, budownictwie i geotechni-
ce wydaje si  kwesti  czasu. Na razie jednak metoda jest w fazie bardzo wczesnego rozwoju i poza 
kilkoma akademickimi programami nie s  dost pne adne aplikacje komercyjne. Oprócz twórcy 
metody Gen-Hua Shi i wymienionych wy ej, do rozwoju metody rozmaito ci przyczynili si  miedzy 
innymi Chen i inni [11], Chiou i inni [12], Li i inni [26], Lin [28].

6. Podsumowanie

Metoda elementów sko czonych jest metod  wydajn  i uniwersaln , z zastosowaniem 
wielu dost pnych pakietów równie atw  w u yciu. Najbardziej kosztownym i trudnym eta-
pem budowy modelu i symulacji MES jest tworzenie siatki elementów i z siatk  elementów 
w klasycznej postaci zwi zanych jest wiele wad tej metody ujawniaj cych si  w symulacji 
nieci g ego masywu skalnego. Nieci g o ci musz  by  zgodne z geometria siatki elemen-
tów. Predefi niowanie wielu powierzchni nieci g o ci powa nie komplikuje geometri  siatki 
elementów sko czonych, wymusza jej zag szczenie, pogarsza jako  elementów, znacznie 
utrudnia jej automatyczn  generacj . Dok adno  rozwi zania cierpi na skutek zniekszta -
ce  elementów w problemach du ych odkszta ce . Symulacja propagacji szczelin wzd u
dowolnych, z o onych ladów i p aszczyzn niezgodnych z geometri  w z ów jest równie
trudna. Automatyczna, krokowa przebudowa siatki elementów mo e zapobiega  deforma-
cjom elementów i dostosowywa  siatk  elementów do geometrii sieci nieci g o ci ale tylko 
w modelach p askich. W symulacjach przestrzennych metody adaptacyjne wymagaj  wiel-
kich mocy obliczeniowych i nie s  wystarczaj co efektywne w praktycznych symulacjach 
du ych problemów geomechanicznych.

Nowe metody takie jak XFEM, MFree i MM zdaj  si czy  zalety tradycyjnych sfor-
mu owa  metod o rodka ci g ego ze swobod  i efektywno ci  odwzorowania predefi niowa-

Rys. 12. Analiza stateczno ci wyrobisk w nieci g ym masywie skalnym metoda rozmaito ci [53]
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nych lub propaguj cych nieci g o ci. Metody te dysponuj  ju  praktycznymi mo liwo ci
symulacji nieci g o ci i stref kontaktowych. Ka da z tych metod ju  na obecnym etapie 
rozwoju ma sformu owania, pozwalaj ce na rozpad obszaru nieci g ego na dyskretne bloki 
czyli przej cie od modelu o rodka ci g ego do modelu o rodka dyskretnego. Dysponuj  al-
gorytmami wykrywania kontaktów i oddzia ywa  na powierzchniach nieci g o ci. Metody 
te s  w trakcie rozwoju i ci gle opracowywane s  nowe i lepsze modele mechaniczne i kine-
tyczne oddzia ywa  na powierzchniach nieci g o ci. Nie stanowi  one jeszcze alternatywy 
dla klasycznych metod, ale mog  ni  by  ju  za kilka lat.
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