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ANALIZA MES–MKEB NIELINIOWEGO 
PROBLEMU WSPÓ DZIA ANIA AWY FUNDAMENTOWEJ 
Z POD O EM GRUNTOWYM

1. Wprowadzenie

Zwykle w obliczeniach numerycznych wykorzystuje si  pojedyncze klasyczne metody ob-
liczeniowe, takie jak metoda elementów sko czonych [1] i elementów brzegowych [2]. Rzadko 
spotyka si  zastosowania kombinacji obu tych metod, lepiej wykorzystuj ce ich zalety.

W niniejszym opracowaniu prezentuje si  koncepcj  zastosowania kombinacji me-
tod elementów sko czonych (MES) i kontaktowych elementów brzegowych (MKEB) do 
analizy trójwymiarowego problemu wspó dzia ania uk adu „ awa fundamentowa-pod o e
gruntowe”, z uwzgl dnieniem spr ysto-plastycznych w asno ci gruntu w pod o u. aw
fundamentow  modeluje si  zgodnie z zasadami pierwszej metody [1], natomiast pod o e
gruntowe w sposób w a ciwy dla drugiej. MKEB stanowi odmian  klasycznej wersji me-
tody elementów brzegowych [2], w której fundamentalne rozwi zanie Kelvina dla prze-
strzeni spr ystej zast pione jest kombinacj  rozwi za  problemów Boussinesqa i Cerut-
tiego dla izotropowej i jednorodnej pó przestrzeni spr ystej. Zastosowanie prezentowanej 
kombinacji ogranicza si  do fundamentów spoczywaj cych na jednorodnym geologicznie 
pod o u gruntowym.

Zakres niniejszego opracowania obejmuje podstawy teoretyczne tej kombinowanej 
metody rozwi zania, uwzgl dniaj ce sformu owanie i wyprowadzenie podstawowych za-
le no ci oraz prezentacj  sposobu ich rozwi zania, wykorzystuj cego technik  przyrosto-
wo-iteracyjn , opart  na metodzie Raphsona-Newtona [5, 6]. Zachowanie awy modeluje 
prawo Hooke’a, natomiast gruntu w pod o u — spr ysto-plastyczny model Modifi ed Cam-
Clay [7]. Postawy teoretyczne uzupe nia przyk ad obliczeniowy, ilustruj cy zastosowanie 
tej metody analizy.
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2. Za o enia upraszczaj ce

awa jest fundamentem bezpo rednim, posadowionym w jednorodnym geologicznie 
pod o u gruntowym, modelowanym przez jednorodn  pó przestrze . Dyskretyzuje si  j
zgodnie z zasadami MES [1], zast puj c uk adem pr towych elementów sko czonych, na-
tomiast pod o e — stosownie do zasad MKEB [4, 5], wycinaj c z pó przestrzeni prostopa-
d o cian o wymiarach dostosowanych do rozmiarów awy. Powierzchni  brzegow  wyci tej
bry y w obszarze kontaktu z fundamentem — dzieli si  na regularny uk ad prostok tnych
elementów kontaktowych o rodkach pokrywaj cych si  z w z ami elementów MES, two-
rz cych struktur awy. Wn trze prostopad o cianu modeluje struktura prostopad o ciennych
komórek (cel o jednym w le umieszczonym w rodku), skoordynowana z siatk  elementów 
brzegowych. Obci enie awy stanowi zestaw przyrostów, symuluj cych proces jego nara-
stania.

3. Przyrostowe sformu owanie problemu

Ka dy ze sk adników uk adu „ awa fundamentowa-pod o e gruntowe” rozpatrywany 
jest oddzielnie, stosownie do przyj tej metody analizy. awa analizowana jest w sposób 
w a ciwy dla MES, natomiast pod o e — zgodnie z zasadami MKEB. Z o enie otrzymanych 
oddzielnie równa  równowagi daje kompleksow  zale no  dla ca ego uk adu. Przedstawio-
ne sformu owanie uj te jest w formie przyrostowej.

Zastosowanie MES [1] do analizy awy fundamentowej daje wyj ciow  posta  równa-
nia prac przygotowanych. U ycie MKEB [4, 5] do analizy pod o a z uwzgl dnieniem po-
dzia u przyrostu deformacji na cz ci spr yst  i plastyczn  oraz oddzielnym ich zdefi niowa-
niem, daje kompletne równanie, okre laj ce przyrost uogólnionego przemieszczenia du( )
w punkcie  brzegu pó przestrzeni (wywo anego przyrostem obci enia dq(x) w punkcie x
p aszczyzny granicznej). Uzupe nia je uogólniona zale no  transformacyjna [3, 4]. Tworz
one razem zestaw trzech zale no ci:

w których: u, uB oznaczaj  uogólnione wirtualne przemieszczenia w z owe i „powierzchnio-
we”, dP, dp — przyrosty uogólnionego obci enia skupionego i powierzchniowego, duB, d p

B

— przyrosty sk adników uk adu: w z owego przemieszczenia i plastycznej cz ci napr enia. 
LB i DB

e to odpowiednio operator macierzowy pochodnych i macierz konstytutywna spr ysto-
ci. Sk adowymi macierzy Greena G(x, ) s  rozwi zania zagadnie  Boussinesqa i Ceruttiego. 

Macierz przemieszcze C(z, ) defi niuje operacja LG(z, ) (gdzie L to macierzowy operator 
pochodnych), d p(x) oznacza plastyczny przyrost napr enia, a T — macierz transformacji.
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4. Równanie równowagi uk adu

Zastosowanie do zdyskretyzowanej struktury awy standardowych formu  MES na 
uogólnione przemieszczenie uB(x) i macierz odkszta ce BB(x), oraz zast pienie obci enia
ci g ego dp ekwiwalentnym obci eniem skupionym dQ sprowadza wyra enie (1.a) do ko -
cowego równania równowagi MES dla tej substruktury:

W przypadku pod o a rozwi zanie wymaga oddzielnego potraktowania cz ci spr y-
stej i plastycznej ko cowego równania (1.b). Wyra enie przyrostu obci enia dq(x) w do-
wolnym elemencie kontaktowym (k) typow  dla MES formu  interpolacyjn  dla j w z ów
elementu (k), przekszta ca równanie Somigliany (pierwszy fragment relacji (1.b)) w zale -
no  okre laj c  liniowo-spr yst  cz  przyrostu przemieszczenia w w le elementu kon-
taktowego (i):

gdzie Aij — elementarna macierz podatno ci pod o a.

Plastyczn  cz  przemieszczenia w w le elementu kontaktowego (i) okre la druga 
cz  zale no ci (1.b), w której po o enie komórki (h) ustalaj  wspó rz dne z:

Pe ny przyrost przemieszczenia w w le i okre la równanie z o one z zale no ci (3) i (4), 
które po uogólnieniu na wszystkie w z y struktury pod o a daje zwi zek:

Wstawia si  go po przekszta ceniu do zale no ci na przyrost si  w z owych dFg, otrzymanej 
z zasady prac przygotowanych, uzyskuj c relacj :

Ko cowe równanie równowagi dla pod o a defi niuje zale no :
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w której Kg to macierz sztywno ci pod o a, dFp — plastyczna cz  przyrostu si  w z owych,
a  – macierz powierzchni brzegowych elementów kontaktowych.

Integracja ca ego uk adu „ awa fundamentowa–pod o e gruntowe” wymaga z o enia
równa  (2) i (7) z uwzgl dnieniem zale no ci transformacyjnej (1.c). Przyrost si  w w z ach
rozwa anego uk adu dR równowa y suma reakcji:

Po elementarnych przekszta ceniach otrzymuje si  ko cowe równanie równowagi dla ca ego uk adu:

w którym K oznacza globaln  macierz sztywno ci uk adu, natomiast dF̄p — sprowadzony 
przyrost si  w z owych.

5. Procedura przyrostowo-iteracyjna

Do rozwi zania ró niczkowego równania równowagi (9) dla analizowanego zagadnienia 
wspó dzia ania uk adu „ awa fundamentowa-pod o e gruntowe”, stosuje si  technik  nume-
ryczn , opart  na metodzie Newtona-Raphsona. Algorytm operacyjny tej przyrostowo-itera-
cyjnej procedury (wykorzystuj cej sta  styczn  macierz sztywno ci uk adu K) obejmuje:

podzia  obci enia1) R na szereg przyrostów dRi=1
(l) (i przyj cie kroku przyrostowego l = 1),

utworzenie (w iteracji 2) i = 1 kroku l) macierzy sztywno ci substruktury awy fundamen-
towej KB, pod o a Kg i ca ego uk adu K,
obliczenie przyrostów przemieszcze  i si  w z owych, oraz aktualizacj  przemieszcze3)
i si  w z owych:

wyznaczenie (w iteracji 4) i = i + 1) przyrostu napr e d ´ w rodkach komórek pod o a
(wywo anego obci eniem elementów kontaktowych dFg) i odpowiadaj cego im przy-
rostu odkszta ce d :
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obliczenie (w rodkach komórek pod o a) cz ci plastycznej przyrostu napr e5) d ´p

i odkszta ce d p dla spr ysto-plastycznego modelu gruntu,
okre lenie korekty przemieszcze  w rodkach elementów kontaktowych 6) d  i sprowa-
dzonej plastycznej cz ci przyrostu si  w z owych dF̄p:

wyznaczenie wektora obci e  residualnych dla ca ego uk adu7) dRi
(l) z zale no ci:

obliczenie przyrostów przemieszcze  i si  w z owych oraz aktualizacj  przemieszcze8)
i obci enia wed ug relacji:

sprawdzenie warunku zbie no ci oblicze :9)

gdzie:
duB

1, duB
i — przyrosty przemieszcze  wywo ane odpowiednio rzeczywistym i kolej-

nym residualnym przyrostem obci enia fundamentu,
 — sta a rz du 10–2 –10–6.

wymagaj cego w przypadku:
niespe nienia — realizacji oblicze  od punktu (4) dla nast pnej iteracji,—
spe nienia — kontynuacji oblicze  od punktu (2) (w kroku — l = l + 1) dla nast p-
nego przyrostu obci enia dRi

(l) (lub ich zako czenia), poprzedzon  aktualizacj
parametrów modeli.

Cz ci plastyczne przyrostów napr e  i odkszta ce  dla spr ysto-plastycznego mode-
lu gruntu ustala si  w kroku (5) za pomoc  procedury Nayaka-Zienkiewicza [6].

Numeryczn  implementacj  podanego algorytmu stanowi autorski program S2BF napisany 
w j zyku Fortran. Uzupe nia go para dodatkowych programów: S2BFa — edytor danych i wyni-
ków oraz S2BFb — wyznaczaj cy w rodkach komórek pocz tkowe warto ci wektora napr e
pierwotnych, parametrów modelu gruntu, globalnej macierzy ca ki z macierzy przemieszcze

 (dla jednostkowych obci e  elementów brzegowych) i sk adowych funkcji zaniku napr e
(dla jednostkowych nacisków pionowego i poziomego na kontaktowe elementy).
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6. Modele konstytutywne mediów

Zachowanie awy fundamentowej modelowanej przez belkowy ustrój pr towy opisuje 
liniowo spr yste prawo Hooke’a, specyfi kowane przez par  sta ych materia owych: modu
odkszta cenia materia u EB i wspó czynnik Poissona vB.

Zachowanie gruntu w rodku dowolnej komórki pod o a opisuje spr ysto-plastyczny
model Modifi ed Cam-Clay [7] o powierzchni plastyczno ci i prawie wzmocnienia (wi -
cym aktualne warto ci ci nienia prekonsolidacji pc i wska nika porowato ci e zdefi niowa-
nych równaniami:

gdzie:
 M — nachylenie linii stanu krytycznego,
 q, p — napr enie cinaj ce i rednie,
 pc — ci nienie prekonsolidacji,

,  — sta e modelu,
 e0, pc0 — pocz tkowe warto ci wska nika porowato ci i ci nienia prekonsolidacji.

Wn trze powierzchni plastyczno ci modeluje liniowo-spr yste zachowanie gruntu, 
specyfi kowane przez modu  odkszta cenia E i wspó czynnik Poissona v dla gruntu pod o a.

7. Przyk ad obliczeniowy

Do ilustracji zastosowania opisanej koncepcji analizy MES-MKEB trójwymiarowego 
problemu wspó dzia ania uk adu „ awa fundamentowa–pod o e gruntowe” wybrany zosta
przyk ad awy fundamentowej (rys. 1, prezentuj cy po ow  symetrycznego uk adu) o d u-
go ci 10 m i prostok tnym przekroju poprzecznym 0,4×1,0 m, posadowionej na g boko ci
1,0 m poni ej poziomu terenu w jednorodnym pod o u z piasku. Obci a j  uk ad 3 piono-
wych si  skupionych rozmieszczonych symetrycznie. Modeluje j  ustrój pr towy zbudowany 
z 10 jednakowych elementów pr towych o d ugo ci L = 1,0 m i charakterystyce geometrycz-
nej: polu przekroju FB = 0,5 m2, momencie bezw adno ci JB = 0,5·10-4 m4.

Pod o e modeluje prostopad o cienna bry a z o ona z 2880 komórek rozmieszczonych 
symetrycznie. Obszar kontaktu pod o a z aw  podzielony jest na 11 brzegowych elementów 
kontaktowych o wymiarach 1,0×1,0 m. Zachowanie betonowej awy opisuje prawo Hooke’a, 
natomiast piasku — spr ysto-plastyczny model Modifi ed Cam-Clay [7]. Parametry obu 
modeli wyspecyfi kowane s  w tabeli 1. Obci enie podzielone zosta o na 9 jednakowych 
przyrostów, narastaj cych stosownie do schematu krokiem co 0,1P (w stosunku do bazowej 
warto ci P = 100 kN).
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Rys. 1. Schemat substruktur „ awa fundamentowa–pod o e gruntowe”

TABELA 1
Parametry modeli materia u awy i gruntu pod o a

Eb
[kPa]

vb E
[kPa]

v m

18000 0,1667 40 0,3 1,348 0,034 0,17

Rys. 2. Wykresy: (a) momentów zginaj cych, (b) nacisków, 
(c) osiada , (d) charakterystyka „nacisk-osiadanie”
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Wyniki oblicze  (wykonanych za pomoc  programu S2BF) przedstawiono na rysun-
ku 2. Zawieraj  one komplet charakterystyk (ograniczonych do po owy symetrycznego uk a-
du), obejmuj cych narastaj ce w kolejnych 9 przyrostach rozk ady momentów zginaj cych,
pionowych nacisków i osiada  brzegu pod o a pod aw . Dla dwóch rodków elementów 
kontaktowych (le cych pod w z ami awy (3) i (5)) wykre lona zosta a charakterystyka 
„nacisk–osiadanie”.

Wzrostowi obci enia awy fundamentowej towarzyszy „narastanie” wykresów momen-
tów i osiada  (stopniowo rosn cych pod rodkiem i malej cych pod ko cami), oraz bardziej 
z o ony przyrost nacisków pod aw  (charakteryzuj cy si  pocz tkowo zdecydowanie szyb-
szym ich narastaniem pod rodkiem ni  na ko cach, z pó niejszym odwróceniem trendu tzn. 
szybszym przyrostem pod ko cami ni  pod rodkiem). Charakterystyki „nacisk-osiadanie” 
(dla rodków elementów brzegowych le cych pod w z ami awy (3) i (5)) po pocz tkowo
prawie liniowym fragmencie, maj  pó niej zdecydowanie nieliniowy kszta t.

8. Podsumowanie

Przedstawiona koncepcja analizy MES-MKEB trójwymiarowego problemu wspó dzia-
ania uk adu „ awa fundamentowa–pod o e gruntowe” stanowi efektywne narz dzie obli-

czeniowe. Posiada ona szereg zalet, których pozbawione s  stosowane klasycznie metody 
„sk adowe”. Najistotniejsz  z nich jest znaczne ograniczenie rozmiarów macierzy sztywno ci
uk adu i g ównego uk adu równa  do w z ów substruktury „ awa fundamentowa–pod o e”,
uwzgl dniaj cej jedynie w z y kontaktowe pod o a. Dalszy rozwój metody wymaga uwzgl d-
nienia niejednorodno ci geologicznej pod o a.
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