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1. Wprowadzenie

Zwykle w obliczeniach numerycznych wykorzystuje si¢ pojedyncze klasyczne metody ob-
liczeniowe, takie jak metoda elementdw skonczonych [1] i elementdéw brzegowych [2]. Rzadko
spotyka si¢ zastosowania kombinacji obu tych metod, lepiej wykorzystujace ich zalety.

W niniejszym opracowaniu prezentuje si¢ koncepcje zastosowania kombinacji me-
tod elementow skonczonych (MES) i kontaktowych elementéw brzegowych (MKEB) do
analizy trojwymiarowego problemu wspotdziatania uktadu ,,tawa fundamentowa-podtoze
gruntowe”, z uwzglednieniem sprezysto-plastycznych wlasnosci gruntu w podtozu. Lawe
fundamentowa modeluje si¢ zgodnie z zasadami pierwszej metody [1], natomiast podtoze
gruntowe w sposob wiasciwy dla drugiej. MKEB stanowi odmiang klasycznej wersji me-
tody elementdw brzegowych [2], w ktorej fundamentalne rozwiazanie Kelvina dla prze-
strzeni sprezystej zastapione jest kombinacja rozwigzan probleméw Boussinesqa i Cerut-
tiego dla izotropowe;j i jednorodnej potprzestrzeni sprezystej. Zastosowanie prezentowanej
kombinacji ogranicza si¢ do fundamentow spoczywajacych na jednorodnym geologicznie
podtozu gruntowym.

Zakres niniejszego opracowania obejmuje podstawy teoretyczne tej kombinowanej
metody rozwiazania, uwzgledniajace sformutowanie i wyprowadzenie podstawowych za-
leznosci oraz prezentacj¢ sposobu ich rozwiazania, wykorzystujacego technike przyrosto-
wo-iteracyjna, oparta na metodzie Raphsona-Newtona [5, 6]. Zachowanie fawy modeluje
prawo Hooke’a, natomiast gruntu w podtozu — sprezysto-plastyczny model Modified Cam-
Clay [7]. Postawy teoretyczne uzupetnia przyktad obliczeniowy, ilustrujacy zastosowanie
tej metody analizy.
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2. Zalozenia upraszczajace

Lawa jest fundamentem bezposrednim, posadowionym w jednorodnym geologicznie
podiozu gruntowym, modelowanym przez jednorodng pdtprzestrzen. Dyskretyzuje si¢ ja
zgodnie z zasadami MES [1], zastgpujac uktadem pretowych elementéw skonczonych, na-
tomiast podtoze — stosownie do zasad MKEB [4, 5], wycinajac z pdlprzestrzeni prostopa-
dlo$cian o wymiarach dostosowanych do rozmiaréow fawy. Powierzchni¢ brzegowa wycigtej
bryly w obszarze kontaktu z fundamentem — dzieli si¢ na regularny uktad prostokatnych
elementéw kontaktowych o srodkach pokrywajacych si¢ z weztami elementow MES, two-
rzacych struktureg tawy. Wnetrze prostopadioscianu modeluje struktura prostopadtosciennych
komorek (cel o jednym wezle umieszczonym w $rodku), skoordynowana z siatka elementéw
brzegowych. Obcigzenie tawy stanowi zestaw przyrostow, symulujacych proces jego nara-
stania.

3. Przyrostowe sformulowanie problemu

Kazdy ze sktadnikow uktadu ,tawa fundamentowa-podloze gruntowe” rozpatrywany
jest oddzielnie, stosownie do przyjetej metody analizy. Lawa analizowana jest w sposob
wiasciwy dla MES, natomiast podtoze — zgodnie z zasadami MKEB. Ztozenie otrzymanych
oddzielnie rownan réwnowagi daje kompleksowa zaleznos¢ dla catego uktadu. Przedstawio-
ne sformutowanie ujete jest w formie przyrostowe;.

Zastosowanie MES [1] do analizy tawy fundamentowej daje wyjsciowsq postaé rowna-
nia prac przygotowanych. Uzycie MKEB [4, 5] do analizy podtoza z uwzglgdnieniem po-
dziahlu przyrostu deformacji na czgsci sprezysta i plastyczng oraz oddzielnym ich zdefiniowa-
niem, daje kompletne rdwnanie, okreslajace przyrost uogdlnionego przemieszczenia du(g)
w punkcie § brzegu pdltprzestrzeni (wywotanego przyrostem obcigzenia dq(x) w punkcie x
ptaszczyzny granicznej). Uzupenia je uogdlniona zalezno$¢ transformacyjna [3, 4]. Tworza
one razem zestaw trzech zaleznosci:

Su’dP + f Subdpds = f {Ls[bus(x)]Y DsLsdusdv
(S)

V)

du() = du'(€) + dw’(£) = [1G(x.8)da(x)dA+ [[C(z,8)d6" (z)av 1

dus(x) = Tdu(x)

w ktorych: du, du, oznaczajq uogdlnione wirtualne przemieszczenia weztowe i ,,powierzchnio-
we”, dP, dp — przyrosty uogélnionego obciazenia skupionego i powierzchniowego, du,, de?,
— przyrosty sktadnikow uktadu: weztowego przemieszcezenia i plastycznej czgsci naprezenia.
L, i D; to odpowiednio operator macierzowy pochodnych i macierz konstytutywna sprezysto-
sci. Sktadowymi macierzy Greena G(Xx, &) sa rozwigzania zagadnien Boussinesqa i Ceruttiego.
Macierz przemieszczen C(z, &) definiuje operacja LG(z, &) (gdzie L to macierzowy operator
pochodnych), de ?(x) oznacza plastyczny przyrost napr¢zenia, a T — macierz transformacji.
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4. Rownanie r6wnowagi ukladu

Zastosowanie do zdyskretyzowanej struktury lawy standardowych formut MES na
uogdlnione przemieszczenie u,(x) i macierz odksztatcen B,(x), oraz zastapienie obciazenia
ciagtego dp ekwiwalentnym obciazeniem skupionym dQ sprowadza wyrazenie (1.a) do kon-
cowego rownania rownowagi MES dla tej substruktury:

dls = KBdUB
@:W+@=W+f@a
S)

5 2)
KB = B;z D;;BB dav
J

W przypadku podloza rozwiazanie wymaga oddzielnego potraktowania czgsci sprezy-
stej 1 plastycznej koncowego roéwnania (1.b). Wyrazenie przyrostu obcigzenia dq(x) w do-
wolnym elemencie kontaktowym (k) typowa dla MES formuta interpolacyjna dla j weztow
elementu (k), przeksztalca rownanie Somigliany (pierwszy fragment relacji (1.b)) w zalez-
no$¢ okreslajaca liniowo-sprezysta cze$¢ przyrostu przemieszczenia w wezle elementu kon-
taktowego (i):

dui=Y f[G(X,g)]'fZ[ﬁj(x)ldqﬁ]dAA = )Aydqf A3)

® (4 5] G
gdzie A, — elementarna macierz podatnosci podtoza.

Plastyczna czg$¢ przemieszczenia w wezle elementu kontaktowego (7) okresla druga
czes¢ zaleznosci (1.b), w ktdrej potozenie komorki (%) ustalaja wspdtrzedne z:

ar =, e8] dov (2)av @

) vy

Pelny przyrost przemieszczenia w wezle i okresla rownanie ztozone z zaleznosci (3) i1 (4),
ktére po uogolnieniu na wszystkie wezly struktury podtoza daje zwiazek:

du = Adq + du” = Adq + d¥ Q)

Wstawia si¢ go po przeksztalceniu do zaleznos$ci na przyrost sit wgztowych dF @ otrzymanej
z zasady prac przygotowanych, uzyskujac relacje:

dF, = Adq = AA™'(du — dW') (6)
Koncowe rownanie rownowagi dla podtoza definiuje zaleznosé:
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dF, = K,du — dF’
K.=A"=AA" (7
dF’ = K, d¥

w ktorej K to macierz sztywnosci podtoza, dF” — plastyczna czg$¢ przyrostu sit weztowych,
a A — macierz powierzchni brzegowych elementéw kontaktowych.

Integracja catego uktadu ,tawa fundamentowa—podtoze gruntowe” wymaga zlozenia
rownan (2) i (7) z uwzglednieniem zaleznosci transformacyjnej (1.¢). Przyrost sit w weztach
rozwazanego uktadu dR rownowazy suma reakcji:

dR = dP + TdF, = Kydu, + T(Kedu — dF’) = K,du, + [K, (T du;) — dF’] (8)
Po elementamych przeksztatceniach otrzymuje si¢ koncowe rownanie réwnowagi dla catego uktadu:

Kdu,q = dR + an
K = K; + TK, T’ 9

dF’ = TdF"

w ktorym K oznacza globalna macierz sztywnosci uktadu, natomiast dF? — sprowadzony
przyrost sit weztowych.

5. Procedura przyrostowo-iteracyjna

Do rozwigzania rézniczkowego rownania rownowagi (9) dla analizowanego zagadnienia
wspotdziatania uktadu ,lawa fundamentowa-podloze gruntowe”, stosuje si¢ technike¢ nume-
ryczng, oparta na metodzie Newtona-Raphsona. Algorytm operacyjny tej przyrostowo-itera-
cyjnej procedury (wykorzystujacej statg styczng macierz sztywnosci uktadu K) obejmuje:

1) podziat obciazenia R na szereg przyrostow dR ") (i przyjecie kroku przyrostowego /= 1),
2) utworzenie (w iteracji i = 1 kroku /) macierzy sztywnosci substruktury tawy fundamen-

towej K, podtoza K, i calego uktadu K,

3) obliczenie przyrostow przemieszczen i sit weztowych, oraz aktualizacjg¢ przemieszczen

i sit weztowych:

duy =K 'dR", du =T'duy dF,=K.du
u(ﬂf} — u(é*l)_i_du;? u(/) — u1171)+du1 FL/) — F;Fl)_i_ng (10)

4) wyznaczenie (w iteracji i =i + 1) przyrostu naprezen de” w srodkach komoérek podioza

(wywolanego obciazeniem elementéw kontaktowych dF ) i odpowiadajacego im przy-
rostu odksztatcen de:

de = (D°) 'do’ (11)
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5)

6)

7)

8)

9)

obliczenie (w $rodkach komorek podtoza) czgsci plastycznej przyrostu naprezen de”
i odksztatcen de? dla sprezysto-plastycznego modelu gruntu,

okreslenie korekty przemieszczen w srodkach elementéw kontaktowych d¥ i sprowa-
dzonej plastycznej czesci przyrostu sit weztowych dF:

AV = Cdo' = <fCTdV)d6”’

B v (12)
dF’ = T(K.dWU)
wyznaczenie wektora obciazen residualnych dla catego uktadu dR( z zaleznosci:
dR!" = dF’ (13)

obliczenie przyrostdw przemieszczen i sit wezlowych oraz aktualizacj¢ przemieszczen
i obciazenia wedtug relacji:

duy = K'dR!", du' = T 'duj, dF, = K,du'

. ; ; 14
uy = uly "+ dub, u” =u'"" +du, B = F!"" — dF’ + K, du' (14)
sprawdzenie warunku zbieznosci obliczen:
[dulls]y dup = T[dullf]l duj (15)

gdzie:
du), duj— przyrosty przemieszczefh wywotane odpowiednio rzeczywistym i kolej-
nym residualnym przyrostem obcigzenia fundamentu,
71— stata rzedu 102-107°,

wymagajacego w przypadku:

— niespelnienia — realizacji obliczen od punktu (4) dla nastgpne;j iteracji,

— spelnienia — kontynuacji obliczen od punktu (2) (w kroku / = / + 1) dla nastgp-
nego przyrostu obciazenia dR® (lub ich zakoficzenia), poprzedzona aktualizacja
parametréw modeli.

Czegsci plastyczne przyrostdw naprezen i odksztalcen dla sprezysto-plastycznego mode-

lu gruntu ustala si¢ w kroku (5) za pomoca procedury Nayaka-Zienkiewicza [6].

Numeryczna implementacje podanego algorytmu stanowi autorski program S2BF napisany

w jezyku Fortran. Uzupetia go para dodatkowych programow: S2BFa — edytor danych i wyni-
kéw oraz S2BFb — wyznaczajacy w srodkach komdrek poczatkowe wartosci wektora naprezen
pierwotnych, parametrow modelu gruntu, globalnej macierzy catki z macierzy przemieszczen
C (dla jednostkowych obciazen elementéw brzegowych) i sktadowych funkcji zaniku naprezen
(dla jednostkowych naciskow pionowego i poziomego na kontaktowe elementy).
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6. Modele konstytutywne mediow

Zachowanie tawy fundamentowej modelowanej przez belkowy ustrdj pretowy opisuje
liniowo sprezyste prawo Hooke’a, specyfikowane przez parg statych materiatowych: modut
odksztatcenia materiatu £, i wspotczynnik Poissona v,

Zachowanie gruntu w §rodku dowolnej komorki podtoza opisuje sprezysto-plastyczny
model Modified Cam-Clay [7] o powierzchni plastycznos$ci i prawie wzmocnienia (wiaza-
cym aktualne wartosci cis$nienia prekonsolidacji p, i wskaznika porowatosci e zdefiniowa-
nych rownaniami:

F(q.p) = q"+ Mp(p —p.)

eo—e—klIn(%,, 1
D= pexp Oﬂfﬁ(/) (16)

gdzie:
M — nachylenie linii stanu krytycznego,
q, p — naprezenie Scinajace i $rednie,
p, — cisnienie prekonsolidacji,
A, k — state modelu,
e, p,, — poczatkowe wartosci wskaznika porowatosci i ciSnienia prekonsolidacji.

Wnetrze powierzchni plastycznos$ci modeluje liniowo-sprezyste zachowanie gruntu,
specyfikowane przez modut odksztalcenia £ i wspdtczynnik Poissona v dla gruntu podtoza.

7. Przyklad obliczeniowy

Do ilustracji zastosowania opisanej koncepcji analizy MES-MKEB tréjwymiarowego
problemu wspotdziatania uktadu ,Jawa fundamentowa—podloze gruntowe” wybrany zostat
przyktad tawy fundamentowej (rys. 1, prezentujacy potowe symetrycznego ukladu) o diu-
gosci 10 m i prostokatnym przekroju poprzecznym 0,4x1,0 m, posadowionej na glgbokosci
1,0 m ponizej poziomu terenu w jednorodnym podtozu z piasku. Obciaza ja uktad 3 piono-
wych sit skupionych rozmieszczonych symetrycznie. Modeluje ja ustroj pretowy zbudowany
z 10 jednakowych elementdéw pretowych o dtugosei L = 1,0 m i charakterystyce geometrycz-
nej: polu przekroju £, = 0,5 m?, momencie bezwladnosci J, = 0,5-10* m*.

Podtoze modeluje prostopadioscienna bryta ztozona z 2880 komdrek rozmieszczonych
symetrycznie. Obszar kontaktu podtoza z tawa podzielony jest na 11 brzegowych elementow
kontaktowych o wymiarach 1,0x1,0 m. Zachowanie betonowej fawy opisuje prawo Hooke’a,
natomiast piasku — sprezysto-plastyczny model Modified Cam-Clay [7]. Parametry obu
modeli wyspecyfikowane sa w tabeli 1. Obciazenie podzielone zostalo na 9 jednakowych
przyrostow, narastajacych stosownie do schematu krokiem co 0,1 P (w stosunku do bazowe;j
warto$ci P =100 kN).
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Rys. 1. Schemat substruktur ,,tawa fundamentowa—podtoze gruntowe”

TABELA 1
Parametry modeli materialu lawy i gruntu podloza
E, v, E v m K A
[kPa] [kPa]
18000 0,1667 40 0,3 1,348 0,034 0,17
(a) xz[m] (b) Xz [m]
0 11 22 33 44 55 0 11 22 33 44 55
0 - .. 0
g'* 2 -.‘\\ IJE
s I N N e
5o NN =i ——
—O > —
5% © = =~
£X & \\ 3 15
= 8
10 z 2
() Xz [m] (d) Nacisk q [x10" kPa]
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Rys. 2. Wykresy: (a) momentow zginajacych, (b) naciskow,
(c) osiadan, (d) charakterystyka ,,nacisk-osiadanie”
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Wyniki obliczen (wykonanych za pomoca programu S2BF) przedstawiono na rysun-
ku 2. Zawieraja one komplet charakterystyk (ograniczonych do polowy symetrycznego ukta-
du), obejmujacych narastajace w kolejnych 9 przyrostach rozktady momentéw zginajacych,
pionowych naciskow i osiadan brzegu podioza pod tawa. Dla dwdch srodkow elementéw
kontaktowych (lezacych pod weztami tawy (3) i (5)) wykreslona zostata charakterystyka
,,hacisk—osiadanie”.

Wzrostowi obciazenia tawy fundamentowej towarzyszy ,,narastanie” wykres6w momen-
tow i osiadan (stopniowo rosnacych pod $rodkiem i malejacych pod konicami), oraz bardziej
ztozony przyrost naciskdw pod tawa (charakteryzujacy si¢ poczatkowo zdecydowanie szyb-
szym ich narastaniem pod $rodkiem niz na koncach, z pdzniejszym odwroceniem trendu tzn.
szybszym przyrostem pod koncami niz pod srodkiem). Charakterystyki ,,nacisk-osiadanie”
(dla $rodkow elementow brzegowych lezacych pod weztami tawy (3) 1 (5)) po poczatkowo
prawie liniowym fragmencie, majg pdzniej zdecydowanie nieliniowy ksztalt.

8. Podsumowanie

Przedstawiona koncepcja analizy MES-MKEB tréjwymiarowego problemu wspoldzia-
fania uktadu ,lawa fundamentowa—podtoze gruntowe” stanowi efektywne narzedzie obli-
czeniowe. Posiada ona szereg zalet, ktorych pozbawione sa stosowane klasycznie metody
»sktadowe”. Najistotniejsza z nich jest znaczne ograniczenie rozmiaré6w macierzy sztywnosci
uktadu i gtéwnego uktadu réwnan do weztéw substruktury ,lawa fundamentowa—podtoze”,
uwzgledniajacej jedynie wezly kontaktowe podtoza. Dalszy rozwdj metody wymaga uwzgled-
nienia niejednorodnosci geologicznej podtoza.
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