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WP YW ZMIENNO CI LOSOWEJ PARAMETRÓW POD O A
NA OCEN  NIEZAWODNO CI PRACY PALA 
OBCI ONEGO SI  POZIOM ***

1. Wst p

Zagadnienia pali obci onych si ami poprzecznymi odnosz  si  zarówno do stanów gra-
nicznych no no ci, jak i stanów granicznych u ytkowania. W przypadku stanu granicznego 
no no ci decyduj cy jest warunek no no ci gruntu na docisk boczny pala. Z punktu widzenia 
projektowania najistotniejszy jest zazwyczaj warunek stanu granicznego u ytkowania czyli 
ograniczenie przemieszcze  poziomych g owicy pala oraz ograniczenie rozwarcia rys.

Obliczenia pali obci onych si ami poziomymi przeprowadza si  przede wszystkim 
metodami numerycznymi. Ze wzgl du na du  wra liwo  zadania na zmienno  parame-
trów pod o a oraz obci e  istotne staje si  uwzgl dnienie podej cia probabilistycznego.

Kompleksow  analiz  probabilistyczn  ugi  dla pali obci onych si ami poziomymi 
przedstawiono w pracy [12]. Ugi cia pali obliczono w tej pracy na podstawie szeroko stoso-
wanej w Stanach Zjednoczonych metody „p-y curves”, które mog  by  przedstawione tak e
w postaci nieliniowej lub zale nej od g boko ci. Jako narz dzie probabilistyczne wykorzy-
stano metod  powierzchni odpowiedzi. Istotnym ograniczeniem pracy [12] jest zaw enie
zagadnienia do analizy przestrzeni dwuwymiarowej.

W pracy [2] autorzy przedstawili modelowanie probabilistyczne odkszta ce  pala pod 
wp ywem losowych si  poprzecznych dzia aj cych w jego g owicy. Pal zag biony by  w uwar-
stwionym o rodku liniowo-spr ystym o cechach losowych. Elementem nowym, w stosun-
ku do znanych z literatury prac by o podej cie probabilistyczne dla modelu trójwymiarowego 
w oparciu o metod  elementów sko czonych. W ramach jednej warstwy pod o a gruntowego 
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modu  spr ysto ci mia  sta  warto redni , niezale n  od g boko ci. Aby umo liwi  ocen
probabilistyczn  zastosowano metod  powierzchni odpowiedzi, a nast pnie metod  SORM.

Obecna praca stanowi kontynuacj  pracy [2]. Opracowano nowy model numeryczny, 
w którym mo liwe s  zmiany modu u spr ysto ci wraz z g boko ci . Przeprowadzono 
obliczenia probabilistyczne uwzgl dniaj ce ró ne wspó czynniki zmienno ci parametrów 
przyj tych jako losowe oraz korelacj  pomi dzy nimi. Oszacowano prawdopodobie stwa
przekroczenia przemieszcze  dopuszczalnych przez g owic  pala oraz odpowiadaj ce im 
wska niki niezawodno ci.

2. Zmienno  parametrów pod o a z g boko ci

Zmiany w asno ci fi zycznych i mechanicznych zachodz ce z g boko ci  w warstwie 
gruntu, któr  mo na uzna  za w przybli eniu jednorodn , zale  przede wszystkim od genezy 
geologicznej takiej warstwy. Obszerne dyskusje tego zagadnienia mo na znale  w pracach 
Cherubiniego [4, 5]. Autor ten powo uje si  na w asne badania dotycz ce przekonsolidowa-
nych gruntów „Matera Blue Clay” oraz „London Clay”, z których wynika, e zarówno warto ci 
rednie jak i odchylenia standardowe wytrzyma o ci na cinanie w warunkach bez drena u, nie 

ulegaj  zmianom wraz ze wzrostem g boko ci. Cherubini cytuje te  niepublikowane badania 
Rethatiego, dotycz ce lessów z okolicy Dunaujvaros na W grzech. Wynika z nich, e znaczn
zale no  wspó czynnika zmienno ci od g boko ci zaobserwowano od powierzchni terenu do 
poziomu oko o 5 metrów, natomiast poni ej tej g boko ci wahania wspó czynnika zamien-
no ci zmniejsza y si . Inn  tendencj , dotycz c  spójno ci w warunkach bez drena u gruntu 
„Nong Nhoo Hao Clay”, wskazuj  Bergado i Chang [3]. W tym przypadku zarówno warto
rednia jak i odchylenie standardowe rosn  wraz z g boko ci . Najstarsz  cytowana prac , do-

tycz c  tego zagadnienia jest praca Li i White’a [7], w której autorzy zaproponowali trzy typy 
statystycznego opisu zachowania si  w asno ci gruntowych w zale no ci od g boko ci:

Typ 1: warto rednia i odchylenie standardowe nie zmieniaj  si  z g boko ci ;
Typ 2: warto rednia zmienia si  liniowo z g boko ci , za  odchylenie standardowe 

pozostaje sta e;
Typ 3: warto rednia i odchylenie standardowe liniowo zmieniaj  si  z g boko ci .

Zilustrowano to na rysunku 1.

Rys. 1. Modele zmian w asno ci pod o a z g boko ci  wg [7]
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W ramach obecnej pracy autorzy zdecydowali si  na zastosowanie modelu trzeciego 
typu. Przyj to mianowicie, e modu  Younga pierwszej warstwy opisany jest zale no ci :

gdzie:
 E0 — zmienna losowa o rozk adzie log-normalnym, charakteryzuj c  modu  Younga,
 k — parameter przyrostu modu u E0, o którym zak ada si , e jest zmienn  losow

o rozk adzie normalnym,
 z — g boko .

W tym przypadku warto  oczekiwana zmiennej losowej E oraz jej wariancja dane s
wzorami:

gdzie:

jest kowariancj  zmiennych losowych E0 i k. Je li zmienne E0 i k s  nieskorelowane, to 
wspó czynnik zmienno ci zmiennej losowej E ma nast puj c  posta :

Jak wida  wspó czynnik zmienno ci jest funkcj  g boko ci z.

3. Model obliczeniowy metody elementów sko czonych

Przyj ty sposób wykonania oblicze  wska nika niezawodno ci stanu granicznego u yt-
kowania pala obci onego si  poziom  za pomoc  powierzchni odpowiedzi wymaga do 
jej zdefi niowania zestawu danych przemieszcze  poziomych g owicy pala w zale no ci od 
zbioru warto ci zmiennych losowych takich jak: warto  si y, warto  modu ów spr ysto ci
pod o a i gradientu wzrostu modu u Younga pod o a wraz z g boko ci  zalegania warstwy. 
Teoretycznie mo na te warto ci uzyska  wykonuj c odpowiednie badania modelowe. Jed-
nak ten sposób post powania ze wzgl du na praco- i czasoch onno  jest bardzo rzadko 
stosowany. Obecnie, prawie wy cznie, w celu uzyskania danych potrzebnych do stworze-
nia powierzchni odpowiedzi stosuje si  modelowania numeryczne. Trójwymiarowy model 

E E kz0= + (1)

E E E E E k z0= +6 6 6@ @ @ (2)
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pojedynczego pala obci onego si  poziom  jest przedstawiony na rysunku 2. Przy two-
rzeniu modelu, dla zmniejszenia ilo ci zastosowanych elementów i przyspieszenia oblicze ,
wykorzystano p aszczyzn  symetrii i jako bry  modelu obliczeniowego przyj to po ow
walca o rednicy 20 m i wysoko ci 15 m. Na powierzchniach zewn trznych ustanowiono 
warunki brzegowe w przemieszczeniach, a g owica pala jest obci ona napr eniami stycz-
nymi o wypadkowej 25 kN. Pal posiada przekrój ko owy o rednicy 40 cm, a jego d ugo
wynosi 10 m. O rodek gruntowy sk ada si  z dwóch warstw. Warstwa górna o mi szo ci
9 m charakteryzuje si  rosn cym liniowo wraz z g boko ci  modu em spr ysto ci o warto-
ci oczekiwanej na powierzchni równej 4 MPa i warto ci  oczekiwan  gradientu 1,6 MPa/m. 

Warstwa dolna posiada sta y modu  spr ysto ci o warto ci 80 MPa opisuj cy grunt o do-
brych w asno ciach geotechnicznych. W warstwie dolnej pal jest zag biony na odcinku 1m. 
Oba rodzaje gruntu zdefi niowano jako idealnie liniowo-spr yste o jednostkowym ci arze
w asnym  =18 kN/m3 oraz wspó czynniku Poissona  = 0,25.

Sta e spr yste pala przyj to jak dla betonu klasy C25/30 o module Younga Eb = 30 GPa, 
wspó czynniku Poissona  = 0,25 oraz ci arze w asnym  = 24 kN/m3.

Przyk adowy wynik oblicze  jest przedstawiony na rysunku 3. Rysunek przedstawia, w ska-
onej skali przemieszcze  poziomych z dwudziestokrotnym ich powi kszeniem, odkszta cony 

pal umieszczony w o rodku gruntowym o w asno ciach spr ystych przedstawionych wy ej.
Na sposób wykonania oblicze  maj  wp yw przyj te warunki kontaktu powierzchni 

pala z o rodkiem gruntowym w postaci braku przenoszenia napr e  rozci gaj cych i mo li-
wo ci wyst pienia po lizgu po przekroczeniu przez napr enia styczne si  tarcia zwi zanych
ze wspó czynnikiem tarcia o warto ci 0,3 wyst puj cym na styku pal–pod o e. Te warunki 
kontaktu powoduj , e model obliczeniowy, mimo zastosowania elementów sko czonych o 
w asno ciach spr ystych, jest fi zycznie nieliniowy i poszczególne rozwi zania s  uzyski-
wane w procesach czasoch onnych iteracji. Nieliniowy charakter modelu potwierdza cha-

Rys. 2. Trójwymiarowy model obliczeniowy pala obci onego si  poziom
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rakterystyczna, widoczna na rysunku 3 szczelina za palem powstaj ca po odkszta ceniu si
obci onego pala.

Pierwszym krokiem przy wykonywaniu oblicze  by o okre lenie wielko ci przemieszcze-
nia poziomego g owicy pala dla trzech warto ci si y poziomej o warto ciach zbli onych i prze-
kraczaj cych warto  oczekiwan  si y. Uzyskane rezultaty pozwoli y stwierdzi , e obliczone 
przemieszczenia s  z dok adno ci  do trzeciego miejsca znacz cego liniowe w stosunku do war-
to ci przy o onej si y, co umo liwi o utworzenie powierzchni odpowiedzi w postaci liniowej 
w stosunku do si y obci aj cej g owic  pala, mimo e model obliczeniowy MES jest fi zycznie 
nieliniowy. Drugim krokiem oblicze  by o uzyskanie zbioru warto ci przemieszcze  poziomych 
g owicy dla zbioru warto ci sta ych spr ystych modu u Younga dla powierzchni terenu i warto-
ci gradientu wzrostu modu u spr ysto ci wraz z g boko ci . Ze wzgl du na czasoch onno

procesu iteracyjnego w dochodzeniu do rozwi zania, obliczenia zautomatyzowano przy u yciu 
skryptu napisanego w j zyku programowania Python, który nadawa  warto ci rosn cych modu-
ów Younga, przypisywanych nast pnie poszczególnym elementom sko czonych i archiwizo-

wa  rezultaty poszczególnych oblicze . Po utworzeniu powierzchni odpowiedzi dla pierwszego 
zestawu wyników oblicze  i wykonaniu oblicze  niezawodno ciowych uzyskuje si  warto ci 
parametrów losowych w punkcie obliczeniowym (design point), w otoczeniu którego nale y
utworzy  powierzchni  odpowiedzi drugiego przybli enia. Wykorzystanie przygotowanego 
skryptu w j zyku Python automatyzuje równie  t  ostatni  faz  oblicze .

Do oblicze  u yto programu ABAQUS 6.7 w ramach przyznanego grantu przez Wro-
c awskie Centrum Sieciowo Superkomputerowe.

4. Zastosowanie metody oblicze  probabilistycznych

Zastosowane w tej pracy metody oblicze  probabilistycznych s  zbli one do tych, które 
u yto w pracy [2]. Dlatego ich opis podany jest jedynie w postaci zwi z ej informacji. Aby 
otrzyma  w jawnej postaci zale no  przemieszczenia g owicy pala w zale no ci od przyj -
tych z za o enia trzech zmiennych losowych, którymi by y tu: dwie zmienne losowe charak-

Rys. 3. Przemieszczenie ca kowite pala w skali ska onej
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teryzuj ce zmienny z g boko ci  modu  Younga wierzchniej warstwy oraz przy o ona si a
poprzeczna, zastosowano metod  powierzchni odpowiedzi.

Metoda ta opisana jest w wielu opracowaniach monografi cznych, np. [9, 10]. Tu pole-
ga a ona na aproksymowaniu numerycznych rezultatów otrzymywanych metod  elementów 
sko czonych, a konkretnie przemieszcze  poziomych pala, zwi zkiem funkcyjnym pomi -
dzy parametrami losowymi a przemieszczeniami g owicy pala. Zale no  funkcyjn  znaj-
dowano stosuj c metod  regresji nieliniowej z zastosowaniem kompromisu Marquardta [8]. 
Obszerniejsze omówienie metody przedstawiono w pracy [2].

Jako stan awaryjny konstrukcji przyj to taki, w którym przemieszczenie g owicy przekroczy 
okre lon  warto u0. Zadanie b dzie polega o na znalezieniu prawdopodobie stwa postaci:

gdzie U(X) jest przemieszczeniem g owicy pala zale nym od wektora parametrów X, zawie-
raj cego zarówno losowe jak i nielosowe komponenty. Jako równowa n  miar  stosuje si
wska nik niezawodno ci , zwi zany z prawdopodobie stwem (6) zale no ci :

w której 0 jest dystrybuant  standardowego rozk adu normalnego.
Do obliczenia miar (6) i (7) zastosowano metody FORM i SORM szeroko rozpo-

wszechnione w ramach teorii niezawodno ci konstrukcji [6]. Najistotniejszym elementem 
tych metod jest znalezienie tzw. punktu obliczeniowego y*, le cego na powierzchni stanu 
granicznego:

którego odleg o  do pocz tku uk adu wspó rz dnych w uk adzie standardowych zmien-
nych normalnych jest najmniejsza [6, 10]. Wokó  tego punktu skoncentrowana jest najwi k-
sza „masa prawdopodobie stwa” determinuj ca prawdopodobie stwo (6). Punkt ten jest 
punktem centralnym zestawu danych uzyskanych z modelu MES, defi niuj cych ostateczn
posta  powierzchni odpowiedzi. W ramach niniejszej pracy przyj to nast puj c  procedur
zaproponowan  przez Bauera i Pu  [1].

Maj c dane warto ci oczekiwane zmiennych losowych wyznacza si  ich przybli ony—
zakres zmienno ci. Jego zasi g mo na przyj  jako plus — minus warto  odchylenia 
standardowego od warto ci oczekiwanej dla ka dej zmiennej.
Wybieraj c warto ci sta ych materia owych z zakresu ich zmienno ci uzyskuje si  (po-—
przez obliczenia metod  elementów sko czonych) kilkana cie warto ci przemieszcze
g owicy pala.
Przyjmuj c powierzchni  odpowiedzi w postaci nast puj cego wielomianu trzeciego —
stopnia wzgl dem zmiennych losowych F, E0, k:

Xp P U u>F 0= ^ h" , (6)

pF 0 bU= -^ h (7)

:x U x u0=^ h" , (8)
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i traktuj c to wyra enie jako model regresji wyznacza si  pocz tkowe warto ci bi para-
metrów Bi za pomoc  regresji nieliniowej. Wyniki, przy przyj tej dok adno ci oblicze ,
wykaza y, e nieliniowo  modelu jest pomijalna.
Tak otrzyman  powierzchni— U(F, E0, k) podstawia si  do wzoru (8), uzyskuj c po-
wierzchni  stanu granicznego.
Nast pnie stosuj c metod  FORM znajduje si  punkt obliczeniowy — y* po o ony na tej 
powierzchni.
Powy sze kroki post powania powtarza si  w otoczeniu punktu obliczeniowego, —
zmniejszaj c zakres zmiennych losowych na przyk ad do plus/minus po owy odchy-
lenia standardowego od warto ci wspó rz dnych wyznaczaj cych punkt obliczeniowy. 
Wymaga to wyznaczenia nowego zestawu wspó czynników Bi.
Wyznaczone w ten sposób wspó rz dne punktu obliczeniowego najcz ciej s  ju  wy-—
starczaj co dok adne, co sprawdza si  przez obliczenia MES.

5. Wyniki oblicze

Obliczenia przeprowadzono dla nast puj cych zmiennych losowych: si y F, modu u
Younga E0 dla pierwszej warstwy gruntu oraz parametru k przyrostu modu u Younga war-
stwy wraz z g boko ci . Uwzgl dniono ró ne warto ci wspó czynników zmienno ci zmien-
nych losowych. Za o enia dotycz ce probabilistycznych charakterystyk parametrów loso-
wych modelu zestawiono w tabeli 1.

W pierwszym etapie oblicze  traktowano poszczególne zmienne losowe jako stocha-
stycznie niezale ne. W kolejnym etapie oblicze  za o ono korelacj  pomi dzy zmiennymi 

, ,U F E k F B B E B k B E B k B E k
50

0 1 2 0 3 4 0
2

5
2

6 0= + + + + +^ ^h h (9)

TABELA 1
Charakterystyki probabilistyczne parametrów zadania

Parametr Warto
rednia

Wspó czynnik
zmienno ci

Rozk ad
prawdopodo-

bie stwa

Modu  Younga warstwy E1 4,0 MPa 10%
20% log-normalny

Parametr k przyrostu modu u
Younga dla warstwy 1,6 MPa

7,5%
10%
15%
20%

normalny

Si a pozioma w g owicy F 50 kN 10%
15% log-normalny

Dopuszczalne przemieszczenie 
g owicy pala u0

0,010 m — nielosowe
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losowymi modu u Younga E oraz parametru przyrostu modu u k. Przyj to korelacje dodatni
oraz ujemn  o warto ciach  = –0,50,  = +0,50,  = +0,75.

Warto ci wspó czynników Poissona przyj to jako nielosowe, gdy  ich losowo  w wie-
lu zagadnieniach spr ystych jest pomijalna [11]. Powierzchnie odpowiedzi wyznaczano 
w postaci wielomianu trzech zmiennych trzeciego stopnia w postaci (9), zgodnie z procedur
przedstawion  w punkcie 4. Zadawalaj ca zbie no  zosta a osi gni ta w dwóch iteracjach. 

W tabeli 2 zamieszczono wspó czynniki uzyskane w poszczególnych iteracjach.

Uzyskana w pierwszym etapie powierzchnia odpowiedzi zosta a zastosowana w funkcji 
stanu granicznego (8) do obliczenia prawdopodobie stwa (6) i wska nika niezawodno ci (7).

W tabeli 3 podano przyk adowe wyniki oblicze  wska nika niezawodno ci i praw-
dopodobie stwa awarii przy dwóch ró nych zestawach warto ci wspó czynników 
zmienno ci poszczególnych zmiennych losowych. Zmienne losowe by y w tych przy-
k adach stochastycznie niezale ne. Pokazano te  wspó rz dne punktu obliczeniowego. 
W ostatnich trzech kolumnach zestawiono wspó czynniki wra liwo ci poszczególnych 
zmiennych (suma kwadratów tych wspó czynników jest równa jedno ci). Podaj  one 
informacj , które ze zmiennych losowych maj  najwi kszy wp yw na wska nik nieza-
wodno ci (prawdopodobie stwo awarii). Wida , e najwi ksze znaczenie ma zmienno
losowa si y zewn trznej, niezale nie od za o onej zmienno ci pozosta ych zmiennych 
losowych. Spo ród dwóch parametrów charakteryzuj cych modu  Younga istotniejsze 
s  losowe wahania warto ci pocz tkowej E0. Oczywi cie du y wzrost wspó czynników 
zmienno ci powoduje istotny spadek wska nika niezawodno ci a tak e zmiany wspó -
rz dnych punktu obliczeniowego.

TABELA 2
Obliczone wspó czynniki powierzchni odpowiedzi

Iteracja B1 B2 B3 B4 B5 B6

1 0,22894E+00 -0,35919E+00 -0,34252E+00 0,20784E-01 0,2211E-01 0,38634E-01
2 0,2358E+01 -0,38686E+00  -0,37038E+00 0,23439E-01 0,24741E-01 0,44512E-01

TABELA 3
Przyk adowe wyniki wraz ze wspó czynnikami wra liwo ci

Wspó czynniki
zmienno ci pF

Wspó rz dne punktu obliczeniowego Wspó czynniki wra liwo ci
E* k* F* E k F

vF = 10%
vE = 10%
vk = 10%

2,485 6,47E-03 3,54977 1,52557 49,3129 0,463 0,188 -0,866

vF = 15%
vE = 20%
vk = 20%

1,53 6,30E-02 3,3253 1,48291 47,3704 0,551 0,242 -0,799

gig_2010.indb 94 2010-02-21 20:13:34



95

Dla ró nych warto ci wspó czynników zmienno ci v w przypadku niezale nych zmiennych 
losowych E0 oraz k otrzymano wyniki wska nika niezawodno ci , które zestawiono w tabeli 4.

Warto odnotowa , e wielko  wspó czynnika zmienno ci zmiennej k (charakteryzuj -
cej nachylenie „trendu” zmienno ci modu u) nie ma wielkiego wp ywu na wska nik nieza-
wodno ci. Jest to fakt zadawalaj cy, gdy  estymacja wariancji zmiennej k na podstawie wy-
ników bada  mo e nastr cza  pewne trudno ci w przypadku ma ej liczebno ci próby. Mo na
wi c uzna , e przedstawiony sposób modelowania zmienno ci modu u Younga jest dobry.

Dla wybranych przyk adów skorelowanych zmiennych losowych E0 oraz k otrzymano 
wska niki niezawodno ci , które zestawiono w tabeli 5.

Jak atwo zauwa y  dodatnia korelacja zmiennych E0 oraz k, która wydaje si  by  bar-
dziej prawdopodobna z intuicyjnego punktu widzenia, powoduje spadek wska nika nieza-
wodno ci (wzrost prawdopodobie stwa awarii), za  ujemna korelacja — wzrost wska nika
niezawodno ci. Zmiany te nie s  jednak bardzo du e.

6. Podsumowanie

Praca przedstawia rezultaty probabilistycznego modelowania przemieszcze  pala ob-
ci onego si a poziom . Stanowi ona kontynuacj  pracy [2]. Istotnie nowym elementem jest 
opracowanie modelu, w którym warto  oczekiwana oraz odchylenia standardowe modu u

TABELA 4
Wska niki niezawodno ci uzyskane w obliczeniach probabilistycznych

Wspó czynnik zmienno ci Wska niki niezawodno ci

vF vE

Wspó czynnik zmienno ci vk

7,50% 10% 15% 20%
10% 10% 2,505 2,485 2,43 2,357
10% 20% 1,952 1,941 1,907 1,862
15% 10% 1,842 1,835 1,814 1,785
15% 20% 1,569 1,566 1,551 1,53

TABELA 5
Wska nik niezawodno ci obliczony dla przyk adów skorelowanych zmiennych

Wspó czynnik zmienno ci Wska niki niezawodno ci

vF vE vk

Wspó czynnik korelacji
-0,50 +0,50 +0,75

10% 10% 10% 2,603 2,389 2,331
15% 20% 20% 1,651 1,434 1,383
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Younga mog  zmienia  si  z g boko ci . Zadania tego rodzaju: losowe i modelowane prze-
strzennie cz  obliczenia metod  elementów sko czonych z metod  powierzchni odpowie-
dzi z metodami wyznaczania wska ników niezawodno ci FORM i SORM. Przedstawione 
przyk ady pokazuj , e o prawdopodobie stwie przekroczenia dopuszczalnego przemiesz-
czenia decyduje przede wszystkim zmienno  losowa dzia aj cego obci enia, a spo ród
pozosta ych przyj tych parametrów zmienno  modu u Younga.

Obecny algorytm pozwala na realistyczn  ocen  miar niezawodno ci zwi zanych
z przekroczeniami przemieszcze  dopuszczalnych w g owicy pala.

Planuje si  rozbudow  modelu, aby umo liwi  porównanie analizy dwuwymiarowej, 
bazuj cej na modelu Winklera oraz rozwi zaniach typu „p-y curves” [12] z trójwymiarow
analiz  probabilistyczn  bazuj c  na modelu pó przestrzeni spr ystej.
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