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OPTYMALIZACJA GEOMETRII BRYLY ODLAMU
W UOGOLNIONEJ METODZIE ELEMENTOW KINEMATYCZNYCH

1. Wstep

Uogolniona metoda elementéw kinematycznych jest jedng z grupy metod wywodza-
cych sig¢ z teorii plastycznosci. Oszacowuje poszukiwane wielkosci z géry na mocy jednego
z twierdzen stanu granicznego mowiacego, iz dowolne kinematycznie dopuszczalne pole
predkosci, ktére spetnia warunki brzegowe, dostarcza gérna oceng rozwiazania Scistego [6].
Metoda powstala na bazie metody elementow kinematycznych liczacej sobie niespetna 20
lat [3, 4]. Wprowadzone uogdlnienie do klasycznej MEK zapewnito konsekwentne zastoso-
wanie w catlym algorytmie obliczeniowym stowarzyszonego prawa ptynigcia i uzyskiwanie
kinematycznie dopuszczalnych mechanizmdéw zniszczenia [1].

Podczas obliczen zatozono sztywno-idealnie plastyczny model gruntu. Przyjeto waru-
nek plastycznosci zgodny z hipoteza Coulomba oraz stowarzyszonego prawa ptynigcia.

2. Algorytm obliczeniowy uogolnionej
metody elementow kinematycznych

Algorytm obliczeniowy uogélnionej MEK sktada si¢ z trzech zasadniczych etapow.
Pierwszym jest przyjecie topologii bryly odtamu, czyli ksztaltu i liczby sztywnych blokéw
bedacych wyidealizowanym obrazem strefy deformacji.

Na rysunku nr 1 przedstawiono przyktadowa topologi¢ bryly odlamu sktadajaca
si¢ z trzech elementéw. Moze ona postuzy¢ do oceny wysokosci krytycznej dowolnego
zbocza o zadanym kacie nachylenia opisanym katem . Wszystkie linie migdzyelemen-
towe sa liniami nieciaglosci predkosci. Konsekwentne zastosowanie stowarzyszonego
prawa ptynigcia, zard6wno na etapie budowy bryty odtamu jak rowniez bilansu mocy,
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Rys. 1. Topologia bryty odtamu wraz z wyjsciowymi
wspotrzednymi weztdw siatki bryly odtamu

wymusza odchylenie wektorow skoku predkosci od linii nieciagtosci o kat rdwny ka-
towi tarcia wewnetrznego ¢p. Wszystkie wierzchotki elementow opisane sa wspotrzed-
nymi wzgledem przyjetego uktadu odniesienia. Ostateczne wartosci wspotrzednych
zostaja wyznaczone po optymalizacji geometrii bryty odlamu, poniewaz w trakcie ana-
lizy potozenie niektorych wierzchotkéw ulega zmianie zgodnie z przyjetymi stopniami
swobody. Na powyzszym rysunku stopnie swobody przedstawiono za pomocg strzatek
z pustymi grotami.

Drugi etap polega na wyznaczeniu za pomoca rownan kinematycznych sktadowych po-
ziomych i pionowych wszystkich wektorow predkosci. Dla kazdej bowiem linii nieciagtosci
predkosci zapisane zostaje rownanie opisujace rzut sktadowych wektora skoku predkosci na
kierunek normalny do linii nieciagto$ci predkoscei:

Vi coS s + Vicos Yy = vii (D)
W powyzszym réwnaniu (1) katy a i y, sa katami skierowanymi, ktére jednoznacznie

definiuja potozenie wzgledem przyjetego ukfadu odniesienia jednostkowych wektorow e,
oraz e, prostopadlych do linii nieciagtosci predkosci.

Rys. 2. Wektory predkosci i ich sktadowe na liniach nieciagtosci predkosci

Cosinusy kierunkowe tych katdw mozna wyrazi¢ za pomoca wspotrzednych weztdw
siatki bryly odtamu nast¢pujacymi zalezno$ciami:
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Wykorzystujac powyzszy zapis oraz zaleznosci trygonometryczne, rownanie (1) mozna
zapisa¢ ogodlnie dla wszystkich linii nieciagtosci predkosci ij migdzyelementowych w postaci:
y : y : y y t i
vili+ving+vily+vil; = (Vz - V/)% (3)
natomiast dla wszystkich linii nieciaglosci predkosci jk oddzielajacych mechanizm od nie-
ruchomego otoczenia:

tan

Vil + vily = vi o
1l Tl i L tan gy — s 4)

Po zapisaniu powyzszych réwnan (3) 1 (4) dla wszystkich linii nieciagtosci predkosci i za-
stosowaniu prostych przeksztalcen otrzymano uktad réwnan kinematycznych, ktory w zapisie
macierzowym mozna przedstawié jako:

[Kic]-{v} ={w} Q)

W ukladzie rownan (5) [K ] to niesymetryczna macierz, w ktorej zawarte sg cosinusy
kierunkowe jednostkowych wektoréw prostopadtych do linii nieciaglosci predkosci. Wektor
{v,} to wektor zadanych warunkami brzegowymi wyrazéw wolnych, natomiast {v} to wek-
tor poszukiwanych sktadowych pionowych i poziomych wektorow predkosci.

Dla przyktadowego zadania polegajacego na wyznaczeniu wysokosci krytycznej zbo-
cza przedstawionego na rys. 1 uktad rownan (5) przyjmie nastgpujaca postac:
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Z réwnan kinematycznych wyznaczono zwiazki opisujace sktadowe wektoréw pred-
kosci wyrazone w funkcji poszukiwanych wspotrzednych weztow siatki bryly odtamu.
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Zwiazki te zostaja podstawione do rdwnania bilansu mocy, z ktdrego wytoniona zostaje
funkcja celu.

Ostatni, trzeci etap algorytmu obliczeniowego uogélnionej MEK polega na optymalizo-
waniu bryty odtamu poprzez ostateczne okreslenie wspotrzednych weztow siatki, dla ktorych
funkcja celu osiaga minimum globalne.

3. Funkcja celu

Funkcja celu okreslana jest na podstawie rownania bilansu mocy, w ktorym moc obcia-
zen zewnetrznych wraz z sitami masowymi w stanie granicznym réwna jest mocy dysypo-
wanej wewnatrz osrodka. Zaktadajac, iz kinematycznie dopuszczalny mechanizm zniszcze-
nia sktada si¢ ze sztywnych blokéw wydzielonych liniami nieciagtosci predkosci dysypacja
zostaje obliczona jako suma dysypacji wystepujacych wzdtuz linii nieciagtosci predkosci.
Dlatego zgodne ze stowarzyszonym prawem plynigcia rOwnanie bilansu mocy dla kryterium
Coulomba-Mohra mozna zapisaé¢ w sposob nastgpujacy:

Didicovi-cosp =D 0 v+ D X, vi @)

Lewa strona powyzszego rdwnania okresla dysypacj¢. Natomiast prawg strong stanowi
suma dwoch cztondw, z ktorych pierwszy okresla prace sit zewnetrznych dziatajacych na
kierunku predkosci v/2, natomiast drugi pracg sit masowych dziatajacych na pionowych skta-
dowych wektoréw predkosci poszczegdlnych elementow v /7.

Do petnego uzupehienia rownania bilansu mocy konieczna jest znajomos¢ warunkéw brze-
gowych zadania, wartosci wektorow skoku predkosci oraz opis geometrii bryty odtamu. Warunki
brzegowe pozwalaja jednoznacznie sprecyzowac charakter poszukiwanych wielkosci 1 narzuci¢
jednostkowy wektor predkosci zadany na jednej z krawedzi zewngtrznych bryly odtamu.

Wartosci wektorow skoku predkosci opisane funkcjami wielu zmiennych wyznaczone
zostaja z rownan kinematycznych. Réwnania kinematyczne (5) powstaja po zapisaniu dla kaz-
dej linii nieciagtosci predkosci elementarnego rdwnania opisujacego rzut sktadowych wektora
skoku predkosci na kierunek normalny do linii nieciagtosci predkosci, co doktadnie zostato
opisane w poprzednim punkcie. Wyznaczone zaleznosci opisujg sktadowe wektorow predkosci
1 wyrazone sa w funkcji poszukiwanych wspotrzednych weztow siatki bryly odtamu.

Opis geometrii bryly odtamu, w przypadku zadan ptaskich, sprowadza si¢ do wyzna-
czenia dtugosci linii nieciaglosci predkosci oraz pola powierzchni elementdéw bryty odtamu.
Wszystkie wielkosci podawane sg w postaci funkcji poszukiwanych wspotrzednych weztdw
siatki bryty odtamu.

Po przeksztatceniach ostatecznie zdefiniowana zostaje funkcja celu okreslajaca np. wy-
soko$¢ zbocza:

H= %f()h,Zz,Zx,y%Z%ZSsyﬁ) ®
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Wyznaczajac minimum globalne zdefiniowanej funkcji celu okreslone zostaje goérne
oszacowanie poszukiwanej wysokos$ci krytycznej zbocza bedacego w stanie rownostatecz-
nym. Liczba zmiennych w funkcji celu rowna jest liczbie przyjetych warunkami brzegowymi
stopni swobody.

4. Optymalizacja geometrii bryly odlamu

Optymalizacja geometrii bryly odtamu odbywa si¢ poprzez ostateczne okreslenie
wspotrzednych weztow siatki bryly odtamu, dla ktérych funkcja celu osiggneta minimum
globalne. Poszukiwanie minimum globalnego skomplikowanej funkcji wielu zmiennych, dla
ktdrej istnienia pochodnej w calym obszarze poszukiwan nie mozna zagwarantowaé, moze
nastrgczac wiele trudnosci. Pomocne w tym zakresie sa rozne programy numeryczne migdzy
innymi MATHEMATICA, czy MATLAB.

Poniewaz funkcja celu ma bardzo zawila posta¢ i nie mozna zagwarantowac istnienia
pochodnej w catym jej obszarze poszukiwan, do przeprowadzenia peinej analizy optymali-
zacyjnej wykorzystana zostata metoda Neldera-Meada nalezaca do grupy metod bezgradien-
towych [7]. Istota tej metody jest wykonywanie numerycznych iteracji, w ktorych bada sig¢
warto$¢ funkcji celu w punktach stanowiacych wierzchotki sympleksu rozpigtego w prze-
strzeni rozwigzan. Potozenie sympleksu zmienia si¢ odpowiednio w zaleznosci od wyniku
badan. Nalezy jednak pamigtac, iz mimo zbieznosci nazw metoda ta nie ma nic wspdlnego
z metodami sympleksu do rozwigzywania zadan programowania liniowego.

W n-wymiarowej przestrzeni rozwigzan zostaje wybrane n+/ punktow tworzacych
figur¢ wypukla zwana sympleksem. Przyjmuje sig, ze przed przystapieniem do obliczen
poczatkowy sympleks jest regularny, tzn. wszystkie jego boki maja réwna dtugosé. Jako
informacj¢ wejsciowa wprowadza si¢ w zwiazku z tym dowolnie wybrany punkt startowy
poszukiwan x°. Pozwoli to wyliczy¢ startowe wspotrzedne punktow wierzchotkowych regu-
larnego sympleksu P, dla i=1, 2, ..., n+1. Dlugos¢ boku poczatkowego sympleksu wynosi s.
We wszystkich wierzchotkach sympleksu obliczana jest wartos¢ funkcji i na tej podstawie
w trakcie kolejnych iteracji sympleks zostaje przeksztatcany. W kazde;j iteracji punkt P,
zwany ,,najgorszym’ zastepowany jest punktem, w ktérym funkcja przyjmuje wartosci nie
gorsze, niz w dotychczas badanych punktach. W algorytmie stosuje si¢ operacje odbicia, eks-
pansji (rozciagania) i kontrakcji (Sciagania), ktore sa regulowane dobieranymi wartosciami
wspolczynnikow odbicia a > 0, kontrakeji 0 < f < I oraz ekspansji y > 1. W analizie przy-
jeto jako optymalna strategi¢ o = 1, f = 0,5, y = 2. Obliczenia trwaja tak dlugo, az odlegtosc
migdzy wierzchotkami sympleksu, a srodkiem symetrii w poblizu znalezionego minimum
osiagnie warto$¢ nie wigksza od zaktadanej doktadnosci e.

W czasie obliczen na funkcje celu naktadane sa rézne ograniczenia. Mozna je zadawaé
poprzez ograniczanie przedziatow zmiennosci poszukiwanych wielkosci lub poprzez na-
ktadanie systemu kar odrzucajacych rozwigzanie niezgodne z np. warunkami brzegowymi.
Niezaleznie od sposobu zadawania ograniczen wszystkie generalnie mozna podzieli¢ na

trzy grupy.
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Pierwsza grupe stanowig ograniczenia naktadane bezposrednio na funkcj¢ celu. W przy-
padku poszukiwania wysokosci krytycznej jest to odrzucenie wszystkich rozwiazan, dla kto-
rych funkcja celu osigga wartosci ujemne.

Druga grupe stanowia ograniczenia naktadane na poszukiwane zmienne. Maja one na
celu wykluczenie niedopuszczalnych przemieszczen weztow siatki podczas optymalizacji
ksztattu bryly odtamu. Chodzi o to, aby wezly w trakcie optymalizacji przemieszczaty si¢
wzdhuz konkretnych prostych (warunki brzegowe, zewngtrzny kontur skarpy) lub przemiesz-
czaly si¢ swobodnie, lecz bez mozliwosci zamiany wzajemnego potozenia wzgledem siebie.
W ten sposob zapewniona zostaje stala topologia bryty odtamu, ktéra moze jedynie zosta¢
zredukowana do prostszej o mniejszej liczbie elementdw.

Ostatnia grupe ograniczen stanowia ograniczenia naktadane na czg¢sci sktadowe funkcji
celu. Mowa tu o ograniczeniu wynikajacym z zasady najwickszej mocy dysypowanej D > 0.
Czyli poszukiwania minimum zadanej wielkosci dotycza tylko tych obszaréw rozwiazan,
dla ktorych dysypacja jest nieujemna. Ponadto w mysl zasad rzadzacych na wszystkich li-
niach nieciagtosci predkosci na zalezno$ci opisujace wielkosci wektorow skoku predkosci
naktadane sa rowniez pewne ograniczenia. Otdz réznica pomig¢dzy sktadowymi normalnymi
wektorow predkosci sasiednich blokow musi dostarczaé¢ dodatni przyrost, co zapewnienia
kinematyczna dopuszczalnos¢ mechanizmu zniszczenia (por. [6]). Czyli zgodnie z oznacze-
niami zastosowanymi na rys. 3:

Vi v )

Ograniczenia te wyeliminuja rozwiazania, w ktorych elementy mechanizmu ztozone
ze sztywnych blokéw nasuwalyby si¢ na siebie, co byloby sprzeczne z przyjetym prawem

plynigcia.
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Rys. 3. Wektory predkosci i ich sktadowe styczne i normalne do linii
nieciaglosci predkosci dwoch sasiednich blokow

W zaleznosci od stosowanego zapisu ograniczenia moga zostac¢ zapisane w postaci nie-
réwnosci, badz zwiazkow liniowych z wprowadzeniem dodatkowych zmiennych o znanej
zmiennos$ci. Stosowano oba podejscia i zaobserwowano, iz wprowadzanie dodatkowych
zmiennych znacznie wydtuza czas obliczen iteracyjnych. Ograniczenia do algorytmu opty-
malizacyjnego zostaly wprowadzone jako system kar odrzucajacych rozwigzania niezgodne
z zatozeniami brzegowymi oraz przyjetymi ograniczeniami.
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Rozwiazanie w postaci warto$ci wspotrzednych weztdéw siatki brylty odtamu, dla kto-
rych funkcja celu uzyskata minimum jest podstawa do graficznego przedstawienia zoptyma-
lizowanej bryly odtamu oraz hodografu predkos$ci i mechanizmu zniszczenia.

5. Wnhnioski

Za pomoca uogolnionej Metody Elementéw Kinematycznych przeprowadzono wiele ana-
liz wysokosci krytycznej zboczy o zmiennym kacie nachylenia oraz zmiennych parametrach
osrodka gruntowego [1, 2]. Po kazdej analizie numerycznej otrzymane rozwiazania przedsta-
wiano graficznie rysujac zoptymalizowang bryle odtamu, hodograf predkosci oraz mechanizm
zniszczenia (rys. 4). W ten sposdb sprawdzano kinematyczng dopuszczalno$é otrzymanych
mechanizméw zniszczenia oraz weryfikowano poprawnos¢ algorytmu obliczeniowego [5].

Mo

® Mo,

Rys. 4. Zoptymalizowana bryta odtamu, hodograf predkosci, mechanizm zniszczenia

Analizie poddawano mechanizmy o zmiennej liczbie elementow. Wzrost liczby ele-
mentow wiazal si¢ kazdorazowo ze wzrostem liczby zmiennych w funkcji celu. Przyktado-
wo funkcja celu, przy pomocy ktérej mozna okreslic wysokos$¢ krytyczna zbocza dla bryly
odtamu sktadajacej si¢ z dwoch elementow liczyta sobie cztery zmienne. Natomiast ta sama
funkcja dla czteroelementowej bryty odtamu liczyta juz dziesi¢¢ zmiennych.

Zaobserwowano, iz kazdorazowy wzrost liczby elementéw przyblizat rozwigzanie do
rozwigzania $cistego dajac coraz mniejsze warto$ci wyznaczanej wysokosci krytycznej zbo-
cza. Na rysunku 5 poréwnano zoptymalizowane roznoelementowe bryty odlamu powstale
podczas okre$lania wysokosci krytycznej zbocza jednorodnego o kacie nachylenia réwnym
B = 30° oraz parametrach gruntu ¢ = 20 kPa, ¢ = 10°, y = 20 kN/m".

Rys. 5. Porownanie zoptymalizowanych rdéznoelementowych bryt odtamu

Ciagla gruba linig zaznaczono kontur skarpy oraz zoptymalizowana dwuelementowsa
bryt¢ odtamu, dla ktérej wysokos¢ krytyczna wyniosta 16,42 m. Przerywana cienka rozwia-

59



zanie dla trzyelementowej bryly odtamu o wysokosci krytycznej rownej 15,17 m. Natomiast
przerywang gruba rozwiazanie dla czteroelementowej bryly odtamu, dla ktorej wysokosé
krytyczna zostata okreslona jako 15,12 m. Jak wida¢ dwa ostatnie rozwigzania daty bardzo
zblizone wyniki, co moze $wiadczyé o duzej zbieznosci rozwiazania przy stosunkowo nie-
wielkiej liczbie elementéw. Widaé to rowniez na graficznym poréwnaniu wszystkich bryt
odtamu, ktére dostarczyty zblizona powierzchni¢ zniszczenia.
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