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OPTYMALIZACJA GEOMETRII BRY Y OD AMU
W UOGÓLNIONEJ METODZIE ELEMENTÓW KINEMATYCZNYCH

1. Wst p

Uogólniona metoda elementów kinematycznych jest jedn  z grupy metod wywodz -
cych si  z teorii plastyczno ci. Oszacowuje poszukiwane wielko ci z góry na mocy jednego 
z twierdze  stanu granicznego mówi cego, i  dowolne kinematycznie dopuszczalne pole 
pr dko ci, które spe nia warunki brzegowe, dostarcza górn  ocen  rozwi zania cis ego [6]. 
Metoda powsta a na bazie metody elementów kinematycznych licz cej sobie niespe na 20 
lat [3, 4]. Wprowadzone uogólnienie do klasycznej MEK zapewni o konsekwentne zastoso-
wanie w ca ym algorytmie obliczeniowym stowarzyszonego prawa p yni cia i uzyskiwanie 
kinematycznie dopuszczalnych mechanizmów zniszczenia [1].

Podczas oblicze  za o ono sztywno-idealnie plastyczny model gruntu. Przyj to waru-
nek plastyczno ci zgodny z hipotez  Coulomba oraz stowarzyszonego prawa p yni cia.

2. Algorytm obliczeniowy uogólnionej 
metody elementów kinematycznych

Algorytm obliczeniowy uogólnionej MEK sk ada si  z trzech zasadniczych etapów. 
Pierwszym jest przyj cie topologii bry y od amu, czyli kszta tu i liczby sztywnych bloków 
b d cych wyidealizowanym obrazem strefy deformacji.

Na rysunku nr 1 przedstawiono przyk adow  topologi  bry y od amu sk adaj c
si  z trzech elementów. Mo e ona pos u y  do oceny wysoko ci krytycznej dowolnego 
zbocza o zadanym k cie nachylenia opisanym k tem ß. Wszystkie linie mi dzyelemen-
towe s  liniami nieci g o ci pr dko ci. Konsekwentne zastosowanie stowarzyszonego 
prawa p yni cia, zarówno na etapie budowy bry y od amu jak równie  bilansu mocy, 
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wymusza odchylenie wektorów skoku pr dko ci od linii nieci g o ci o k t równy k -
towi tarcia wewn trznego z. Wszystkie wierzcho ki elementów opisane s  wspó rz d-
nymi wzgl dem przyj tego uk adu odniesienia. Ostateczne warto ci wspó rz dnych 
zostaj  wyznaczone po optymalizacji geometrii bry y od amu, poniewa  w trakcie ana-
lizy po o enie niektórych wierzcho ków ulega zmianie zgodnie z przyj tymi stopniami 
swobody. Na powy szym rysunku stopnie swobody przedstawiono za pomoc  strza ek 
z pustymi grotami.

Drugi etap polega na wyznaczeniu za pomoc  równa  kinematycznych sk adowych po-
ziomych i pionowych wszystkich wektorów pr dko ci. Dla ka dej bowiem linii nieci g o ci
pr dko ci zapisane zostaje równanie opisuj ce rzut sk adowych wektora skoku pr dko ci na 
kierunek normalny do linii nieci g o ci pr dko ci:

W powy szym równaniu (1) k ty  i , s  k tami skierowanymi, które jednoznacznie 
defi niuj  po o enie wzgl dem przyj tego uk adu odniesienia jednostkowych wektorów eij

oraz ejk prostopad ych do linii nieci g o ci pr dko ci.

Cosinusy kierunkowe tych k tów mo na wyrazi  za pomoc  wspó rz dnych w z ów
siatki bry y od amu nast puj cymi zale no ciami:

Rys. 1. Topologia bry y od amu wraz z wyj ciowymi
wspó rz dnymi w z ów siatki bry y od amu

Rys. 2. Wektory pr dko ci i ich sk adowe na liniach nieci g o ci pr dko ci
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gdzie:
  yij = yj – yi = –yji,
  zij = zj – zi = –zij.

Wykorzystuj c powy szy zapis oraz zale no ci trygonometryczne, równanie (1) mo na 
zapisa  ogólnie dla wszystkich linii nieci g o ci pr dko ci ij mi dzyelementowych w postaci:

natomiast dla wszystkich linii nieci g o ci pr dko ci jk oddzielaj cych mechanizm od nie-
ruchomego otoczenia:

Po zapisaniu powy szych równa  (3) i (4) dla wszystkich linii nieci g o ci pr dko ci i za-
stosowaniu prostych przekszta ce  otrzymano uk ad równa  kinematycznych, który w zapisie 
macierzowym mo na przedstawi  jako:

W uk adzie równa  (5) [KuK] to niesymetryczna macierz, w której zawarte s  cosinusy 
kierunkowe jednostkowych wektorów prostopad ych do linii nieci g o ci pr dko ci. Wektor 
{vn} to wektor zadanych warunkami brzegowymi wyrazów wolnych, natomiast {v} to wek-
tor poszukiwanych sk adowych pionowych i poziomych wektorów pr dko ci.

Dla przyk adowego zadania polegaj cego na wyznaczeniu wysoko ci krytycznej zbo-
cza przedstawionego na rys. 1 uk ad równa  (5) przyjmie nast puj c  posta :

Z równa  kinematycznych wyznaczono zwi zki opisuj ce sk adowe wektorów pr d-
ko ci wyra one w funkcji poszukiwanych wspó rz dnych w z ów siatki bry y od amu. 
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Zwi zki te zostaj  podstawione do równania bilansu mocy, z którego wy oniona zostaje 
funkcja celu.

Ostatni, trzeci etap algorytmu obliczeniowego uogólnionej MEK polega na optymalizo-
waniu bry y od amu poprzez ostateczne okre lenie wspó rz dnych w z ów siatki, dla których 
funkcja celu osi ga minimum globalne.

3. Funkcja celu

Funkcja celu okre lana jest na podstawie równania bilansu mocy, w którym moc obci -
e  zewn trznych wraz z si ami masowymi w stanie granicznym równa jest mocy dysypo-

wanej wewn trz o rodka. Zak adaj c, i  kinematycznie dopuszczalny mechanizm zniszcze-
nia sk ada si  ze sztywnych bloków wydzielonych liniami nieci g o ci pr dko ci dysypacja 
zostaje obliczona jako suma dysypacji wyst puj cych wzd u  linii nieci g o ci pr dko ci.
Dlatego zgodne ze stowarzyszonym prawem p yni cia równanie bilansu mocy dla kryterium 
Coulomba-Mohra mo na zapisa  w sposób nast puj cy:

Lewa strona powy szego równania okre la dysypacj . Natomiast praw  stron  stanowi 
suma dwóch cz onów, z których pierwszy okre la prac  si  zewn trznych dzia aj cych na 
kierunku pr dko ci vI

Q, natomiast drugi prac  si  masowych dzia aj cych na pionowych sk a-
dowych wektorów pr dko ci poszczególnych elementów vI

z.
Do pe nego uzupe nienia równania bilansu mocy konieczna jest znajomo  warunków brze-

gowych zadania, warto ci wektorów skoku pr dko ci oraz opis geometrii bry y od amu. Warunki 
brzegowe pozwalaj  jednoznacznie sprecyzowa  charakter poszukiwanych wielko ci i narzuci
jednostkowy wektor pr dko ci zadany na jednej z kraw dzi zewn trznych bry y od amu.

Warto ci wektorów skoku pr dko ci opisane funkcjami wielu zmiennych wyznaczone 
zostaj  z równa  kinematycznych. Równania kinematyczne (5) powstaj  po zapisaniu dla ka -
dej linii nieci g o ci pr dko ci elementarnego równania opisuj cego rzut sk adowych wektora 
skoku pr dko ci na kierunek normalny do linii nieci g o ci pr dko ci, co dok adnie zosta o
opisane w poprzednim punkcie. Wyznaczone zale no ci opisuj  sk adowe wektorów pr dko ci 
i wyra one s  w funkcji poszukiwanych wspó rz dnych w z ów siatki bry y od amu.

Opis geometrii bry y od amu, w przypadku zada  p askich, sprowadza si  do wyzna-
czenia d ugo ci linii nieci g o ci pr dko ci oraz pola powierzchni elementów bry y od amu.
Wszystkie wielko ci podawane s  w postaci funkcji poszukiwanych wspó rz dnych w z ów
siatki bry y od amu.

Po przekszta ceniach ostatecznie zdefi niowana zostaje funkcja celu okre laj ca np. wy-
soko  zbocza:

cosd c v Q v X vij IJ I
Q

I I
z$ $ $ $ $z = +// / (7)

, , , , , ,H c f y z z y z z y62 2 3 4 4 5
c
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Wyznaczaj c minimum globalne zdefi niowanej funkcji celu okre lone zostaje górne 
oszacowanie poszukiwanej wysoko ci krytycznej zbocza b d cego w stanie równostatecz-
nym. Liczba zmiennych w funkcji celu równa jest liczbie przyj tych warunkami brzegowymi 
stopni swobody.

4. Optymalizacja geometrii bry y od amu

Optymalizacja geometrii bry y od amu odbywa si  poprzez ostateczne okre lenie
wspó rz dnych w z ów siatki bry y od amu, dla których funkcja celu osi gn a minimum 
globalne. Poszukiwanie minimum globalnego skomplikowanej funkcji wielu zmiennych, dla 
której istnienia pochodnej w ca ym obszarze poszukiwa  nie mo na zagwarantowa , mo e
nastr cza  wiele trudno ci. Pomocne w tym zakresie s  ró ne programy numeryczne mi dzy
innymi MATHEMATICA, czy MATLAB.

Poniewa  funkcja celu ma bardzo zawi  posta  i nie mo na zagwarantowa  istnienia 
pochodnej w ca ym jej obszarze poszukiwa , do przeprowadzenia pe nej analizy optymali-
zacyjnej wykorzystana zosta a metoda Neldera-Meada nale ca do grupy metod bezgradien-
towych [7]. Istot  tej metody jest wykonywanie numerycznych iteracji, w których bada si
warto  funkcji celu w punktach stanowi cych wierzcho ki sympleksu rozpi tego w prze-
strzeni rozwi za . Po o enie sympleksu zmienia si  odpowiednio w zale no ci od wyniku 
bada . Nale y jednak pami ta , i  mimo zbie no ci nazw metoda ta nie ma nic wspólnego 
z metodami sympleksu do rozwi zywania zada  programowania liniowego.

W n-wymiarowej przestrzeni rozwi za  zostaje wybrane n+1 punktów tworz cych
fi gur  wypuk  zwan  sympleksem. Przyjmuje si , e przed przyst pieniem do oblicze
pocz tkowy sympleks jest regularny, tzn. wszystkie jego boki maj  równ  d ugo . Jako 
informacj  wej ciow  wprowadza si  w zwi zku z tym dowolnie wybrany punkt startowy 
poszukiwa xo. Pozwoli to wyliczy  startowe wspó rz dne punktów wierzcho kowych regu-
larnego sympleksu Pi dla i=1, 2, …, n+1. D ugo  boku pocz tkowego sympleksu wynosi s.
We wszystkich wierzcho kach sympleksu obliczana jest warto  funkcji i na tej podstawie 
w trakcie kolejnych iteracji sympleks zostaje przekszta cany. W ka dej iteracji punkt Pn+1

zwany „najgorszym” zast powany jest punktem, w którym funkcja przyjmuje warto ci nie 
gorsze, ni  w dotychczas badanych punktach. W algorytmie stosuje si  operacj  odbicia, eks-
pansji (rozci gania) i kontrakcji ( ci gania), które s  regulowane dobieranymi warto ciami
wspó czynników odbicia  > 0, kontrakcji 0 <  < 1 oraz ekspansji  > 1. W analizie przy-
j to jako optymaln  strategi  = 1,  = 0,5,  = 2. Obliczenia trwaj  tak d ugo, a  odleg o
mi dzy wierzcho kami sympleksu, a rodkiem symetrii w pobli u znalezionego minimum 
osi gnie warto  nie wi ksz  od zak adanej dok adno ci .

W czasie oblicze  na funkcj  celu nak adane s  ró ne ograniczenia. Mo na je zadawa
poprzez ograniczanie przedzia ów zmienno ci poszukiwanych wielko ci lub poprzez na-
k adanie systemu kar odrzucaj cych rozwi zanie niezgodne z np. warunkami brzegowymi. 
Niezale nie od sposobu zadawania ogranicze  wszystkie generalnie mo na podzieli  na 
trzy grupy.
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Pierwsz  grup  stanowi  ograniczenia nak adane bezpo rednio na funkcj  celu. W przy-
padku poszukiwania wysoko ci krytycznej jest to odrzucenie wszystkich rozwi za , dla któ-
rych funkcja celu osi ga warto ci ujemne.

Drug  grup  stanowi  ograniczenia nak adane na poszukiwane zmienne. Maj  one na 
celu wykluczenie niedopuszczalnych przemieszcze  w z ów siatki podczas optymalizacji 
kszta tu bry y od amu. Chodzi o to, aby w z y w trakcie optymalizacji przemieszcza y si
wzd u  konkretnych prostych (warunki brzegowe, zewn trzny kontur skarpy) lub przemiesz-
cza y si  swobodnie, lecz bez mo liwo ci zamiany wzajemnego po o enia wzgl dem siebie. 
W ten sposób zapewniona zostaje sta a topologia bry y od amu, która mo e jedynie zosta
zredukowana do prostszej o mniejszej liczbie elementów.

Ostatni  grup  ogranicze  stanowi  ograniczenia nak adane na cz ci sk adowe funkcji 
celu. Mowa tu o ograniczeniu wynikaj cym z zasady najwi kszej mocy dysypowanej D  0. 
Czyli poszukiwania minimum danej wielko ci dotycz  tylko tych obszarów rozwi za ,
dla których dysypacja jest nieujemna. Ponadto w my l zasad rz dz cych na wszystkich li-
niach nieci g o ci pr dko ci na zale no ci opisuj ce wielko ci wektorów skoku pr dko ci
nak adane s  równie  pewne ograniczenia. Otó  ró nica pomi dzy sk adowymi normalnymi 
wektorów pr dko ci s siednich bloków musi dostarcza  dodatni przyrost, co zapewnienia 
kinematyczn  dopuszczalno  mechanizmu zniszczenia (por. [6]). Czyli zgodnie z oznacze-
niami zastosowanymi na rys. 3:

Ograniczenia te wyeliminuj  rozwi zania, w których elementy mechanizmu z o one
ze sztywnych bloków nasuwa yby si  na siebie, co by oby sprzeczne z przyj tym prawem 
p yni cia.

W zale no ci od stosowanego zapisu ograniczenia mog  zosta  zapisane w postaci nie-
równo ci, b d  zwi zków liniowych z wprowadzeniem dodatkowych zmiennych o znanej 
zmienno ci. Stosowano oba podej cia i zaobserwowano, i  wprowadzanie dodatkowych 
zmiennych znacznie wyd u a czas oblicze  iteracyjnych. Ograniczenia do algorytmu opty-
malizacyjnego zosta y wprowadzone jako system kar odrzucaj cych rozwi zania niezgodne 
z za o eniami brzegowymi oraz przyj tymi ograniczeniami.

v vB
n

A
n$ (9)

Rys. 3. Wektory pr dko ci i ich sk adowe styczne i normalne do linii 
nieci g o ci pr dko ci dwóch s siednich bloków
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Rozwi zanie w postaci warto ci wspó rz dnych w z ów siatki bry y od amu, dla któ-
rych funkcja celu uzyska a minimum jest podstaw  do grafi cznego przedstawienia zoptyma-
lizowanej bry y od amu oraz hodografu pr dko ci i mechanizmu zniszczenia.

5. Wnioski

Za pomoc  uogólnionej Metody Elementów Kinematycznych przeprowadzono wiele ana-
liz wysoko ci krytycznej zboczy o zmiennym k cie nachylenia oraz zmiennych parametrach 
o rodka gruntowego [1, 2]. Po ka dej analizie numerycznej otrzymane rozwi zania przedsta-
wiano grafi cznie rysuj c zoptymalizowan  bry  od amu, hodograf pr dko ci oraz mechanizm 
zniszczenia (rys. 4). W ten sposób sprawdzano kinematyczn  dopuszczalno  otrzymanych 
mechanizmów zniszczenia oraz weryfi kowano poprawno  algorytmu obliczeniowego [5].

Analizie poddawano mechanizmy o zmiennej liczbie elementów. Wzrost liczby ele-
mentów wi za  si  ka dorazowo ze wzrostem liczby zmiennych w funkcji celu. Przyk ado-
wo funkcja celu, przy pomocy której mo na okre li  wysoko  krytyczn  zbocza dla bry y
od amu sk adaj cej si  z dwóch elementów liczy a sobie cztery zmienne. Natomiast ta sama 
funkcja dla czteroelementowej bry y od amu liczy a ju  dziesi  zmiennych.

Zaobserwowano, i  ka dorazowy wzrost liczby elementów przybli a  rozwi zanie do 
rozwi zania cis ego daj c coraz mniejsze warto ci wyznaczanej wysoko ci krytycznej zbo-
cza. Na rysunku 5 porównano zoptymalizowane ró noelementowe bry y od amu powsta e
podczas okre lania wysoko ci krytycznej zbocza jednorodnego o k cie nachylenia równym 
 = 30° oraz parametrach gruntu c = 20 kPa, z = 10°,  = 20 kN/m³.

Ci g  grub  lini  zaznaczono kontur skarpy oraz zoptymalizowan  dwuelementow
bry  od amu, dla której wysoko  krytyczna wynios a 16,42 m. Przerywan  cienk  rozwi -

Rys. 4. Zoptymalizowana bry a od amu, hodograf pr dko ci, mechanizm zniszczenia

Rys. 5. Porównanie zoptymalizowanych ró noelementowych bry  od amu
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zanie dla trzyelementowej bry y od amu o wysoko ci krytycznej równej 15,17 m. Natomiast 
przerywan  grub  rozwi zanie dla czteroelementowej bry y od amu, dla której wysoko
krytyczna zosta a okre lona jako 15,12 m. Jak wida  dwa ostatnie rozwi zania da y bardzo 
zbli one wyniki, co mo e wiadczy  o du ej zbie no ci rozwi zania przy stosunkowo nie-
wielkiej liczbie elementów. Wida  to równie  na grafi cznym porównaniu wszystkich bry
od amu, które dostarczy y zbli on  powierzchni  zniszczenia.

LITERATURA

[1] Bagi ska I.: Wykorzystanie uogólnionej Metody Elementów Kinematycznych do oceny sta-
teczno ci zboczy, Gliwice, Zeszyty Naukowe Politechniki l skiej 2005, s. 51–56

[2] Bagi ska I., Izbicki R.J.: Niejednorodno  o rodka gruntowego w kinematycznej analizie 
stateczno ci zboczy, Górnictwo i Geoin ynieria, r. 32, z. 2, 2008, s. 27–33

[3] Smoldczyk U. (red.), Geotechnical Engineering Handbook, Vol. 1, Berlin, Ernst&Sohn 2002
[4] Gussmann P.: Die Methode der Kinematischen Elemente, Stuttgart, Baugrundinstitut 1986, 

Mitteilung 25
[5] Izbicki R.J.: Kinematycznie dopuszczalna analiza stateczno ci skarp i zboczy. Archiwum 

Hydrotechniki, tom XXIX, z. 3, 1982
[6] Izbicki R.J., Mróz Z.: Metody no no ci granicznej w mechanice gruntów i ska , Warszawa, 

PWN 1976
[7] Stadnicki J.: Teoria i praktyka rozwi zywania zada  optymalizacji z przyk adami zastoso-

wa  technicznych, Warszawa, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne 2006

gig_2010.indb 60 2010-02-21 20:12:29


