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REGRESYJNY MODEL PROCESU KLASYFIKACJI
ZIAREN SKRAJNIE DROBNYCH**

1. Wstep

Klasyfikacja przeptywowa oparta jest na wykorzystaniu réznic predkosci ruchu ziaren
w osrodkach ptynnych, pod wplywem wypadkowe;j sit masowych i sit oddziatywania o$rod-
ka. Mimo, ze w zdecydowanej wigkszo$ci przypadkdéw jest to operacja przygotowawcza,
nie umniejsza to jej znaczenia w catoksztatcie proceséw przerdbezych, gdyz od doktadnos-
ci jej prowadzenia zaleza w duzym stopniu efekty wzbogacania.

W idealnym modelu deterministycznym procesu wprowadza si¢ caly szereg uprosz-
czen, co powoduje, ze bardzo czgsto niemozliwe jest okreslenie a priori najwazniejszych
charakterystyk procesu. W klasycznej teorii procesu rozpatruje si¢ bowiem zachowanie
pojedynczej czastki kulistej, ktora nie oddziatuje z innymi czastkami w trakcie procesu [1].

Wprowadzenie do wzordéw state wspotczynniki i poprawki maja z reguty wartosci wy-
znaczane doswiadczalnie, ktore nie pozwalaja jednak na jednoznaczna interpretacjg wszyst-
kich zjawisk zachodzacych w trakcie procesu klasyfikacji, Nie wyczerpuje to zlozonosci
problemu, gdyz w opisie procesu nalezy uwzglednic¢ oddziatywania o charakterze losowym.
Losowos$¢ procesu powoduje bowiem znaczne trudno$ci w okreslaniu zwigzkdéw pomigdzy
poszczegolnymi zjawiskami elementarnymi, a takze w precyzyjnej identyfikacji petnego
zespotu czynnikow wptywajacych na przebieg i wyniki procesu [5].

Zaktada si¢ tez, ze podstawowym czynnikiem procesu jest mechaniczne oddziatywa-
nie czastek statych i osrodka, przyjmujac ze podstawowe strugi sa zdeterminowane, a kon-
centracja objgtosciowa fazy statej rozktada si¢ rownomiernie [6].

W przypadku klasyfikacji ziaren skrajnie drobnych (od jednego do kilkunastu mikro-
metrow) nalezy liczy¢ si¢ z wplywem oddziatywan elektrycznych powierzchni ziaren i ich
agregacji, ruchami dyfuzyjnymi czastek, wptywem na zmiany lepkosci srodowiska procesu
a takze ich ksztattem [1, 4].
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IloSciowe wyznaczenie zaleznosci pomigdzy tymi czynnikami moze okazaé uzyteczne
przy probach poprawy wskaznikow oceny procesu i umozliwi¢ wprowadzenie nowych
elementow do modelu deterministycznego.

2. Czes¢ doswiadczalna

Proces rozdziatu materialtow modelowych prowadzono w klasyfikatorze pionowo-pra-
dowym (elutriatorze), ktoérego schemat przedstawiono na rysunku 1 [6].

Strefa I
klasyfikacji
Odbior
1 przelewu
Odbior
wylewu

Rys. 1. Schemat klasyfikatora pionowo-pradowego

Urzadzenie to sktada si¢ z dwoch czeSci:

1) cylindrycznej,
2) stozkowe;j.

W czgéci cylindrycznej znajduje si¢ obszar klasyfikacji czastek, natomiast w czgsci
stozkowej nastgpuje odbior czastek, ktore stanowia produkt wylewowy klasyfikacji. Pro-
dukt przelewowy odbierany jest poprzez rynng umieszczong na gérnym koncu obszaru kla-
syfikacji. Cate stanowisko badawcze umieszczono w plaszczu, ktory polaczono z ultrater-
mostatem, co zapewnialo stabilizacj¢ i regulacj¢ temperatury. Stabilizacjg szybkosci wypty-
wu wody zapewniono poprzez typowy uktad cisnieniowy butli Mariotta gdzie woda desty-
lowana, ktora stanowita osrodek klasyfikujacy dostarczana byta z hermetycznie zamknigtej
butli, a ubytek wody z butli byl na skutek wytworzonego podcisnienia uzupeliany poprzez
przewdd potaczony z drugiej otwartej butli. Predko$¢ strumienia wznoszacego kontrolowana
rotametrem regulowano poprzez wysokos¢ stupa wody w butli i zestawu kapilar. Wszystkie
doswiadczenia klasyfikacji badanych materialow w klasyfikatorze pionowo-pradowym
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przeprowadzono w identyczny sposob. Wstepnie przez dwie godziny ustalano i stabilizo-
wano warunki prowadzenia procesu. Wartosci pH srodowiska stabilizowat roztwor cieczy
wyptywajacej z butli Mariotta. Predko$¢ liniowa strumienia wznoszacego ustalano dla po-
szczegblnych materiatéw tak by odpowiadata ona predkosci opadania swobodnego ziarna
danego materialu o wielko$cid =8« 10 — 6 m.

W trakcie prowadzenia dos§wiadczen na biezaco sprawdzano predko$é ruchu wznosza-
cego przez wskazania rotametru.

Otrzymane produkty zageszczano, a nastgpnie suszono w temperaturze 105°C wazono
i okreslano sktad ziarnowy metoda zliczania ziaren o danych rozmiarach pod mikroskopem.
Podczas jednej analizy zliczano ok. 1500 ziaren, przyjmujac sze$¢ klas ziarnowych:

— 02 um,
—  2+4 um,
— 48 um,
—  8+16 um,
— 1630 pum,
—  30+40 wm.

3. Aproksymacja krzywej rozdzialu

Liczne dane doswiadczalne dotyczace rozmaicie przeprowadzonych proceséw klasyfi-
kacji pozwalaja stwierdzié, ze istnieje szereg funkcji przyblizajacych przebieg krzywej roz-
dziatu.

W pierwszym rzedzie przeprowadzono aproksymacj¢ otrzymanych rzeczywistych krzy-
wych rozdziatu réwnaniem dystrybuanty rozktadu logarytmiczno-normalnego i pierwiast-
kowo-normalnego. Otrzymane rownania przyblizaty dobrze rzeczywista krzywa rozdziatu
w bliskim sasiedztwie wielkosci ziarna podzialowego dso, natomiast wyliczone wartosci
ziaren charakterystycznych znacznie odbiegaly od wyznaczonych z rzeczywistej krzywej
rozdziatu. Ostatecznie przyjgto proponowana dla procesu klasyfikacji w hydrocyklonach
aproksymacj¢ wielomianem n-tego stopnia. Przy pomocy przygotowanego programu wy-
liczano na podstawie wyznaczonych sktadowych ziarnowych i wchodow produktow, funk-
cje wielomiandow od pierwszego do czwartego stopnia, aproksymujace rzeczywiste krzywe
rozdziatu [2, 4, 6].

W tabelach 1-8 przedstawiono przyktadowo zestaw wynikow obliczen dla jednej serii
doswiadczen klasyfikacji szkta kwarcowego.

Kolejno przedstawiono:

— skfady ziarnowe i wychody przelewu i wylewu,
— warto$ci wspotezynnikow regresji wielomiandw n-tego stopnia aproksymujacych rze-
czywista krzywa rozdziatu dla danego doswiadczenia (n=1, 2, 3, 4),
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— analizg wariancji dla wielomianu 1 stopnia,

— analizg wariancji dla wielomianu 2 stopnia,

— analizg wariancji dla wielomianu 3 stopnia,

— analizg wariancji dla wielomianu 4 stopnia,

— tablicg reszt regresji wielomianowej 4 stopnia,

— wyliczone warto$ci przejgtych wskaznikow oceny rozdziatu.

Po wyznaczeniu wskaznikéw rownania (ay, ..., a4), podstawiano odpowiednie wartosci
T(d) 1 obliczano charakterystyczne ziarna (np. dla 7(d) = 0,75 otrzymano wielko$¢ ziarna ds
itd.). Warto$¢ wskaznika oceny ostro$ci rozdzialu 4 = tga obliczono, wyznaczajac pierwsza
pochodna funkcji w punkcie ds), natomiast pozostate wskazniki ostros$ci rozdziatu podsta-

wiajac odpowiednie wartosci ziaren charakterystycznych.

TABELA 1
Analiza skladu ziarnowego produktéw rozdziatu
Klasa Srednie Wylew Przelew
ziarnowa, ziarno
um um % g % g
0+2 1 0,520 0,037 54,020 0,823
2+4 3 0,780 0,056 25,040 0,381
4+8 6 1,500 0,107 20,940 0,319
8+15 11,5 12,020 0,858 0,000 0,000
15+30 22,5 72,120 5,136 0,000 0,000
30+40 35 13,060 0,932 0,000 0,000
100,00 7,136 100,00 1,523
Wychody produktow 82,413% 17,587%
Regresja wiclomianowa T(d) = ag + a\d + ax & + a5 d® + a, d*
Stopien ag a; a as ay
1 0,2481 0,0217
2 0,650 0,0838 0,135
3 —0,1888 0,1332 —0,0458 —0,0005
4 0,1411 -0,1057 0,0303 —0,0015 0,0002
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TABELA 2
Analiza wariancji

Zrédto Stopnie Suma Sredni Wartosé Poprawka
zmiennoS$ci swobody kwadratow kwadrat testu F sumy kwadratow

Analiza wariancji dla wielomianu 1 stopnia

W regresji 1 0,65541 0,04765 5,52696 0,00364
Poza regresja 4 0,47433 0,11859
Ogotem 5 1,12974

Analiza wariancji dla wielomianu 2 stopnia

W regresji 2 1,01008 0,50504 12,66196 0,35467
Poza regresja 3 0,11966 0,03989
Ogoétem 5 1,12974

Analiza wariancji dla wielomianu 3 stopnia

W regresji 3 1,03753 0,34584 7,50126 0,02745
Poza regresja 2 0,09221 0,04610
Ogotem 5 1,12974

Analiza wariancji dla wielomianu 4 stopnia

W regresji 4 1,12211 0,28053 36,77672 0,08458

Poza regresja 1 0,00763 0,00763

Ogodtem 5 1,12974

TABELA 3

Tabela reszt regresji wielomianowej 4 stopnia

Numer B Wartos¢ Wartos¢ rzeczywista | Warto$¢ estymowana Reszta
obserwacji dy T(d) T(d)

1 1,00000 0,04316 0,07016 -0,02700
2 3, 00000 0,12737 0,06316 0,06422
3 6,00000 0,25131 0,30183 0,05052
4 11,50000 1,00000 0,98513 0,01483
5 22,50000 1,00000 1,00157 —0,00157
6 35, 00000 1,00000 0,99995 0,00005
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TABELA 4

Wskazniki oceny procesu rozdzialu

Dy, Dys dss dss dss
7,63863 5,51885 9,56727 6,42086 8,79581
Ep J 4 B Wy
2,02421 0,26500 12,7750 0,72999 12,3510

Ostatecznie przyjgto aproksymacje krzywej rozdziatu wielomianem 4 stopnia:

T(d):a0+a1d+a2d2+a3d3+a4d4 (1)

Analiza regresji

Jedna z mozliwosci budowy modelu matematycznego procesu klasyfikacji przeply-

wowej jest okre§lenie wplywu zmiennych parametréw na wyniki rozdziatu metoda analizy
regresji [2, 4, 6].

Wielkosci, ktore uwzgledniono przy budowie modelu ta metoda, podzielono na trzy

grupy:

1)

2)
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Wielko$ci sterujace, umozliwiajace celowe oddziatywanie na przebieg procesu przed-
stawione wektorem:

X=(x1, X2, X3, X3) (2
x, — temperatura §rodowiska procesu,
x, — wartos$¢ pH §rodowiska,
x; — koncentracja objetosciowa fazy statej w zawiesinie,
x4 — lepko$¢ zawiesiny;

Wielkosci zaklocajace, podlegajace tylko czgsciowo bezposrednim pomiarom, przed-
stawione wektorem:

V=w....... Vi) 3)

Stanowia je:

— skiad ziarnowy nadawy,
—  ksztalt ziaren,
— powierzchnia wlasciwa ziaren,

— lokalne zaklocenia pola predkosci strumienia wznoszacego,



— niejednorodno$¢ koncentracji,

— wzajemne uderzanie czastek o siebie,

— obrotowy ruch czastek,

— dyfuzyjne ruchy Browna czastek najdrobniejszych,
— agregacja ziaren,

— wplyw sasiedztwa §cian urzadzenia.

3) Wielko$ci wyj$ciowe charakteryzujace stan procesu przedstawione wektorem:

Y=o V) 4)
Sa to wskazniki oceny rozdziatu, z ktérych do budowy modelu wybrano dwa:

y1 — ziarno podziatowe ds,

y, — tangens kata nachylenia krzywej rozdzialu aproksymowanej wielomianem czwar-

tego stopnia.

Przebieg procesu mozna opisa¢ przy pomocy roéwnania:
Y=7X" ®)

Przyjmujac, ze mozliwe jest $cislte okreslenie wielkosci wejsciowych xy, X, X3, X4, Oraz
wielko$ci wyj$ciowych y, mozna zestawi¢ macierze danych przy pomocy, ktérych mozliwe
jest wyznaczenie charakterystyki procesu w postaci wybranej arbitralnie:

Y=f(x....... Xp o Aoy Aleeeene.. ap) + ¢ (6)

zawierajacej k + 1 nieznanych wspolczynnikow a i zmienng resztowa { (sktadnik losowy
modelu).

Aby wyznaczy¢ optymalne wspotczynniki a, stosuje si¢ metodg najmniejszej sumy kwa-
dratow odchylen, ktora stanowi podstawe analizy regresji.

W pierwszym etapie przyj¢to liniowa posta¢ rownania:

Y=ay+2Xa;x; @)
Jako nastgpne przyblizenie przyjgto rownanie w postaci:
Y:ao+2aixi+2bixi2+Zcixixj (8)

W tabeli 5 przedstawiono liniowe rdwnanie regresji, gdzie zmienng wyjsciowa y, jest
ziarno podziatowe ds, ,natomiast w tabeli 6 y* jest wskaznikiem ostrosci rozdziatu A = tga.

W tabelach 7 i 8 przedstawiono rdwnania regresji wielokrotnej dla tego samego uktadu
zmiennych wyjsciowych.
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TABELA 5

Rownanie regresji liniowej dso = f (¢, pH, 1, 0,)

Wartos¢ Btad Przedziat Wartos¢ Wspotczynnik korelacji
wspotczynnika | standardowy ufnosci testu t czastkowej
ap 0,89 0,13
a 0,34 0,05
a, 0,4575 0,335 0,0672 13,56 0,90
a; -5,4178 1,1675 2,3456 4,54 0,57
ay 3,1391 0,3329 0,6689 9,43 0,81
TABELA 6
Réwnanie regresji liniowej 4 = £ (¢, pH, 1, 0,)
Wartosé Btad Przedziat Wartosé Wspotezynnik korelacji
wspolczynnika | standardowy ufnosci testu t czastkowej
ap 8,0837 0,4018 0,8073 20,12 0,95
a 0,01 0,00
a, 0,1748 0,0524 0,1053 3,34 0,44
a; 1,29 0,19
as 0,50 0,07
TABELA 7
Roéwnanie regresji wielokrotnej dsy = £ (¢, pH, 1, 0,)
Warto$é Blad Przedziat Wartosé Wspolezynnik korelacji
wspotczynnika | standardowy ufnosci testu t czastkowej
a —0,0466 0,0069 0,0140 6,73 0,72
a 11711 0,0783 0,1582 14,96 0,92
a; —6,8199 0,8615 1,7412 7,92 0,78
by -0,0712 0,0037 0,0076 19,03 0,95
€3 —0,2608 0,1129 0,2281 2,31 0,34
Co 0,1294 0,0444 0,0896 2,92 0,41
ap 3,2974 0,3969 0,8023 8,31 0,79
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TABELA 8
Rownanie regresji wielokrotnej A = f (¢, pH, 1, 0,)

Wartos¢ Btad Przedziat Wartos¢ Wspotczynnik korelacji
wspotczynnika | standardowy ufnosci testu t czastkowej
a, 0,5019 0,1968 0,3977 2,55 0,36
ay 4,8952 0,4093 0,8273 11,96 0,87
b, —-0,0528 0,0179 0,0238 4,48 -0,56
ci2 0,0145 0,0018 0,0036 8,01 0,77

W pierwszej fazie opracowania wynikow obliczen dokonano analizy macierzy wspot.

czynnikéw korelacji pomigdzy poszczegolnymi parami zmiennych.

Ziarno podzialowe ds jest skorelowane na poziomie istotnosci o = 0,05 z temperatura

prowadzenia procesu, koncentracja objgtosciowa, pH i lepkoscia zawiesiny, natomiast wskaz-
nik ostro$ci rozdziatu A jest skorelowany z wartosciami pH i koncentracja objgtosciowa
zawiesiny. Jedna skorelowana para zmiennych niezaleznych stanowi temperatura i lepkos¢
zawiesiny gdzie wspotczynnik jest bardzo wysoki i wynosi » = —0,910, natomiast druga
lepkos$¢ m i pH $rodowiska gdzie » = —0,244. Warto$¢ krytyczna r = 0,185 na poziomie istot-
nosci a. = 0,05.

Otrzymane rownania regresji liniowej majg nastgpujaca postac:
dso=10,457 pH-5,418 0 + 3,139 1 )
A=8,083+0,174 pH (10)

Wspoblezynniki korelacji wielokrotnej dla obu réwnan sa bardzo wysokie i wynosza

odpowiednio: 0,987 1 0,992.

5.

Whioski

Analiza otrzymanych réwnan liniowych prowadzi do nastgpujacych wnioskow.

Ziarno podziatowe dsy jest dodatnio determinowane przez wartosci pH srodowiska
i lepko$¢ zawiesiny, natomiast ujemnie przez wartosci koncentracji objgtosciowe;.
Poniewaz warto$ci zmiennych parametréw podawane sa w warto$ciach bezwzgled-
nych wystegpuja do$¢ znaczne réznice w wartosciach wspotczynnikoéw réwnan.

W przypadku jednak, gdy zamiast warto$ci bezwzglgdnych wzigto pod uwage standa-
ryzowane zmiany poszczegolnych parametrow w przyjetym zakresie badan, wartosci
wspotczynnikow wystgpuja na tym samym poziomie.
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Wszystkie otrzymane zaleznosci regresyjne pomigdzy zmiennymi parametrami a wskaz-
nikami oceny procesu rozdziatu charakteryzuja si¢ wysokimi wspotczynnikami kore-
lacji, co wskazuje na dobre dopasowanie wyestymowanych funkcji do danych doswiad-
czalnych.

Brak w réwnaniu regresji liniowej wpltywu temperatury na wartosci wskaznika oceny
procesu ziarna podzialowego ds, mozna wytlumaczy¢ duzym wptywem lepkosci $ro-
dowiska procesu, ktorym maskuje wplyw temperatury a z ktérym jest §cisle skorelo-
wany.

W rownaniu regresji liniowej na wskaznik ostrosci rozdziatu wpltywa przede wszystkim
pH srodowiska, natomiast wptyw innych parametréw na poziomie istotnosci o = 0,05
mozna odrzucié.

Roéwnania regresji wielokrotnej potwierdzily zalezno$¢ wynikéw procesu od funkcji
kwadratowej warto$ci pH $rodowiska, lecz tylko w niewielkim stopniu poprawiaja do-
pasowanie modelu, a wprowadzenie kolejnych cztonéw réwnania nie zmienia ogdlne-
go charakteru zaleznos$ci
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