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1. Wstęp 

W wielu procesach przeróbczych o rozdziale ziaren decyduje więcej niż jedna ich wła-
sność, jak np. wielkość i gęstość ziaren. W pracy przedstawiony zostanie problem związany 
z wielowymiarowymi rozkładami właściwości ziaren i wpływem na przebieg procesów roz-
kładów, biorąc pod uwagę rozmiar ziarna D i ich gęstość Ρ. Przy znanych dystrybuantach 
zmiennych D i Ρ, czyli funkcjach  

  ( ) ( )1F x P D x= <  i  ( ) ( )2F y P D y= <  (1) 

dystrybuantę zmiennej dwuwymiarowej (D, Ρ) możemy określić stosując tzw. rozkłady 
Morgensterna [1, 2, 8, 9], za pomocą wzoru 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1 2, 1 1 1F x y F x F y F x F y= + μ − −  (2) 

Funkcja gęstości ma wówczas postać 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1 2, 1 1 2 1 2f x y f x f y F x F y= + μ − −  (3) 

gdzie ( ) ( )( )1 1 'f x F x= , ( ) ( )( )2 2 'f y F y= , μ jest parametrem ∈<−1, 1>. 
                                                           
  * Wydział Górnictwa i Geoinżynierii, Akademia Górniczo-Hutnicza, Kraków 
  ** Artykuł jest wynikiem pracy badawczej nr 11.11.100.276 
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Dla określenia funkcji gęstości rozkładu zmiennej (D, Ρ) należy więc wyznaczyć po-
szczególne brzegowe funkcje gęstości zmiennych D i Ρ. Można w tym celu skorzystać z po-
wszechnie stosowanych rozkładów, jak np. Weibulla, Pareto, czy Gumbela [9]. Nie zawsze 
jednak dają one zadowalającą zgodność z danymi empirycznymi. Istnieje jednakże możli-
wość zastosowania w tym celu innych metod, w tym tzw. statystycznych metod nieparame-
trycznych. 

2. Metodyka 

W pracy wykorzystano nieparametryczne metody aproksymacji gęstości metodą orto-
gonalnego szeregu Fouriera oraz aproksymację jądrową przy pomocy funkcji Gaussa [3−7]. 

2.1. Metoda Fouriera 

Przy zastosowaniu tej metody gęstości brzegowe poszczególnych zmiennych mają po-
stać 
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gdzie zmienna X przyjmuje wartości należące do przedziału (a, b) 
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Po scałkowaniu otrzymujemy wzór na dystrybuantę zmiennej X 
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2.2. Metoda jądrowa z użyciem funkcji Gaussa 

Przy zastosowaniu tej metody, gęstość brzegowa zmiennej ma postać 
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zaś dystrybuanta tej zmiennej zadana jest wzorem 

 ( ) 1 ix x
F x

n h
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠∑  (8) 

gdzie h oznacza maksymalną szerokość pasma i zadana jest wzorem 

 
1
51,066h n

−
= σ  (9) 

gdzie σ oznacza odchylenie standardowe. 

3. Eksperyment 

W pracy rozważany jest rozdział materiału uziarnionego na przykładzie węgla frakcji 
lekkiej z KWK „Piast”. Rozdział ten dokonany został na podstawie wielkości ziaren i ich 
gęstości. 

Wyniki rozdziału materiału przedstawiono w tabelach 1 i 2. 
Przy pomocy metody najmniejszych kwadratów wyznaczono optymalne μ w rozkła-

dzie Morgensterna i otrzymano dystrybuantę zmiennej (D, Ρ) z poprawką Morgensterna 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1 2, 1 0, 2618 1 1F d F d F F d Fρ = ρ − − − ρ  (10) 

W celu wyznaczania funkcji F1(d) (dystrybuanty zmiennej losowej D) zastosowano me-
todę jądrową z funkcją Gaussa. 

Otrzymana funkcja dystrybuanty ma postać 

 ( )1
1

1
2,14

k
i

i
i

d d
F d n

n =

−⎛ ⎞= Φ⎜ ⎟⎝ ⎠∑  (11) 

gdzie: 
 ni ⎯ oznacza udział i-tej klasy ziarnowej, 
 k ⎯ ilość klas. 

Wyniki aproksymacji zawarto w tabeli 3. 
Jako miarę dopasowania rozkładu zastosowano błąd średniokwadratowy 
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Przy aproksymacji funkcją jądrową Gaussa uzyskaliśmy błąd sr = 3,62%. 
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TABELA 3 
Wyniki aproksymacji dystrybuanty F1(d) 

di, 
mm ni 

Femp, 
% 

Fteor , 
% 

<2 10,39 10,39 9,48 

<3,2 9,86 20,25 17,29 

<4,0 7,05 27,30 22,99 

<5,0 8,89 36,19 30,73 

<6,3 11,15 47,34 41,52 

<10,0 25,58 72,92 71,37 

<12,5 11,22 84,14 86,57 

<16 9,07 93,21 90,71 

<18 2,85 96,06 95,23 

<20 3,94 100 100 

 

Rys. 1. Porównanie dystrybuanty brzegowej F(d) 
uzyskanej metodą jądrową Gaussa z dystrybuantą empiryczną 

Dla aproksymacji dystrybuanty zmiennej Ρ (gęstości ziaren) posłużono się metodą 
Fouriera. 
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Dystrybuanta ma wówczas postać 

 ( )2

1,26 1,261,18sin 0,06405sin 2
0,94 0,94

1,26 2 1,26 1,260, 2791sin 3 0,1554sin 4
0,94 0,94 0,94

1,260,0449sin 5
0,94

F

ρ− ρ −⎛ ⎞π + π +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ − ρ − ρ−⎜ ⎟ρ = + + π + π +

π ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ −
+ π⎜ ⎟⎝ ⎠

 (13) 

Wyniki aproksymacji przedstawione są w tabeli 4. 

 

Rys. 2. Porównanie dystrybuanty brzegowej F(ρ) uzyskanej metodą Fouriera  
z dystrybuantą empiryczną 

TABELA 4 
Wyniki aproksymacji dystrybuanty F2(ρ) 

ρj, 
g/cm3 nj 

Femp, 
% 

Fteor, 
% 

<1,26 0,67 0,67 0 

<1,30 33,48 34,15 32,19 

<1,35 51,00 85,15 81,92 

<1,40 6,08 91,23 92,87 
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TABELA 4 cd. 

ρj, 
g/cm3 nj 

Femp, 
% 

Fteor, 
% 

<1,45 2,79 94,02 93,61 

<1,50 1,46 95,48 95,36 

<1,60 1,13 96,61 96,28 

<1,80 0,89 97,50 97,87 

<2,00 0,37 97,87 98,54 

<2,20 2,13 100 100 
 

Błąd aproksymacji wynosi w tym przypadku sr = 1,35%. 
Dla tak zadanych dystrybuant funkcji brzegowych dokonano aproksymacji dystrybuanty 

zmiennej dwuwymiarowej F(d, ρ). Wyniki tej aproksymacji zawarto w tabeli 5 a wykres otrzy-
manej powierzchni przedstawiono na rysunku 3. 

Błąd aproksymacji dla zmiennej dwuwymiarowej wyniósł sr = 0,0301. 

 

Rys. 3. Wygładzona dystrybuanta rozkładu F(d, ρ) uzyskana metodą Morgensterna 
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4. Wnioski 

Uzyskane wyniki pozwalają stwierdzić, że uzyskana dystrybuanta teoretyczna F(d, ρ) 
wystarczająco dobrze aproksymuje rzeczywisty rozkład zmiennej losowej (D, Ρ). Niewiel-
ka wartość współczynnika Morgensterna μ = −0,26118 nie przeczy hipotezie niezależności 
zmiennych D i Ρ, tzn., że ( ) ( ) ( )1 2, .F d F d Fρ = ⋅ ρ Rozkład uzyskany poprzez klasyczne mno-
żenie dystrybuant brzegowych daje znacząco inny wynik (gorzej dobrany) w porównaniu 
do zastosowanego rozkładu Morgensterna. Świadczy to o słuszności stosowania metody. 
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