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WIELOWYMIAROWE ROZKLADY
CHARAKTERYSTYK MATERIALOW UZIARNIONYCH
PRZY ZASTOSOWANIU NIEPARAMETRYCZNYCH
APROKSYMACJI FUNKCJI GESTOSCI
ROZKLADOW BRZEGOWYCH**

1. Wstep

W wielu procesach przerdbczych o rozdziale ziaren decyduje wigcej niz jedna ich wia-
snos¢, jak np. wielkos¢ i gestos§¢ ziaren. W pracy przedstawiony zostanie problem zwiazany
z wielowymiarowymi rozktadami wtasciwos$ci ziaren i wplywem na przebieg procesow roz-
ktadow, biorac pod uwage rozmiar ziarna D i ich ggstos¢ P. Przy znanych dystrybuantach
zmiennych D i P, czyli funkcjach

F(x)=P(D<x)i F(y)=P(D<y) (1)

dystrybuant¢ zmiennej dwuwymiarowej (D, P) mozemy okres$li¢ stosujac tzw. rozklady
Morgensterna [1, 2, 8, 9], za pomoca wzoru

F(x.y)=F () () (1+u(1-F ) (- £ () @
Funkcja ggstosci ma wowczas postaé
£ ()= £) £ 0)(1+r(1-2F (x)(1-2F () 3)

gdzie f;(x)= (E (x))’ , ()= (F2 (y))' , lL jest parametrem € <1, 1>.
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Dla okreslenia funkcji gestosci rozktadu zmiennej (D, P) nalezy wige wyznaczy¢ po-
szczegoblne brzegowe funkcje gestosci zmiennych D i P. Mozna w tym celu skorzysta¢ z po-
wszechnie stosowanych rozktadow, jak np. Weibulla, Pareto, czy Gumbela [9]. Nie zawsze
jednak daja one zadowalajaca zgodno$¢ z danymi empirycznymi. Istnieje jednakze mozli-
woS$¢ zastosowania w tym celu innych metod, w tym tzw. statystycznych metod nieparame-
trycznych.

2. Metodyka

W pracy wykorzystano nieparametryczne metody aproksymacji ggstosci metoda orto-
gonalnego szeregu Fouriera oraz aproksymacje jadrowa przy pomocy funkcji Gaussa [3—7].

2.1. Metoda Fouriera

Przy zastosowaniu tej metody gestosci brzegowe poszezegdlnych zmiennych maja po-
staé

f(x)= ﬁ{l +2 zl‘: 0, cosmj (%ﬂ (4)

gdzie zmienna X przyjmuje wartosci nalezace do przedziatu (a, b)

Qj:%Z(:osnj();__a) (%)

J= arg min 2 (— - ) Jy = [4 +0,5In n] ([x] — czgs¢ catkowita liczby x).

0<<sy 20

Po scatkowaniu otrzymujemy wzor na dystrybuante zmiennej X

F(x :z a —2—sm ( aj (6)

a ToJ —-a

2.2. Metoda jadrowa z uzyciem funkcji Gaussa

Przy zastosowaniu tej metody, ggsto$¢ brzegowa zmiennej ma postac

-
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za$ dystrybuanta tej zmiennej zadana jest wzorem

F(x)le(x;x[j ®)

gdzie h oznacza maksymalna szeroko$¢ pasma i zadana jest wzorem

1
h=1,066n 5o Q)

gdzie ¢ oznacza odchylenie standardowe.

3. Eksperyment

W pracy rozwazany jest rozdzial materialu uziarnionego na przyktadzie wegla frakeji
lekkiej z KWK ,,Piast”. Rozdziat ten dokonany zostat na podstawie wielkosci ziaren i ich
gestoscei.

Wyniki rozdzialu materiatu przedstawiono w tabelach 1 1 2.

Przy pomocy metody najmniejszych kwadratow wyznaczono optymalne . w rozkta-
dzie Morgensterna i otrzymano dystrybuantg zmiennej (D, P) z poprawka Morgensterna

F(d.p)=F (d)F, (p)(1-0.2618(1 F, (a))(1- £, ¢)) (10

W celu wyznaczania funkcji F(d) (dystrybuanty zmiennej losowej D) zastosowano me-
todg jadrowa z funkcja Gaussa.
Otrzymana funkcja dystrybuanty ma postac
1$ d-d,
F(d)==) n®| —~ 11
(@)= S ne an
gdzie:
n; — oznacza udziat i-tej klasy ziarnowej,
k — ilos¢ klas.

Wyniki aproksymacji zawarto w tabeli 3.
Jako miarg dopasowania rozktadu zastosowano btad sredniokwadratowy

s, = \/2<Femp (d)-F,, (di))2

n—2

(12)

Przy aproksymacji funkcja jadrowa Gaussa uzyskalismy btad s, = 3,62%.
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TABELA 3
Wyniki aproksymacji dystrybuanty F;(d)

di’ n: Femp’ Fteora
mm ! % %
<2 10,39 10,39 9,48
<3,2 9,86 20,25 17,29
<4,0 7,05 27,30 22,99
<5,0 8,89 36,19 30,73
<6,3 11,15 47,34 41,52
<10,0 25,58 72,92 71,37
<12,5 11,22 84,14 86,57
<16 9,07 93,21 90,71
<18 2,85 96,06 95,23
<20 3,94 100 100
100
90 N
70 !/
60 /
I 50 M
'
40 R4
30
20 - =& - F(d) teor |
10 —— F(d)emp |-
O T T T T 1
0 4 8 12 16 20

d, mm

Rys. 1. Poréwnanie dystrybuanty brzegowej F(d)
uzyskanej metoda jadrowa Gaussa z dystrybuanta empiryczna

Dla aproksymacji dystrybuanty zmiennej P (ggstosci ziaren) postuzono si¢ metoda
Fouriera.
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Dystrybuanta ma wowczas postac

1,188in T[p_—l’26 —+ 0’ 06405 Sin an_—l’% +
0,94 ,
£ (0)= 27528 2L 01 3nP =120 g ssaginan 26
2
0,94 T : ’
. -1,2
+0,0449sin spP=126
0,94
Wyniki aproksymacji przedstawione sa w tabeli 4.
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Rys. 2. Poréwnanie dystrybuanty brzegowej F(p) uzyskanej metoda Fouriera
z dystrybuanta empiryczna

TABELA 4
Wyniki aproksymacji dystrybuanty F,(p)

P/" n F emp> F teors
g/em’ / % %
<1,26 0,67 0,67 0
<1,30 33,48 34,15 32,19
<1,35 51,00 85,15 81,92
<1,40 6,08 91,23 92,87

(13)
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TABELA 4 cd.

P N Fanpn Fron
g/em® / % %
<1,45 2,79 94,02 93,61
<1,50 1,46 95,48 95,36
<1,60 1,13 96,61 96,28
<1,80 0,89 97,50 97,87
<2,00 0,37 97,87 98,54
<2,20 2,13 100 100

Blad aproksymacji wynosi w tym przypadku s, = 1,35%.

Dla tak zadanych dystrybuant funkcji brzegowych dokonano aproksymacji dystrybuanty
zmiennej dwuwymiarowej F(d, p). Wyniki tej aproksymacji zawarto w tabeli 5 a wykres otrzy-
manej powierzchni przedstawiono na rysunku 3.

Blad aproksymacji dla zmiennej dwuwymiarowej wyniost s, = 0,0301.

L'

Rys. 3. Wygtadzona dystrybuanta rozktadu F(d, p) uzyskana metoda Morgensterna
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4.

Whioski

Uzyskane wyniki pozwalajq stwierdzi¢, ze uzyskana dystrybuanta teoretyczna F(d, p)

wystarczajaco dobrze aproksymuje rzeczywisty rozktad zmiennej losowej (D, P). Niewiel-
ka warto$¢ wspolczynnika Morgensterna L = —0,26118 nie przeczy hipotezie niezaleznosci
zmiennych D i P, tzn., ze F (d,p) = F, (d)- F, (p). Rozklad uzyskany poprzez klasyczne mno-
zenie dystrybuant brzegowych daje znaczaco inny wynik (gorzej dobrany) w poréwnaniu
do zastosowanego rozktadu Morgensterna. Swiadczy to o stusznosci stosowania metody.
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