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ZASTOSOWANIE LOSOWEJ METODY 
ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH 
DO ANALIZY LOSOWEJ ZMIENNOŚCI NOŚNOŚCI GRANICZNEJ 
FUNDAMENTU BEZPOŚREDNIEGO 

 

1. Wprowadzenie 

Projektowanie posadowienia bezpośredniego opiera się na badaniu nośności granicz-
nej podłoża. Losowy charakter poszczególnych parametrów stał się podstawą do rozważań 
nad losową zmiennością nośności. Jedną z metod pozwalającą odnieść się do powyższego 
problemu jest Losowa Metoda Elementów Skończonych (ang. The Random Finite Element 
Method) (Griffiths i Fenton [6], Fenton i Griffiths [3]) znana, jako RFEM. RFEM jest meto-
dą łączącą teorię pól losowych (por. np. [2]) z deterministyczną metodą elementów skoń-
czonych. Uwzględnia ona wartości średnie, odchylenia standardowe a także skale fluktuacji 
parametrów geotechnicznych występujących w analizowanym problemie. Ponadto parame-
try losowe są lokalnie uśredniane na obszarze poszczególnych elementów losowych. Zwy-
kle stosuje się ją w połączeniu z metodą Monte Carlo, co w rezultacie prowadzi do oszacowań 
statystycznych parametrów. Publikacje cytowane powyżej dały początek wielu pracom sku-
piającym się wokół problemów geotechniki.  

W 2001 roku pojawiła się praca Griffithsa i Fentona [7], stosująca RFEM do obliczeń 
nośności granicznej podłoża idealnie spoistego o cechach losowych. Natomiast w 2003 roku 
ci sami autorzy opublikowali pracę [5], dotyczącą gruntów, których wytrzymałość scharak-
teryzowano się przez spójność i kąt tarcia wewnętrznego. 

Do wyznaczenia nośności granicznej podłoża autorzy posłużyli się powszechnie stoso-
wanym wzorem Terzaghiego [9]: 

 1
2f c qq cN qN BNγ= + + γ  (1) 

                                                           
  * Wydział Budownictwa Lądowego i Wodnego, Politechnika Wrocławska, Wrocław 
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gdzie: 

 qf — naprężenie graniczne, 
 c — kohezja, 
 q — naprężenie wywołane obciążeniem gruntu w sąsiedztwie fundamentu 

(względnie jego zagłębieniem), 
 γ — ciężar objętościowy gruntu, 
 B — szerokość fundamentu, 
 Nc, Nq, Nγ — są współczynnikami nośności. 
 

Dla uproszczenia obliczeń i koncentracji wysiłków na kwestii wpływu losowości para-
metrów podłoża na nośność, uproszczono wzór (1) do postaci: 

 .f cq cN=  (2) 

Równanie to pomija wpływ zagłębienia fundamentu oraz traktuje grunt jako nieważki. 
Współczynnik nośności Nc ma postać 
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W oparciu o pracę [5] autorzy postawili sobie trzy cele: 

1) rozszerzenie koncepcji i obliczeń na przypadek anizotropowych pól losowych parame-
trów wytrzymałościowych podłoża, co realizowano, poprzez przyjęcie różnych wartości 
skali fluktuacji, w kierunkach poziomym i pionowym (w pracy [5] przedstawiono 
przypadek izotropowy — jednakowa skala fluktuacji we wszystkich kierunkach); 

2) weryfikację koncepcji tzw. najgorszego przypadku, czyli stwierdzenia, że w każdej sy-
tuacji daje się wyznaczyć pewną charakterystyczną wartość skali fluktuacji, przy któ-
rej otrzymuje się najbardziej konserwatywne oszacowanie nośności granicznej; 

3) wykonanie obliczeń przy różnych wartościach współczynnika zmienności kąta tarcia 
wewnętrznego. 

2. Losowy model podłoża 

Losowy model podłoża przyjęto według propozycji Griffithsa i Fentona [5]. Zakłada 
on opis parametrów wytrzymałościowych podłoża, pod fundamentem, za pomocą dwuwy-
miarowych pól losowych, z zastosowaniem lokalnych uśrednień [2]. I tak, pole spójności przy-
jęto jako lognormalne z wartością średnią μc , odchyleniem standardowym σc oraz skal fluk-
tuacji (patrz np. [8])  θ(lnc)y i θ(lnc)x w kierunkach, odpowiednio, pionowym i poziomym. 
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W stosunku do propozycji Fentona i Griffithsa ([5]) stanowi to odejście od założenia 
pełnej izotropii pola, poprzez zróżnicowanie wartości skal fluktuacji w kierunku poziomym 
i pionowym. Lognormalne pole losowe można otrzymać z normalnego pola losowego Glnc(x), 
o zerowej średniej i jednostkowej wariancji oraz skali fluktuacji θlnc, poprzez zastosowanie 
następującej transformacji: 

 ( ){ }ln ln ln( ) exp .c c cc G= μ +σx x  (4) 

Parametry μlnc oraz σlnc otrzymuje się jako funkcje wartości średniej i odchylenia standar-
dowego spójności c, a mianowicie: 
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2c c cμ = μ − σ  (6) 

Takie podejście jest bardzo wygodne, ze względu na stosowaną dalej metodę Monte 
Carlo, gdyż istnieje wiele skutecznych metod generowania pól gaussowskich. Po wygene-
rowaniu realizacji pola gaussowskiego, przechodzi się do realizacji pola spójności poprzez 
zastosowaniu transformacji (4). Strukturę korelacyjną w polu Glnc(x) określa funkcja kore-
lacji, której parametrem są skale fluktuacji θ(lnc)y i θ(lnc)x. W ramach tej pracy przyjęto funkcję 
korelacji postaci: 

 1 2
ln

(ln ) (ln )

2 2
exp exp ,c

c y c x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ τ
ρ = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (7) 

gdzie τ1= y2 – y1 oraz τ2= x2 – x1, przy czym x2 – x1 = (x2 – x1, y2 – y1), która pozwala na 
uwzględnienie anizotropowych własności pola (tej możliwości nie dawała funkcja stosowa-
na w pracy [5]). Należy też zauważyć, że wskazana funkcja korelacji działa w gaussowskim 
polu losowym ln c. Wartości θ(lnc)y i θ(lnc)x wyznacza się na podstawie θcy i θcx. Te ostatnie należy 
określić w wyniku badań podłoża, zaś sposób przeliczenia podany został w pracy Fentona [4]. 

Drugim polem losowym rozpatrywanym w zadaniu jest pole kąta tarcia wewnętrz-
nego. Ponieważ wartości kąta zmieniają się w ograniczonym przedziale, przeto ani rozkład 
normalny, ani rozkład lognormalny nie są tu odpowiednie. 

Za pracą [5] przyjęto pole o ograniczonych rozkładach, otrzymane ze standardowego 
pola gaussowskiego Gφ(x), za pomocą następującej transformacji: 

 ( ) ( ) ( )
min max min

1 1 tanh
2 2

sGφ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪φ = φ + φ − φ +⎨ ⎬⎜ ⎟π⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

x
x  (8) 

gdzie φmin oraz φmax są odpowiednio minimalną i maksymalną wartością kąta tarcia wewnętrz-
nego, zaś s jest parametrem skali zależnym od odchylenia standardowego. 
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Na rysunku 1 pokazano kształt funkcji gęstości takiego rozkładu (znormalizowanego 
do przedziału [0,1]) w zależności od zmiany parametru s. Dla wartości s większych niż 5 
gęstość rozkładu upodabnia się do litery U i ten przypadek jest nierealistyczny z fizycznego 
punktu widzenia. Łatwo zauważyć, że rozkłady tego typu są zbliżone do rozkładów beta, 
jednak są one o wiele łatwiejsze do numerycznego generowania, ze względu na zastosowa-
nie rozkładu gaussowskiego. Wartość średnia tego rozkładu znajduje się w środku przedzia-
łu [φmin, φmax]. 

 

Rys. 1. Ograniczony rozkład kąta tarcia wewnętrznego φ  
(rysunek sporządzony na podstawie pracy [5]) 

Zależność pomiędzy odchyleniem standardowym a parametrem s nie ma postaci ana-
litycznej. Można ją uzyskać na drodze całkowania numerycznego lub poprzez przybliżenie 
pierwszego rzędu, co prowadzi do zależności:  

 ( ) ( ) ( )( )max min
0 0

1 2
2 exp 2 exp 2 2

s
φσ ≈ φ − φ

π φ + − φ +
 (9) 

gdzie φ0 jest wartością średnią kąta tarcia wewnętrznego. Funkcje korelacji oraz wartości 
skal fluktuacji przyjęto takie jak w przypadku spójności. 

3. Obliczenia numeryczne 

Na wstępie badań wykonano serię analiz, na podstawie których określono wymaganą 
dokładność obliczeń. W tym celu wykorzystano schemat pokazany na rysunku 2 oraz war-
tości średnie losowych parametrów gruntu. Otrzymane wyniki porównano ze wzorem na noś-
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ność graniczną, wyznaczonym korzystając ze wzorów (2) i (3). Następnie przeprowadzono 
symulację obliczeniową zmieniając ilość realizacji. W pierwszej kolejności wykonano 
symulację Monte Carlo opartą na 1000 realizacji, która stała się punktem porównawczym. 
Następnie zmniejszano tę ilość starając się uzyskać najbardziej zbliżony wynik. W rezul-
tacie, jako optymalną przyjęto ilość 300 realizacji. Jest to liczba wystarczająca do określe-
nia pierwszych dwóch momentów. Wykorzystując powyższe założenie przeprowadzono ana-
lizy nośności granicznej opisane w artykule. Jednocześnie należy zaznaczyć, że aby okreś-
lić rozkład należy przyjmować wyniki otrzymane z minimum 1000 realizacji lub więcej. 

Przyjęto siatkę o wymiarach 50 kolumn, 20 rzędów. Wymiar pojedynczego element przy-
jęto 0,1 × 0,1 m. Natomiast szerokość fundamentu 1 m równą 10 elementom siatki. Model 
podłoża przyjęto zgodnie z opisem podanym w poprzednim punkcie. Wartość średnia spój-
ności wynosiła μc = 45 kN/ m2, odchylenie standardowe σc = 9 kN/m2 (pole lognormalne). 
W przypadku kąta tarcia wewnętrznego przyjęto rozkład ograniczony zdefiniowany wzo-
rem (8) o granicy dolnej równej φmin = 5°, granicy górnej φmax = 41°, co dało wartość śred-
nią kąta tarcia wewnętrznego μφ = 23°. Parametr s wyliczano na podstawie zmieniającego 
się odchylenia standardowego σφ, stosując przybliżony wzór (9). 

 
Rys. 2. Model siatki użyty w stochastycznych obliczeniach nośności granicznej 

(rysunek sporządzony na podstawie pracy za [6]) 

Jako wielkości stałe (deterministyczne) przyjęto Moduł Younga równy E = 100 000 kN/m2, 
współczynnik Poissona równy ν = 0,3 oraz kąt dylatacji równy ψ = 0. Parametry sprężyste 
podłoża, służyły do analizy wstępnych sprężystych odkształceń, nie miały natomiast wpły-
wu na wartości nośności granicznej. 

Wyniki umieszczone w powyższej tabeli 1 przedstawiają obliczenia nośności granicz-
nej podłoża gruntowego przy zmieniającej się skali fluktuacji. W kierunku pionowym θy, 
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wartości skali przyjmowano 0,5; 1; 2; 3 m, skalę poziomą θx przyjmowano 1; 3; 5; 10; 30; 
50 m. Zgodnie z założeniem przyjętym w punkcie 2 skale fluktuacji dla spójności i kąta są 
jednakowe. 

TABELA 1`` 
Wyniki obliczeń w programie RFEM 

 
 
 
Załączone powyżej wykresy przedstawiają zmiany wartości średniej (rys. 3), odchy-

lenia standardowego (rys. 4) oraz współczynnika zmienności (rys. 5) nośności granicznej 
podłoża, w zależności od pionowej skali fluktuacji dla różnych skal poziomych. 

Przedstawione wyniki pokazują, że uwzględnienie anizotropii poprzez zróżnicowanie 
wartości pionowej i poziomej skali fluktuacji, ma istotny wpływ na oszacowanie losowych 
zmian nośności granicznej. Przy niewielkiej wartości współczynnika zmienności kąta tarcia 
wewnętrznego (10%), zmiany wartości średniej nośności qf są także niewielkie (maksymal-
nie ok. 7,5%), a wzrost współczynnika zmienności kata φ do 20% implikuje wzrost waha-
nia qf  do 15%. Należy zwrócić uwagę na fakt, że odchylenia standardowe i współczynniki 
zmienności nośności qf (rys. 4 i 5) zmieniają się istotnie wraz ze wzrostem poziomej skali 
fluktuacji θx. Punktem odniesienia może być wartość θy/B = 3, przy której wzrost stosunku, 
θx/B powyżej wartości 3 (θy/B = θx/B to przypadek izotropowy), skutkuje znacznym wzros-
tem odchylenia standardowego i współczynnika zamienności nośności. Ponieważ w warun-
kach naturalnych obserwuje się dużo większe wartości skali fluktuacji w kierunku poziomym 
w stosunku do kierunku pionowego [1], zatem przyjmowanie przypadku izotropowego, 
powoduje zaniżenie wartości współczynnika zmienności nośności podłoża. Dla wartości 
θx/B > 10 przyrost wariancji oraz współczynnika zmienności jest już coraz mniejszy. 
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a) b)

 

Rys. 3. Wykres wartości średnich nośności granicznej dla różnych poziomych skal fluktuacji: 
a) dla współczynnika zmienności kąta φ równego 0,1; b) dla współczynnika zmienności 

kąta φ równego 0,2 

a) b)

 

Rys. 4. Wykres odchylenia standardowego nośności granicznej 
dla różnych poziomych skal fluktuacji: a) dla współczynnika zmienności kąta φ równego 0,1; 

b) dla współczynnika zmienności kąta φ równego 0,2 

a) b)

 

Rys. 5.Wykres współczynnika zmienności nośności granicznej dla różnych poziomych skal 
fluktuacji: a) dla współczynnika zmienności kąta φ równego 0,1; b) dla współczynnika zmienności 

kąta φ równego 0,2 

Analizując przypadki izotropowe, θy/B = θx/B, autorzy prac [5] i [6] wskazali na efekt 
tzw. „najgorszego przypadku” wartości skali fluktuacji. Efekt ten pokazano na rysunku 6. 



492 

a) 

 

b)

 

Rys. 6. Ilustracja efektu „najgorszego przypadku”: a) zależności wartości średniej współczynnika Nc 
od wartości skali fluktuacji θc (rysunek sporządzony na podstawie pracy [7]),  

b) średniej wartości nośności od θc/B (rysunek sporządzony na podstawie pracy [5]) 

Na rysunku 6b pokazano wykres średniej wartości zmiennej losowej ln Mc, przy czym 
Mc jest wartością średnią nośności odniesioną do średniej wartości spójności, czyli: 

 f
c c

c c

q cM N= =
μ μ

 (10) 

W obu przypadkach (rys. 6) zaobserwowano wartość skali fluktuacji, przy której śred-
nie mają minima. Minima te są zlokalizowane w zbliżonych do siebie punktach pomimo 
różnych wartości współczynnika zmienności zmiennej losowej c. Obecność tych minimów 
autorzy uznali za ważną informację, która pozwoliłaby przyjmować określone wartości 
skali fluktuacji. Miało by to miejsce w przypadkach, gdy brak jest odpowiednich wyników 
badań polowych do określenia skal. Takie podejście ma jednak tę wadę, że o wiele istot-
niejsze z punktu widzenia oszacowania bezpieczeństwa są wartości odchyleń standardo-
wych i współczynników zmienności nośności granicznej podłoża, a takich analiz w pracach 
[5] i [6] nie przedstawiono.  

Analiza rysunków 3, 4 i 5 nie daje podstaw do konkluzji, że efekt „najgorszej wartoś-
ci” występuje. Zdaniem autorów obecnej pracy efektu tego nie zaobserwowano (nawet dla 
średnich — rys. 3), gdyż zmianie podlegały niezależnie obie skale fluktuacji (efekt anizo-
tropii). Jest też możliwe, że efekt taki może się uwidaczniać tylko w określonych warun-
kach gruntowych (grunty o bardzo dużej spójności), a w innych warunkach — nie. Należy 
też zwrócić uwagę (rys. 6), że efekt ten jest „silny” dla dużych wartości współczynnika 
zmienności. Dla współczynników zmienności parametrów podłoża realnych w warunkach 
naturalnych (takie stosowano w prezentowanych tu obliczeniach) był on już znacznie mniej-
szy (por. wartości C.O.V. c < 0,5 oraz σc /μc > 0,5 na rys. 6). 
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Rysunki 7, 8 i 9 pokazują wpływ zmian, wartości współczynnika zmienności kata tarcia 
wewnętrznego podłoża, na losowe wahania nośności. 

a) b)

 

Rys. 7. Wykres wartości średniej nośności granicznej dla różnych współczynników zmienności 
kąta φ: a) dla poziomej skali fluktuacji równej dziesięciokrotności szerokości fundamentu; 

b) dla poziomej skali fluktuacji równej trzydziestokrotności szerokości fundamentu 

a) b)

 

Rys. 8. Wykres odchylenia standardowego nośności granicznej dla różnych współczynników 
zmienności kąta φ: a) dla poziomej skali fluktuacji równej dziesięciokrotności szerokości 

fundamentu; b) dla poziomej skali fluktuacji równej trzydziestokrotności szerokości fundamentu 

a) b)

 

Rys. 9. Wykres współczynnika zmienności nośności granicznej dla różnych współczynników 
zmienności kąta φ: a) dla poziomej skali fluktuacji równej dziesięciokrotności szerokości 

fundamentu; b) dla poziomej skali fluktuacji równej trzydziestokrotności szerokości fundamentu 



494 

Ponieważ w warunkach naturalnych obserwuje się dużo większe wartości skali fluk-
tuacji w kierunku poziomym niż w stosunku do kierunku pionowego [1], zatem efekt zmian, 
współczynnika zmienności kąta tarcia wewnętrznego, przedstawiono przyjmując poziomą 
skalę θx = 10 m oraz i dla skali poziomej θx = 30 m. 

Jak łatwo zauważyć współczynnik zmienności kąta tarcie wewnętrznego ma bardzo 
duży wpływ na wartości odchyleń standardowych i współczynników zmienności nośności 
podłoża. Odchylenia standardowe rosną wraz ze wzrostem pionowej skali fluktuacji. Jest to 
konsekwencja faktu, że jeśli wartość skali fluktuacji rośnie w stosunku do wielkości obsza-
ru uśrednienia, to redukcja wariancji w uśrednionym polu jest coraz słabsza (por. np. [8]). 
Warto też odnotować, że przy wartości θy/B ok. 3 wielkość współczynnika zmienności kąta 
tarcia wewnętrznego nie ma już wpływu na wartość średnią nośności. 

4. Uwagi końcowe 

Podsumowując przeprowadzone analizy numeryczne należy stwierdzić, że podstawo-
wą zaletą metody RFEM jest możliwość efektywnej implementacji stochastycznych pól 
losowych parametrów wytrzymałościowych podłoża, z uwzględnieniem efektu lokalnych uśred-
nień. Pozwala to na analizę zmienności losowej nośności granicznej, bez przyjmowania 
dużych uproszczeń modelowych, a więc analizę w warunkach zbliżonych do naturalnych. 
Wydaje się jednak, że uproszczenie polegające na przyjęciu izotropowego modelu zmian 
losowych pola nie powinno być stosowane. Podobnie — efekt „najgorszego przypadku” 
wydaje się być efektem występującym tylko w warunkach izotropowych lub w bardzo szcze-
gólnych przypadkach. Tak, więc rzetelna informacja na temat współczynników zmienności 
parametrów wytrzymałościowych oraz skal fluktuacji jest konieczna, jeśli przeprowadzane 
analizy maja służyć do celów oceny bezpieczeństwa fundamentów. Ponieważ badanie skali 
fluktuacji, w kierunku poziomym jest najczęściej kłopotliwe, przeto pewnym uproszczeniem, 
wynikającym z podanych tu rezultatów, może być przyjęcie poziomej skali fluktuacji θx/B 
na poziomie 10 lub nieco większym. Prowadzi to do raczej konserwatywnych oszacowań. 
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