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ANALIZA STATECZNOSCI SCIAN KOTWIONYCH
ZAGLEBIONYCH W GRUNTACH SPOISTYCH
METODA RACHUNKU WARIACYJNEGO

1. Wstep

Pod koniec lat 70. XX w. Garber i Baker [1] zaproponowali wariacyjne podejscie do
zagadnien rownowagi granicznej. Skupiali si¢ przede wszystkim na analizie statecznosci
zboczy oraz badaniu nosnosci granicznej [2, 3]. W pracy [1] przedstawili oni rezultaty
w formie twierdzen opartych na klasycznym rachunku wariacyjnym. Podstawowe, udo-
wodnione przez nich twierdzenie moéwi, ze w zagadnieniach rOwnowagi granicznej warto§¢
ekstremum nie zalezy od rozktadu naprezen normalnych wzdtuz krzywej poslizgu.

W latach 90. XX w. podjeto proby [5] analizy statecznosci kotwionych konstrukeji opo-
rowych przy uzyciu rozwiazan Garbera i Bakera. Problem wymagat podej$cia numeryczne-
go. Przy 6wczesnym dostgpnym oprogramowaniu nie mozna byto uzyskaé zadowalajacego
rezultatu.

W pracy [6] rozwiazano zagadnienie kotwionej §ciany w sposob numeryczny, uzysku-
jac wartosci sity dziatajacej w kotwi. Praca ta dotyczyta tylko gruntéw niespoistych. W pre-
zentowanej pracy rozwigzano zagadnienie w gruncie spoistym, co wymagato analizy funk-
cjonatu w rozbudowanej formie.

2. Sformulowanie zadania

Przyjeto nastgpujace zatozenia:

— zaklada si¢ plaski stan odksztalcenia;

— oérodek gruntowy jest wazki i posiada jednorodne cechy;
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— zaklada sig, Ze na linii poslizgu opisanej krzywa y(x) wystgpuja warunki rownowagi
granicznej, spetniajacej kryterium wytrzymatosci Coulomba:

©(x) = [0(x)—u(x)|tgd+¢; )

— w bilansie sit rozpatruje si¢ tzw. cigcie zewngtrzne czyli, ze poslizgowi ulega bryla sztywna
ograniczona linig poslizgu, naziomem oraz $cianka, przy czym S$cianke traktuje si¢ ja-
ko integralng czg$¢ tej bryly. Konsekwencja tego jest brak sily parcia czynnego gruntu
na $cianke w réwnaniach rownowagi;

— -zaklada sig, ze sita bedaca wypadkowa odporu gruntu oraz kat jej nachylenia o sa da-
ne przed przystapieniem do rozwiazania zadania — nie czyni si¢ zadnych zatozen co
do sposobu obliczania odporu;

— -zaklada sig, ze linia poslizgu przechodzi przez dolny koniec $cianki.

] y q(x)

anuiin

Y

Rys. 1. Schemat rozpatrywanego zadania

Roéwnania réwnowagi (znakowanie i oznaczenia jak na rysunku powyzej) maja postaé:

j[‘c(x) cosa—o(x)sinaldl + P, cosf+ P, cosd =0, 2)
j[‘c(x) sinot+o(x)cosaldl — f {g(x)+y[h— y(x)}dx— P, sinf+ P, sind = 0, 3)

476



I {[t(x)cosa—o(x)sino]y —[t(x)sint+c(x)coso]x}tdl +

4)

x”

+J. [g(x)x+y(h—y)x]dx+ Py, cosP+ Py, cosd=0.

0

gdzie:
Idl — catka krzywoliniowa wzdtuz krzywej poslizgu y (x),
1

y — cigzar objetosciowy gruntu,

o = arctg (%}

Po przeksztalceniu rownania (2) otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie na sitg w kotwi:

-1 . dx 't P,cosd
Pk=m_(‘:{[(cs—u)tgq)Jrc]cosoc—crsmoc}COSOL—_(l).(xnCOSB =
®)
I [oy‘—(o—u)tg¢—c—P“Coss}dﬂIH(x)dx.
OCOSB n 0

Najniekorzystniejsza linia poslizgu bedzie ta, dla ktorej sita w kotwi bedzie najwigk-
sza. Poszukuje sig¢ zatem maksimum funkcjonatu P;. Rownania (3) i (4) traktuje si¢ jako
dwa dodatkowe warunki (oprocz warunkoéw granicznych y (0) =01y (x,) = h). Jest to tzw.
zadanie izoperymetryczne klasycznego rachunku wariacyjnego [4].

W zwiazku z tym mozna napisac:

G= j {H(x)+ AV (x)+ A, M (x)}dx, ()

dzie A;, A, — wspolczynniki nieoznaczone Lagrange’a;
15 A2 y 5

X

O —y

{c[y‘tgcb+1]—uy‘tg¢+cy‘—[q+v<h—y>]— L Sms}dx = [rede=0, 7)

n

S

P P )
q(x)x+,Y(h_y)x+ kyk COSB+ ayu cos
X X

n n

O(ytgd— )y —xy'tgd—x)—yutgd+cy+uxy'tgd—cxy’]+
= f M(x)dx=0. (8)
0
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Grupujac sktadniki ze wzgledu na o otrzymuje si¢ nastgpujaca postac:

G = [ [6(0)L(x)+ S(x)]dx = j g(x)dx.

oy S—

©)

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcjonatu jest spetnienie przez funkcjg

podcatkowa rownan Eulera [4]. Dla funkcjonatu G mozna zapisac:

a_g_i(a_gj_o
dc dx\dc')
9g_d(d)_
dy de\dy )

3. Rozwiazanie zadania

. %) . . .
Pomewaz—g‘ = 0 réwnanie (10) sprowadza si¢ do postaci:
c

dg _ A[0(0)L()+SW)]

— L(x)=0
ble) ble) =0,

gdzie:
1 . . N
L(x) = oosp O—tgd)+ A, (Vtgd+D+A,(ytgd— yy—xy'tgd —x),

S() = P cosd

[u tgd—c— J—%uy‘tgtb +A ey =Alg+y(h—y)]+

1
cosf
AP, sinf3 N AP, sind

X

n n

n

—Auytg 0+ A,cp + A uxy'tgd— A exy'+

+h,q(xX)x+ A y(h—y)x + AoFiy cosP + MF, COSS.
X, X

Stad:

b

(-tgd)+ A, (Vtgd+D+A,(ytgd—yy—xy'tgd—x)=0.
cosf
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Przeksztalcajac powyzsze rdwnanie otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie na krzywa

poslizgu:

. tgd(d-A,ycosP)—A, cosf+A,xcosP
- 1-A,ycosB—tgd(A,xcosB—A, cosP)’

Wobec (9) i (12) wzdtuz najniekorzystniejszej linii poslizgu zachodza zwiazki:

ax G =g [ (o) = S(e)ds = 1.

Po przeksztalceniu (12) uzyskuje sig:

jz(x)dx
P, = max - )
Wk 14 A, sinfB—A,y, cosP
tgd—cx — P cosd
[ 1= 80-cx, “h eSO, htgo+ch—, [ o= 2, v, +
0 cosf o

+Klyj y(x)dx+ AP, sind—Au tg(])_‘. y(x)dx+ 7\20_‘. y(x)dx + A, uhx, tgd +
0 0 0

2
xn

—Autg ¢'[ y(x)dx —A,chx, + kzc.[ y(x)dx+A, j xq(x)dxA,vh 5
0 0 0

+

—}»zyJ. xydx +A, P, y, cosd.
0

(16)

(17)

(18)

(19)

W celu rozwiazania rownania Eulera (16) dokonuje si¢ nastgpujacej zmiany wspot-

rzednych:

n=1-A,ycosfp

E=—A, cosPB+A,xcosp

(20)

ey
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W wyniku przeksztatcen opisanych doktadnie w pracy [6] uzyskuje si¢ nastepujaca
postac rozwigzania:

N +E =G exp{tg(])-arctgg} (22)

Powracajac do wspotrzednych (x, y):

\/(1 —X,ycosP)’ +(—A, cosB+A,xcosP)’ =

1-A,ycosf (23)
—A, cosP+A,xcosf

=C, exp {tg (] {arctg

C, =1+ cos’ B exp{tgd)-arctg 7» ! B} (24)
| cos

Kazda krzywa bedaca rozwiazaniem rownania (23) jest srodkowo symetryczna wzglg-
dem $rodka uktadu wspotrzednych (&, 7).
Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe z biegunem w $rodku uktadu wspotrzednych

(S8
rsin@=1-yA, cosp=m (25)

rcos®=—A, cosP+xA,cosPp=E (26)
rozwiazanie rownania (23) mozna przedstawi¢ w postaci:
r=C exp{0-tgo} (27)

Oznacza to, ze krzywa opisana rownaniem (23) jest fragmentem spirali logarytmiczne;.

4. Przypadek graniczny

Interesujace wyniki uzyskuje si¢ przy zatozeniu iz A, — 0. Przypadek ten zostal szcze-
gotowo omowiony w pracy [6].
W wyniku przeksztalcen wzoru (19) uzyskuje si¢ nastepujace wyrazenie na Py

a

__ R Y LR PN (L
= Pa+h(q+2)tg (4 2) 2ctg(4 2)
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Rozwiazanie to uzyskuje si¢ tylko przy zatozeniu: p = 0°1 8 = 0° i jest ono identyczne
z klasycznym rozwiazaniem Coulomba.

5. Ograniczenia na wspolczynniki Lagrange’a

Zatozenia, z ktorych wynikaja ograniczenia zostaty doktadnie opisane w pracy [6]. Ogra-
niczenia te sg aktualne zard6wno w osrodku spoistym jak i niespoistym.

— ALA, >0

0<A, <

1-4/1+ 1 cos’ Bexp {tg q{arctg

I =
A cosP 2

A <_tg¢ ;
cosf

— A>01iA,<0

1-4/1+ A cos’ Bexp {tgq{arctg

hcosP

A, cosfP

E

+¢—§}cos¢

0>, >
hcosf

0<}\,1<ﬂ;

cosf3

— ALA, <0
l—\/l+7ulzcoszBexp{tgq{arctgk ! B+§}}
cos
0>A, > !
hcosf

0<) < !

cosP-tgd

i

(29)

(30)

€2))

(32)

(33)

(34
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— A <0iA,>0

1—,/1+7»120052Bexp{tg(])|:arctg}L ! B+(])}}sin(])
| €os

hcosf

0<A, <

, (35)

1

0<h <
cosP-tgd

(36)

6. Numeryczne poszukiwanie ekstremum

Pomimo znalezienia rozwiazania rownania Eulera w postaci zamknigtej poszukiwania
ekstremalne;j sity P, nie da si¢ przeprowadzi¢ na drodze analitycznej. Wynika to za faktu, ze
punkt przecigcia linii poslizgu z naziomem moze by¢ znaleziony jedynie w sposob przybli-
zony na drodze numerycznej. Podobnie niektore z calek we wzorze (19) nie maja przedsta-
wienia w postaci funkcji elementarnych.

Zatem w celu znalezienia sity P, skonstruowano nastgpujacy algorytm:

1) Przyjecie wartosci wspotczynnikow Lagrange’a z jednego z obszar6w wyznaczonych nie-
réwnosciami (29)—(36).

2) Wyznaczenie punktu przecigcia funkcji y(x) z naziomem.

3) Numeryczne wyznaczenie wartosci catek wystepujacych we wzorze (19).

4) Wyznaczenie warto$ci utamka wystepujacego z prawej strony wzoru (18).

5) Powtorzenie czynnosci 1-4 az do znalezienia maksymalnej wartosci Py w danym ob-
szarze.

6) Powtorzenie czynnosci 1-5 dla wszystkich obszarow zmiennosci.

W zwiazku z potrzeba dokonania obliczen numerycznych, napisano specjalng aplika-
cje w programie Mathematica.

W przedstawionym nizej przyktadzie obliczeniowym przyjeto nastgpujace dane: pod-
loze jednorodne — grunt spoisty o cigzarze objetosciowym y = 20,11 kN/m’, kacie tarcia
wewngtrznego ¢ = 17° oraz spoistosci ¢ = 30 kPa. Calkowita wysoko$¢ Sciany /4 = 15 m,
zaglebienie §ciany w gruncie: z = 3 m, kat nachylenia $ciagu kotwi B = 0°, odleglos¢ za-
czepienia kotwi od dolnej krawedzi Scianki: 12 m. Zatozono, Ze §ciana od strony wykopu jest
gladka i kat nachylenia sity odporu wynosi: & = 0°. Odpor gruntu: P, = 408,535 kN/m (wy-
znaczony metoda Coulomba).

7. Analiza wynikow

Niektore sposrod uzyskanych numerycznie warto$ci utamka z prawej strony wzoru (18)
zostaly zamieszczone na rysunku 2.
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Rys. 2. Niektore wartosci funkcjonatu w okolicach punktu ekstremalnego

Dla A, — 0 (A, = 0 odpowiada sytuacji, gdy linia poslizgu jest prosta) mozna zauwa-
zy¢ zbiezno$¢ do wartoSci otrzymanej z réznicy parcia czynnego i biernego (tylko przy za-
fozeniu = 0°16 = 0°). Dla A, A, > 0 oraz A,> 0 i A, > 0 wartosci sity funkcjonatu osiagaty
warto$ci mniejsze od 0, a wigc niecakceptowane w warunkach tego zadania. Dla Ay, A, <0
oraz A; <01 A, > 0 znaleziono ekstremu funkcjonatu, P, = 174 kN/m i warto$¢ ta jest roz-
wigzaniem zadania. Wartos¢ ta jest wigksza niz otrzymana z rozwigzania wedtug Coulomba
(Pr = 164,277 kN/m). Poréwnanie krzywych poslizgu dla obu rozwiazan znajduje si¢ na ry-
sunku 3.

—retody

w ariacyjne
rozwiazanie
klasyczne

x[m]

Rys. 3. Krzywe poslizgu dla rozwiazania klasycznego i wariacyjnego

8. Uwagi koncowe

Przedstawione rozwigzanie stanowi uzupetnienie ,luki teoretycznej” w wariacyjnych
zagadnieniach rownowagi granicznej (brak rozwiazania dla Sciany kotwionej w os$rodku
spoistym).
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Uzyskana w analizowanym przyktadzie warto$¢ sity w kotwi jest wigksza w porow-
naniu z wynikiem dla prostoliniowej linii poslizgu w klasycznym rozwiazaniu Coulomba.
W szeregu przyktadach opisanych w pracy [6] w przypadku osrodka niespoistego rowniez
otrzymano wigksze warto§ci w przypadku metody wariacyjnej. Mozna by wigc, po zana-
lizowaniu duzej ilosci przypadkéw, wprowadzi¢ wspotczynniki poprawkowe, ktore pozwo-
lityby przelicza¢ wyniki klasyczne na wyniki uzyskane teoretycznie bardziej poprawna me-
toda wariacyjna.

Zastosowanie zaprezentowanej tu metody do praktycznych obliczen projektowych wy-
magatoby uzupelnienia istniejacego programu o efektywny system poszukiwania ekstre-
mum w zdefiniowanych obszarach ograniczonych, gdyz obecne (,,rgczne’) przeszukiwanie
obszaréw jest zbyt pracochtonne.
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