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Jan Gaszynski*

MIESZANY PROBLEM POCZATKOWO-BRZEGOWY
W TEORII TERMOKONSOLIDACJI.
ZAGADNIENIE POCZATKOWE

1. Wstep

Analiza standw naprezenia i odksztalcenia w gruncie pozostaje ciagle jednym z naj-
czgsciej podejmowanych tematow, zarowno w badaniach eksperymentalnych, jak i rozwa-
zaniach teoretycznych. Zakres tej tematyki jest bardzo obszerny. Ruch ciepta w gruncie po-
woduje zmiany jego temperatury, majace wplyw na stan napr¢zen. Rezultatem tego sa od-
ksztatcenia mogace mie¢ wplyw na obiekty posadowione na gruncie. W pracy analizowane
sa stany naprezen i deformacji polprzestrzeni gruntowej (traktowanej jako porowaty osro-
dek nasycony ciecza), wywolane obcigzeniem zewngtrznym. Obciazenie to jest przekazy-
wane przez sztywny fundament kotowy posadowiony na brzegu potprzestrzeni gruntowe;.
Do rozwiazania zadania przyjeto model termokonsolidacji [1, 2, 7, 8], bazujacy na sprzeze-
niu pdl naprezen w szkielecie, cisnienia wody w porach oraz pola temperatury. W szczego6l-
nosci zostaly wyznaczone naprezenia w strefie kontaktu oraz osiadania fundamentu w chwili
poczatkowej procesu konsolidacji.

2. Roéwnania termokonsolidacji

Rozwazana jest konsolidujaca potprzestrzen gruntu. Proces konsolidacji wywoluje sztyw-
ny kolowy fundament o promieniu r,, weciskany w grunt znang sila P. Wplyw na proces
deformacji ma takze pole temperatury, ktora w chwili poczatkowej ma okreslony rozktad.
Przyjmuje sig, ze w szkielecie gruntowym i cieczy okreslone jest pole temperatury, majace
wplyw na stany naprgzen, a tym samym na proces konsolidacji. Zaktada sig, ze pola napre-
zen w szkielecie, cisnien w cieczy i temperatury sa ze soba sprz¢zone, a sposob tego sprze-
zenia opisuje model termokonsolidacji [7, 8]. Potprzestrzen materialna opisywana jest wal-
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cowym uktadem wspotrzednych (7, ¢, z), wlasciwym dla zadan osiowo-symetrycznych. Czas
jest oznaczany symbolem ¢.
Stan procesu opisuja nastgpujace funkcje:

w — przemieszczenie w kierunku z, prostopadtym do brzegu (osiadanie);
u — przemieszczenie w kierunku radialnym {r};

o, — naprezenie normalne w kierunku osi z, w szkielecie;

6,, — naprezenie styczne w szkielecie;
¢ — ci$nienie cieczy w porach;

U — zmiana temperatura wywotana procesem konsolidacji (8 =7 - T});
T — temperatura bezwzgledna w chwili ¢, 7o — w chwili poczatkowej .

W osiowo symetrycznym stanie deformacji (niezalezno$¢ wszystkich funkcji od kata
obrotu @) rownania tego modelu maja postac:
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Zwiazki fizyczne zapiszemy w postaci:
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W réownaniach (1), (2) wystgpuja parametry materialowe osrodka:

A, N, O, R — stale Biota;
k — wspotczynnik przepuszczalno$ci;
Ar — wspotczynnik przewodnictwa cieplnego;

ar’, ar’, arf — wspotczynniki liniowej rozszerzalnos$ci cieplnej szkieletu, cieczy oraz

wplywu rozszerzalnosci cieplnej szkieletu na wydatek cieczy i odwrotnie;
p, ¢, — gestos¢ wilasciwa i cieplo wlasciwe osrodka.

Tutaj i dalej przyjeto oznaczenia:
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Rozwiazane zostanie zadanie konsolidacji potprzestrzeni porowatej wywotanej wciska-
niem kotowego sztywnego stempla obciazonego sita P.

Przyjmujac poprzednio przyjete zatozenia o obciazeniu polprzestrzeni oraz, ze na jej
gornym brzegu jest znane ciS$nienie G, oraz temperatura ¥, zapiszemy warunki brzegowe
W postaci:

w=w,, r<r,
6,+06=0, r>r %)
c, =0, r>0

To
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Warunki poczatkowe

Uwzgledniajac wlasciwos$ci uktadu réwnan (1), zapiszemy warunki poczatkowe w po-
staci (4), (5), (7):
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Warunki poczatkowe maja posta¢ réwnan rozniczkowych czastkowych dla poszukiwa-
nych funkcji przemieszczen.
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Odpowiednie dla nich warunki brzegowe, wynikajace z (5) maja postac:
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Tutaj 1 dalej oznaczono warto$ci funkcji w chwili poczatkowej gérnym indeksem 0.
Tak sformutowane zagadnienie poczatkowo brzegowe stanowi podstawe do konstrukcji roz-
wigzania zadania.

3. Rozwigzanie zadania dla warunku poczatkowego

Przed przystapieniem do rozwiazania zadania dla dowolnej chwili czasu (¢ > 0) (gdzie
czesto jest wykorzystywana transformacja Laplace’a [3]), nalezy rozwiazaé zadanie brze-
gowe dla chwili poczatkowej (¢ = 0). Zadanie to, jest opisane rownaniami (7) z warunkami
brzegowymi (8). Jest to mieszany uktad rownan roézniczkowych i algebraicznych. Dokonuje-
my przeksztatcenia uktadu réwnan poprzez wyeliminowanie z rownan (4),,, funkcji: 6°i 9°
za pomoca rownan (4); 4. Mamy wigc:
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i po wstawieniu do (4) 2
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O sposobie rozwiazania decyduja wlasciwosci rownan rézniczkowych. Do rozwiaza-

nia zadania wykorzystamy transformacj¢ Hankela, zdefiniowana zwiazkami:

(W,GZ,E,I_‘}) = ]:(W,O'Z,G,ﬁ)h]o ((JJr)dr,
0

(16..)= [ 5. )ov; (or)o

(1T

(11),

gdzie: J,(wr) 1 J1(wr) sa funkcjami Bessela, odpowiednio zerowego i pierwszego rzedu.

Po wykonaniu transformacji Hankela na (10) i przeksztatlceniach mamy:
N(d* -’ )a’ (M +N+ D)oz’ =0

N(d* -’ +(M +N+D)e =0

Z réownan (12), po wykonaniu na nich operacji dywergencji mamy:

(M +N+D)Ae’ =0

Rozwiazanie rownania (10) dla potprzestrzeni przyjmuje postac:

€’ = ¢ exp(-wz)

Stad dla transformat funkcji przemieszczen mamy rownania:

N(d* -’ )’ =(M + N+ D)cjoexp(-oz)

N(d*-’)#’ = (M + N + D) cjw exp(-wz)
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i ich ogolne rozwiazanie:

u’=-c W;exp (—wz)+cf’ exp (—0z) (16)

i’ =—c WZ -exp(-wz)+c) exp(—mz) (16),

W trakcie dokonywania przeksztatcen zostat podniesiony rzad rownan rézniczkowych,
stad wspotczynniki w ich rozwigzaniach musza spetnia¢ warunek zgodnos$ci, wynikajacy ze
zwigzku:

e =ou’ +w, (17)

Po uwzglednieniu w (17) wyrazen: (14) i (16) mamy:
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Interesujace nas dalej transformaty naprezen przyjmuja postac:
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Wystepujace w wyrazeniach wspotczynniki zostana wyznaczone z warunkow brzego-
wych. Z warunku (8); oraz réwnania (18) mamy:
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Mieszany warunek brzegowy (8); > po uwzglednieniu (20); , przyjmuje postac:
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0

Rozwiazania uktadu dualnych réwnan catkowych (21) szukamy w postaci:
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Funkcja (22) spetnia tozsamos$ciowo roéwnanie (21),. Z rownania (21); otrzymujemy:
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i po wyliczeniu catki:
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Rozwigzaniem réwnania (23) jest funkcja:
2 2N
() =2 0 24
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Majac funkcjg (24) wyznaczymy z rownan: (19);, (20), 1 (24) naprgzenia kontaktowe:
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C E+Dm [

Pozostaje zwiaza¢ osiadanie fundamentu z obciazeniem P,. Z warunku brzegowego mamy:

(25),

27‘:qu (r)-r-dr =-pP°
0

i stad osiadanie fundamentu:

WO_E+L)£f
" 8NB, 1,

(26)

Naprezenia kontaktowe wywotane sila weiskajaca Py opisane sa zaleznoscia:

1 P

L 27
q (r) 27_5\/}/027 (27)

4. Uwagi koncowe

Otrzymane wyniki stanowig fragment petnego rozwiazania brzegowego zadania kon-
taktowego dla polprzestrzeni konsolidujacej. Niemniej pozwalaja podja¢ dyskusje o jego
wlasciwosciach. Tak wige jest widoczne, Zze poczatkowe osiadanie brzegu potprzestrzeni
dane wzorem (26) opisuje analogiczna zaleznos¢, jak dla osrodka nie wrazliwego na tempe-
raturg, tutaj z uwzglednieniem termicznych wlasciwosci osrodka. W szczegolnosci poczat-
kowe osiadanie brzegu potprzestrzeni (w obszarze kontaktu) jest rézne w przypadku osrod-
ka wrazliwego na temperaturg i niewrazliwego. O wielko$ci tych roznic decyduja whasnie
termiczne wlasciwosci osrodka. Zwiazek ten moze by¢ wykorzystany do oszacowania reak-
cji podtoza na budowlg, przy zmianach temperatury. Naprgzenia (27) kontaktowe w chwili
poczatkowej procesu nie zaleza tak od wtasciwosci mechanicznych, filtracyjnych oraz ter-
micznych osrodka gruntowego.
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