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1. Wstêp

Praca stanowi kolejny etap badañ, polegaj¹cych na opisie zachowania siê warstw gó-
rotworu nad eksploatowanym, systemem komorowo-filarowym z ugiêciem stropu, z³o¿em
rud miedzi w LGOM. We wczeœniejszych pracach [9–13] dokonano szeregu prób opisu
ugiêcia warstwy stropu bezpoœredniego i zasadniczego nad eksploatowanym z³o¿em.

Struktura z³o¿a rud miedzi w LGOM daje mo¿liwoœæ zbudowania uproszczonego mo-
delu opisuj¹cego wzajemne oddzia³ywanie warstw stropowych oraz ich obni¿enie. Nad
z³o¿em zalegaj¹ dwa kompleksy warstw, które ze wzglêdu na mi¹¿szoœæ i wartoœci para-
metrów odkszta³ceniowych, mo¿na podzieliæ na dwie warstwy stropowe: strop bezpoœred-
ni i strop zasadniczy. W sytuacji rozwiniêtej eksploatacji strop bezpoœredni stanowi belka
oparta o z³o¿e, w czêœci przed frontem eksploatacyjnym i o filary – za frontem. Od góry
belka jest obci¹¿ona nadk³adem w postaci pionowej sk³adowej pz tensora naprê¿enia pier-
wotnego. Ca³y górotwór, strop jak i z³o¿e, charakteryzuje siê w³asnoœciami oœrodka sprê-
¿ystego, które to w³asnoœci opisuj¹: wspó³czynnik odkszta³calnoœci pod³u¿nej E warstwy
stropowej i wspó³czynnik odkszta³calnoœci poprzecznej �.

W pracy przedstawiono koncepcjê modelu [1] opisuj¹cego powstanie i propagacjê
szczeliny zniszczenia w przekroju belki stropu zasadniczego, w którym wystêpuje koncen-
tracja tensora naprê¿enia. Szczelina zniszczenia powstaje w wyniku dzia³ania dwóch par
si³ o tej samej wartoœci momentu zginaj¹cego

�

M oraz
�

�M i przeciwnych znakach (rys. 1).
Jako model wyjœciowy przyjêto belkê obustronnie utwierdzon¹ i obci¹¿on¹ ciê¿arem
warstw nadleg³ych oraz ciê¿arem w³asnym. Model odnosi siê do rzeczywistej sytuacji roz-
poczynania eksploatacji w nowym polu.
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2. Za³o¿enia i cel pracy

Celem pracy jest próba budowy modelu geomechanicznego i opisania zjawiska po-
wstawania stref zniszczenia w przekroju zginanej belki stropowej. Lokalne pêkniêcie
oœrodka skalnego i propagacja szczeliny prowadz¹ do zniszczenia materia³u skalnego na
wiêksz¹ skalê, co z kolei mo¿e generowaæ zjawiska dynamiczne jak wstrz¹sy i t¹pania.

Przyczyn¹ powoduj¹c¹ zjawiska dynamiczne towarzysz¹ce zniszczeniu materia³u jest
potencjalna energia sprê¿ysta, której gromadzenie jest powodowane sprê¿ystym od-
kszta³caniem siê górotworu do przestrzeni powsta³ej po wybraniu okreœlonej partii z³o¿a.

Do analizy przyjêto model belki obci¹¿onej ciê¿arem warstw nadleg³ych oraz ciê-
¿arem w³asnym. Przyjêto sprê¿yste w³asnoœci odkszta³ceniowe górotworu. Jako parametr
wytrzyma³oœciowy przyjêto granicê wytrzyma³oœci na zginanie.

3. Konstrukcja i parametry modelu obliczeniowego

Modelem geomechanicznym uk³adu jest belka o d³ugoœci l i wysokoœci h0 obustronnie
utwierdzona, obci¹¿ona ciê¿arem nadk³adu q oraz w³asnym ciê¿arem q0. Model po uwol-
nieniu z wiêzów przedstawiono na rysunku 2. Przekrój belki jest prostok¹tny o wymiarach
h0 · 1 m. W punkcie x l0 0� ( , ) nast¹pi³o pêkniêcie o d³ugoœci h, przy czym 0 0� �h h .
Szczelina pêkniêcia zosta³a wygenerowana przez dwie pary si³ o jednakowych momentach
�

M h q( , ) i
�

�M h q( , ), przy czym
� � �

M M� � � 0,
dM

dh

�
�

� 0 przy³o¿one w otoczeniu 	 punktu x0,

(x0 ± 	). Model nale¿y do grupy belek jednokrotnie hiperstatycznych. Zadanie polega na
wyznaczeniu linii ugiêcia osi belki OA, tzn. funkcji y f x x q q l h h E I� ( , , , , , , , , , )0 0 0 	 .

68

h0

h

x0

x
z

y

A(l,0)O(0,0)

q0q(x)

l

Rys. 1. Model obci¹¿onej belki stropowej z propaguj¹c¹ szczelin¹



Wzrost naprê¿eñ zginaj¹cych wynika z powstania pêkniêcia, które powoduje zmniej-
szenie powierzchni czynnego przekroju, tym samym zmniejszenie wartoœci momentu
bezw³adnoœci przekroju poprzecznego belki.

Parametr 	 jest wiêkszy od zera i dostatecznie ma³y tak, aby wzrost naprê¿enia
nast¹pi³ na krótkim odcinku. Warunki brzegowe po uwolnieniu z wiêzów s¹ nastêpuj¹ce:

�

M M0 00 0� [ , , ] M 0 0�
�

R R0 00 0� [ , , ] R0 0�
�

M Ma A� �[ , , ]0 0 M A � 0 (1)
�

R RA A� [ , , ]0 0 R A � 0

Obci¹¿enie zewnêtrzne dzia³aj¹ce na belkê wynosi:

q q0 00 0� �[ , , ] q0 0�
q x q x( ) [ , ( ), ]� �0 0 q x( ) � 0
�

M x M h( ) [ , , ( )]0 0 0� � 
	 M x( , )0 0	 � 	 � 0 (2)
�

� 
 � �M x M h( ) [ , , ( )]0 0 0	 M x( , )0 0	 �

Wartoœæ momentu M x( , )0 	 jest ograniczona wytrzyma³oœci¹ górotworu.
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Rys. 2. Model belki stropowej po uwolnieniu z wiêzów



Rozk³ad si³ zewnêtrznych dzia³aj¹cych na belkê opisuje funkcja:

f x q H q H l q x H q x H l R M0 0 0 0 00 0 0( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � 
 � 
 � �� � ( )]

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0 0





 � � � � 
 � 
 
 
 �M x x M x x R l MA A	 � 	 	 � 	 � � ( )]l
(3)

gdzie: � i �� – dystrybucja delta Diraca i jej pochodna:

�( )u du �
��


�


 1 �( )x
x x

x x0
0

00
�

� �

�
�( )x dx �

��


�


 1

H – funkcja jednostkowa Heaviside’a H a
x a

x a
( ) �

�

�

1

0

Uwaga 1. Funkcja �( )x0 s³u¿y do analitycznego opisu si³y skupionej przy³o¿onej w punk-
cie x0 , natomiast pochodna �� ( )x1 s³u¿y do analitycznego opisu pary si³
dzia³aj¹cej w punkcie x1 [1].

Ró¿niczkowe równanie linii ugiêcia belki ma postaæ

y
EI

f xIV �
1

0 ( ) (4)

W celu obliczenia sta³ych ca³kowania przyjêto nastêpuj¹ce warunki brzegowe:

y( ) ,0 0� � �y ( ) ,0 0 y l( ) ,� 0 � �y l( ) 0 (5)

Dodatkowo wykorzystano zwi¹zki:

f x f u du ii i( ) ( ) , , , ,� ��
��


�


 1 1 2 3 4 (6)

q x q x dx ii i( ) ( ) , , , ,� ��
��


�


 1 1 2 3 4 (7)

� � �( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )u H a dx x a H a
a

x

� �
 (8)

Funkcja f x0 ( ) po czterokrotnym sca³kowaniu i uwzglêdnieniu zwi¹zków (6), (7) i (8)
w przedziale 0, x daje ca³ki ogólne opisuj¹ce:

f x1 ( ) – si³ê poprzeczn¹,
f x2 ( ) – moment zginaj¹cy,
f x3 ( ) – k¹t obrotu przekroju, (9)
f x4 ( ) – ugiêcie belki.
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W dalszym toku rozwa¿añ przyjêto nastêpuj¹c¹ funkcjê momentu M(h)

M h
h

h h
( ) �

�
�

3

0

(12)

gdzie: � – sta³a, � � 0

Wielkoœæ � obliczono z warunku wytrzyma³oœciowego

M h M dop( ) �

�
h

h h
R Wg g

3

0 �
�

gdzie:
Rg — wytrzyma³oœæ na zginanie,
Wg — wskaŸnik zmieniaj¹cego siê przekroju belki na zginanie, Wg = f(h).

Równania funkcji rozk³adu momentu zginaj¹cego oraz linii ugiêcia osi belki maj¹ po-
staæ

M x EI f xg ( ) ( )� � 2 (13)

y x
EI

f x( ) ( )�
1

4 (14)
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Reakcje podpór: R0, RA oraz momenty utwierdzenia: M0, MA obliczono z uk³adu rów-
nañ (9) przyjmuj¹c warunki brzegowe (5):
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 �
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 � q l ql R R A0 0 0
 
 
 �
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Uwaga 2. Znaki przy wartoœciach wspó³rzêdnych i informuj¹, ¿e u¿ywana jest miara Le-
besgue’a zbioru liniowego.
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4. Obliczenia i wyniki

W celu przeprowadzenia obliczeñ skonstruowano odpowiedni plik w programie
Microsoft Excel. Do obliczeñ przyjêto nastêpuj¹ce wartoœci parametrów:
— œredni ciê¿ar warstw nadk³adowych q = 0,025 MN/m,
— œredni ciê¿ar belki stropowej q0 = 0,025 MN/m,
— g³êbokoœæ eksploatacji He = 1000 m,
— d³ugoœæ belki stropowej l = 100 m,
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— gruboœæ belki stropowej h0 = 60 m,
— d³ugoœæ szczeliny pêkniêcia od 5% do 25% gruboœci belki od h = 3 m do h = 15 m,
— wspó³rzêdna punktu lokalizacji szczeliny

odpowiadaj¹cego wspó³rzêdnej
punktu maksymalnego momentu zginaj¹cego x0 = l/2,

— parametr 	 	 = 0,01 m,
— wspó³czynnik odkszta³calnoœci

pod³u¿nej warstwy stropowej E = 50 GPa,
— wspó³czynnik odkszta³calnoœci poprzecznej � = 0,24,
— parametr � � = 1500, Nm.

Parametry geometryczne i wyniki koñcowych obliczeñ zestawiono w tabeli 1.
Przyjêto wariantowo piêæ d³ugoœci szczeliny: h = 3,0 m, h = 6,0 m, h = 9,0 m,

h = 12,0 m i h = 15,0 m, co odpowiada odpowiednio 5%, 10%, 15%, 20% i 25% wysoko-
œci belki.

5. Analiza wyników

Rozk³ad funkcji naprê¿enia zginaj¹cego w zale¿noœci od d³ugoœci szczeliny przedsta-
wiono na rysunkach 3–7. Rysunki przedstawiaj¹ rozwój szczeliny i jej wp³yw na lokalny
stan naprê¿enia. W punktach przegiêcia krzywej ugiêcia nastêpuje zmiana znaku momentu
zginaj¹cego, w konsekwencji równie¿ naprê¿enia. Znak dodatni oznacza œciskanie a znak
ujemny rozci¹ganie.

Zakres wartoœci naprê¿enia w punkcie x0 czyli w punkcie wystêpowania szczeliny
wynosi od –20,5 MPa do –239,1 MPa.

Z obliczeñ wynika, ¿e szczelina o d³ugoœci oko³o 6 m, co stanowi 10% wysokoœci
przekroju poprzecznego belki, generuje naprê¿enie o wartoœci ponad 30 MPa, co w porów-
naniu z wartoœci¹ wytrzyma³oœci górotworu na zginanie Rg = 30 MPa mo¿e byæ wielkoœci¹
graniczn¹ w sensie propagacji i utraty statecznoœci.
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TABELA 1

Parametry geometryczne modelu i wyniki obliczeñ

D³ugoœæ
l

m

Wysokoœæ
h0

m

D³ugoœæ
szczeliny

h
m

Maksy-
malne
ugiêcie

y
mm

Moment
M(h)
MNm

Moment
M(x)
MNm

Naprê¿enie
w otocze-

niu szczeli-
ny
�g

MPa

Naprê¿enie
w przekro-
ju os³abio-

nym
�gs

MPa

100 60

3 7,6489 694,7 –11736,5 –18,4016 –20,5

6 7,6475 5865,9 –16908,8 –18,4034 –30,9

9 7,6436 20962,1 –32007,9 –18,4084 –60,8

12 7,6354 52793,4 –63845,6 –18,4190 –124,7

15 7,6206 109986,3 –121049,9 –18,4381 –239,1
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Rys. 3. Rozk³ad naprê¿enia zginaj¹cego wzd³u¿ belki dla szczeliny o d³ugoœci 3 m
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Rys. 4. Rozk³ad naprê¿enia zginaj¹cego wzd³u¿ belki dla szczeliny o d³ugoœci 6 m
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Rys. 6. Rozk³ad naprê¿enia zginaj¹cego wzd³u¿ belki dla szczeliny o d³ugoœci 12 m

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

0 20 40 60 80 100

x_m

�
g

M
P

a

Rys. 5. Rozk³ad naprê¿enia zginaj¹cego wzd³u¿ belki dla szczeliny o d³ugoœci 9 m
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Rys. 8. Porównanie rozk³adów funkcji naprê¿enia zginaj¹cego w otoczeniu szczeliny: a) otoczenie
szczeliny, b) szczelina
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Rys. 7. Rozk³ad naprê¿enia zginaj¹cego wzd³u¿ belki dla szczeliny o d³ugoœci 15 m



Na rysunku 8 pokazano rozk³ad funkcji naprê¿enia w szczelinie oraz w jej otoczeniu.
Z rysunku wynika, ¿e od 5 m d³ugoœci szczeliny nastêpuje silny wzrost wartoœci naprê¿e-
nia, co mo¿na interpretowaæ jako pocz¹tek procesu utraty statecznoœci belki stropowej.
Praktycznie jest to pocz¹tek dynamicznego procesu pêkania stropu, generuj¹cego drgania
i wstrz¹sy górotworu.

LITERATURA

[1] Kasprzyk S.: Dynamika uk³adów ci¹g³ych. Wydawnictwa AGH, Kraków 1994
[2] K³eczek Z.: Geomechanika górnicza. Œl¹skie Wydawnictwo Techniczne. Katowice 1994
[3] K³eczek Z.: Koncepcja zwalczania zagro¿enia wysokoenergetycznymi wstrz¹sami górotworu w kopal-

niach LGOM. CUPRUM, nr 15, Wroc³aw 2000
[4] K³eczek Z., Zorychta A.: Wstrz¹sy górotworu i t¹pania w kopalniach rud miedzi LGOM. Miêdzynarodo-

wa Konferencja Naukowa „GÓRNICTWO 2000”. Gliwice 1999
[5] Ozog T.: Ugiêcie stropu przy uwzglêdnieniu si³ œcinaj¹cych. AGH 1964 (praca doktorska)
[6] Praca zbiorowa: Monografia KGHM Polska MiedŸ S.A. Wydawnictwo CBPM „Cuprum”, Lubin 1996
[7] Sa³ustowicz A.: Mechanika górotworu. Wydawnictwo Górniczo-Hutnicze, Katowice 1955
[8] Walczak J.: Wytrzyma³oœæ materia³ów oraz podstawy teorii sprê¿ystoœci i plastycznoœci. PWN, Warszawa

1977
[9] Wosz R.: Ugiêcie stropu bezpoœredniego i zasadniczego przy eksploatacji z³o¿a systemem komorowo-

-filarowym z ugiêciem stropu. „Górnictwo”, z. 4, Kraków 2000
[10] Wosz R.: Ugiêcie stropu zasadniczego przy eksploatacji z³o¿a systemem komorowo-filarowym z ugiêciem

stropu z uwzglêdnieniem si³y oporu na kontakcie warstw. „Górnictwo” (kwartalnik AGH)), z. 2, Kraków
2002

[11] Wosz R.: Ugiêcie stropu bezpoœredniego i zasadniczego przy eksploatacji z³o¿a systemem komorowo-
-filarowym z ugiêciem stropu – równanie linii ugiêcia wspornika stropu zasadniczego. „Górnictwo i Geo-
in¿ynieria” kwartalnik AGH, z. 2, Kraków 2003

[12] Wosz R.: Wp³yw sposobu ugiêcia warstw stropowych na koncentracjê wytê¿enia górotworu. „Górnictwo
i Geoin¿ynieria” kwartalnik AGH, z. 3–4, Kraków 2003

[13] Wosz R.: Ugiêcie stropu bezpoœredniego i zasadniczego nad eksploatowanym z³o¿em – wytrzyma³oœcio-
wy warunek zniszczenia wed³ug hipotezy Burzyñskiego. „Górnictwo i Geoin¿ynieria” (kwartalnik AGH),
z. 2, Kraków 2004


