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1. Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest rozszerzenie gamy rozpatrywanych rozk adów
(patrz [9]) o rozk ady: -stabilny, rozk ad odwrotny gaussowski i rozk ad hiper-
boliczny. Badania rozk adów dziennych wspó czynników zwrotu, uwzgl dniaj ce
powy sze rozk ady s  stosunkowo nowe. W 1994 Peiro (patrz [7]) bada  zgodno
rozk adów stóp zwrotu indeksów wa niejszych gie d wiatowych m.in. z rozk a-
dem -stabilnym. Równie  w 1994 roku Küchler, a  rok pó niej Eberlein i Keller 
(patrz [3]) pokazali, e rozk ad odwrotny Gaussa dobrze opisuje dzienne stopy 
zwrotu na gie dzie niemieckiej.

W podr czniku [10] autorzy przeprowadzaj  analiz , na podstawie której 
okazuje si , e do wspó czynników zwrotu indeksu DJIA najlepiej pasuje rozk ad

-stabilny.
Podstawowe informacje dotycz ce omawianych rozk adów zosta y podane 

w rozdziale 2. Rozdzia  3 zawiera opis metodologii bada  oraz omówienie wyni-
ków przeprowadzonych testów. Natomiast w rozdziale 4 przedstawiono wnioski 
wyp ywaj ce z analizy uzyskanych rezultatów.
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2. Przegl d badanych rozk adów

Do opisu wspó czynników zwrotu rozwa anych indeksów gie dowych wybra-
ne zosta y rozk ady charakteryzuj ce si  w asno ci  grubych ogonów. W szcze-
gólno ci w asno  t  posiadaj  rozk ady z rodziny uogólnionych rozk adów hiper-
bolicznych, które zaproponowa  w 1977 roku Ole Bandorff-Nielsen ([2]). W pracy 
badane b d : rozk ad hiperboliczny oraz odwrotny rozk ad gaussowski (NIG). 
Ponadto zbadana zostanie zgodno  zmian indeksów z rozk adem stabilnym za-
proponowanym przez Benoit Mandelbrota w 1963 roku ([6]).

Funkcja g sto ci rozk adu hiperbolicznego dana jest wzorem:

)()(exp
2

)( 22

22
1

22

xx
K

xf ,

gdzie:

 > 0 jest parametrem skali, 
 > 0 i | | <  s  parametrami kszta tu,

a –  <  +  odpowiada za po o enie,
K1(·) jest funkcj  Bessela drugiego rodzaju z indeksem 1.

W szczególno ci parametr  odpowiada za sp aszczenie rozk adu a para-
metr  opisuje jego sko no  – gdy  > 0, to grubszy jest prawy ogon rozk adu.

Funkcja g sto ci rozk adu NIG dana jest wzorem:
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Parametry tego rozk adu maj  analogiczn  interpretacj , jak parametry roz-
k adu hiperbolicznego.

W przeciwie stwie do omówionych powy ej rozk adów z klasy uogólnionych 
rozk adów hiperbolicznych, rozk ad -stabilny nie posiada, poza szczególnymi 
przypadkami, funkcji g sto ci zapisanej w postaci analitycznej. Jest on zdefi nio-
wany za pomoc  funkcji charakterystycznej, która jest dana wzorem:
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przy czym: 
0 <  2 jest indeksem stabilno ci rozk adu,
–1 <  < 1 jest parametrem sko no ci,
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 > 0 jest parametrem skali i pe ni rol  podobn  do odchylenia standardowe-
go w rozk adzie normalnym, 

a –  <  <  odpowiada za przesuni cie.

Je li =2, to zmienna ma rozk ad normalny, gdy  < 2, to rozk ad ma ogony 
grubsze, ni  ogony wyst puj ce w rozk adzie normalnym. 

Je li  > 0, to rozk ad jest sko ny w prawo, a je eli  < 0, to rozk ad jest sko -
ny w lewo. 

Gdy  > 1, to parametr  jest równy warto ci oczekiwanej. Nale y ponadto 
zaznaczy , e rozk ady stabilne z parametrem  < 2 charakteryzuj  si  niesko -
czon  wariancj .

Uogólnione rozk ady hiperboliczne nale  do klasy rozk adów o rednio-
ci kich ogonach (semi-heavy tailed distributions), co oznacza, e do rodziny tej 
nale  zarówno rozk ady o ogonach zbli onych do gaussowskich, jak i rozk ady
o ogonach aproksymowanych funkcj  pot gow . W szczególno ci, g sto  rozk a-
du hiperbolicznego dla du ych warto ci x zachowuje si  jak funkcja wyk adnicza:

xxxconstxf gdyexp~)( ,

natomiast w przypadku rozk adu NIG zachodzi:

xxxxconstxf gdyexp~)( 2
3

.

Z powy szych wzorów wynika, e zachowanie si  ogonów tych rozk adów za-
le y od warto ci parametrów  i .

Rozk ad stabilny charakteryzuje si  ci szymi ogonami, których zachowanie 
si  dla  < 2 oraz du ych warto ci x opisuje zale no :

xxcxf gdy1~)( )1(

oraz
xxcxf gdy1~)( )1( ,

gdzie: )(
2sinc .

3. Metodologia i wyniki bada

W artykule zbadano rozk ady dziennych stóp zwrotu indeksów sze ciu gie d
europejskich 1: trzech gie d Europy Zachodniej: CAC40 (Pary ), DAX (Frankfurt), 
FT-SE 100 (Londyn) oraz trzech Europy rodkowo-Wschodniej: BUX (Buda-

1 Dane pochodz  z serwisu internetowego www.parkiet.com
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peszt), RTS (Moskwa) i WIG20 (Warszawa). Dane dotycz  okresu od 1 stycznia 
2001 do 30 czerwca 2007 roku. Ze wzgl du na ró n  liczb  dni funkcjonowania 
poszczególnych gie d liczno  zbiorów indeksów waha si  od 1214 (RTS) do 1260 
(CAC 40). 

Zosta a przyj ta nast puj ca defi nicja dziennych wspó czynników zwrotu:

1
ln100
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gdzie: Xt s  warto ciami odpowiednich indeksów w dniu t.

W pierwszej kolejno ci wyestymowano podstawowe statystyki opisowe 
rozwa anych szeregów czasowych wspó czynników zwrotu, tj. warto rednia,
odchylenie standardowe, sko no  i kurtoza. Zosta y one zestawione w tabeli 1. 
Wszystkie rozwa ane indeksy charakteryzuj  si  dodatni redni , co jest zrozu-
mia e w kontek cie panuj cej w omawianym okresie hossy. Ponadto, we wszyst-
kich rozwa anych próbkach danych wyst puj  ujemne wspó czynniki sko no ci,
co wiadczy o lewostronnej sko no ci, czyli grubszym lewym ogonie rozk adu
stóp zwrotu. Równie  wyestymowane warto ci kurtozy, wahaj ce si  od 3,97 dla 
WIG20 do 8,18 dla FT-SE 100, wiadcz  o mo liwym braku normalno ci rozk a-
du wspó czynników zwrotu rozwa anych indeksów. Ostatecznym potwierdze-
niem tego faktu s  wyniki przeprowadzonego testu normalno ci Jarque-Bera. 
We wszystkich przypadkach statystyki okaza y si  istotne na poziomie 0,01, po-
woduj c odrzucenie hipotezy o normalno ci wspó czynników zwrotu indeksów 
omawianych gie d. Wyniki wst pnych bada  oraz wcze niejsze obserwacje empi-
ryczne znane z literatury uzasadniaj  konieczno  badania zgodno ci rozk adów
wspó czynników zwrotu z rozk adami innymi ni  normalny.

Tabela 1

Podstawowe statystyki opisowe badanych dziennych wspó czynników zwrotu

Dane WIG20 CAC40 BUX DAX FT-SE 100 RTS

rednia 0,080 0,035 0,109 0,048 0,028 0,137

odch. stand. 1,358 1,354 1,334 1,564 1,081 1,782

sko no –0,120 –0,026 –0,241 –0,059 –0,236 –0,815

kurtoza 3,974 7,509 4,359 6,697 8,182 7,510

stat. J-B 52,0 1060,1 105,8 709,6 1376,0 1154,7
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Parametry badanych rozk adów estymowano metod  najwi kszej wiary-
godno ci z wykorzystaniem oprogramowania Matlab. Dla parametrów rozk adu

-stabilnego obliczenia zosta y przeprowadzone za pomoc  przybornika Fraclab-
1.0 z zastosowaniem metody Koutrouvelisa (patrz [5]). 

W celu weryfi kacji hipotezy o zgodno ci rozk adu empirycznego wspó czyn-
ników zwrotu poszczególnych indeksów i odpowiedniego rozk adu teoretycznego 
wykonano nast puj ce testy: chi-kwadrat, Ko mogorowa-Smirnowa oraz Ander-
sona-Darlinga. Statystyka w te cie chi-kwadrat zosta a obliczona w wyniku po-
dzia u na 34 klasy o jednakowym prawdopodobie stwie.

Tabela 2

Estymatory wspó czynników rozk adów dziennych wspó czynników zwrotu

WIG20 CAC40 BUX DAX FT-SE 100 RTS

Rozk ad hiperboliczny

1,231
0,016
0,939
0,120

1,115
0,047
0,138
0,112

1,487
0,082
1,524
0,254

0,948
0,032
0,001
0,154

1,408
0,078
0,114
0,109

0,882
0,127
0,482
0,507

+
– +

1,215
1,247

1,068
–1,162

1,405
–1,569

0,916
–0,980

1,330
–1,486

0,755
–1,009

Rozk ad odwrotny Gaussa

0,964
–0,024

1,797
0,134

0,478
–0,037

0,879
0,104

1,191
–0,084

2,095
0,258

0,373
–0,049

0,944
0,174

0,613
–0,054

0,705
0,091

0,541
–0,137

1,546
0,540

+
– +

0,940
-0,988

0,441
-0,515

1,107
-1,275

0,324
-0,422

0,559
-0,667

0,404
-0,678

Rozk ad -stabilny

1,828
0,847

–0,066
0,094

1,545
0,642

–0,154
0,007

1,879
0,857

–0,167
0,115

1,537
0,745

–0,392
–0,070

1,564
0,516

–0,106
0,021

1,697
0,969

–0,702
0,046

Wyniki estymacji parametrów omawianych rozk adów, tj.: hiperbolicznego, 
odwrotnego rozk adu Gaussa oraz rozk adu -stabilnego zawarte zosta y w tabeli 2. 
Potwierdzaj  one obserwacje poczynione na podstawie statystyk opisowych. 
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Ujemne warto ci parametru  poszczególnych rozk adów potwierdzaj  lewostron-
n  asymetri  rozk adów wspó czynników zwrotu. Najwi ksz  sko no  wykazy-
wa y wspó czynniki zwrotu RTS (wsp. sko no ci równy –0,815) i w ich przypadku 
parametry  przyjmuj  najni sze warto ci (–0,127 w rozk adzie hiperbolicznym, 
–0,137 w rozk adzie NIG oraz –0,702 w rozk adzie stabilnym). 

Do opisu zachowania si  ogonów rozk adów hiperbolicznego i NIG – zgodnie 
z wcze niejszymi wzorami – istotne s  warto ci parametrów  i ; w szczegól-
no ci zachowanie si  lewego ogona zale y od ich sumy a prawego – od ró nicy.
Im mniejsza jest ich warto  bezwzgl dna, tym wi ksze jest prawdopodobie stwo
wyst powania warto ci ekstremalnych. 

Na podstawie wyników zawartych w tabeli 2 mo na zauwa y , e wyestymo-
wany rozk ad hiperboliczny ma najgrubszy ogon w przypadku wspó czynników 
zwrotu indeksu RTS; natomiast najwi ksze prawdopodobie stwo wyst pienia du-
ych dodatnich zmian wyst puje na gie dzie we Frankfurcie (– +  dla DAX wynosi 

–0,98). W przypadku rozk adu NIG zarówno + , jak i – +  s  najmniejsze (co 
do warto ci bezwzgl dnej) dla wspó czynników zwrotu indeksu DAX. Zachowanie 
si  ogonów rozk adów wspó czynników2 zwrotu indeksu DAX zgodne jest ze sto-
sunkowo wysok  kurtoz , wiadcz c  o odchyleniu od rozk adu normalnego. Za-
le no  ta znajduje potwierdzenie równie  w przypadku innych indeksów, w szcze-
gólno ci WIG20 oraz BUX. Dope nieniem tego obrazu s  warto ci parametru ,
charakteryzuj cego koncentracj  rozk adu wokó  warto ci redniej – im mniejsze 
warto ci przyjmuje, tym ta koncentracja jest wi ksza. Nale y jednak zauwa y , e
w przypadku wspó czynników zwrotu indeksu FTSE100 najwy sza warto  kurtozy 
nie implikuje, e wyestymowane rozk ady maj  te  najci sze ogony.

W przypadku rozk adu stabilnego o odst pstwie od rozk adu normalnego 
wiadczy warto  indeksu stabilno ci . Im bardziej ró ni si  on od 2, tym bardziej 

rozk ad jest oddalony od normalnego i posiada grube ogony. Dla badanych danych 
wspó czynnik ten jest mniejszy od 2 i zawiera si  mi dzy 1,537 w przypadku DAX, 
a 1,879 dla indeksu BUX. Jest to kolejny dowód na wyst powanie grubych ogonów 
oraz nieadekwatno  za o enia o normalno ci wspó czynników zwrotu.

Rezultaty testów zgodno ci z rozk adem hiperbolicznym i  odwrotnym roz-
k adem Gaussa umieszczono w tabelach 3 i 4. Na poziomie istotno ci 0,1 testy 
zgodno ci s  zbli one i nie daj  podstaw do odrzucenia hipotezy, e wspó czynni-
ki zwrotu badanych indeksów pochodz  z tych rozk adów.

W tabeli 5 zamieszczono rezultaty testów zgodno ci z rozk adem -stabil-
nym. Mo na zauwa y , e na poziomie istotno ci 0,1 test chi-kwadrat odrzuca 
hipotez  mówi c  o tym, e stopy zwrotu trzech z badanych indeksów (DAX, 
WIG20 i BUX) mog  by  modelowane przez ten rozk ad, przy czym warto
P-value dla BUX jest mniejsza ni  0,01. Okazuje si  jednak, e w przypadku zesta-
wu danych pochodz cych z gie dy londy skiej w a nie dopasowanie rozk adem
stabilnym jest najlepsze.
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Tabela 3

Wyniki testów zgodno ci rozk adu wspó czynników zwrotu 
i rozk adu hiperbolicznego

Dane WIG20 CAC40 BUX DAX FT-SE100 RTS

Test chi-kwadrat

warto  stat.
P-value

22,83
0,907

43,35
0,107

37,63
0,266

38,81
0,224

39,99
0,188

34,44
0,399

Test Ko mogorowa-Smirnowa

warto  stat.
P-value

0,478
0,977

0,730
0,658

0,517
0,952

0,838
0,484

0,759
0,613

0,644
0,802

Test Andersona-Darlinga

warto  stat. 0,051 0,164 0,070 0,137 0,138 0,115

Tabela 4

Wyniki testów zgodno ci rozk adu wspó czynników zwrotu i odwrotnego rozk adu
gaussowskiego

Dane WIG20 CAC40 BUX DAX FT-SE100 RTS

Test chi-kwadrat

warto  stat.
P-value

24,43
0,740

26,60
0,777

42,04
0,134

28,11
0,709

35,99
0,331

35,96
0,332

Test Ko mogorowa-Smirnowa

warto  stat.
P-value

0,596
0,870

0,518
0,951

0,520
0,950

0,614
0,845

0,604
0,859

0,694
0,721

Test Andersona-Darlinga

warto  stat. 0,049 0,057 0,060 0,071 0,050 0,075

Zestawiaj c otrzymane wyniki z wynikami prezentowanymi w [9], nale y za-
uwa y , e rozszerzenie gamy rozwa anych rozk adów, pozwoli o znale  rozk a-
dy lepiej opisuj ce wspó czynniki zwrotów na tamtejszych gie dach. I tak zmian
warto ci indeksu WIG20 najlepiej opisuje rozk ad hiperboliczny, a FT-SE 100 
rozk ad -stabilny.
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Tabela 5

Wyniki testów zgodno ci rozk adu wspó czynników zwrotu i rozk adu -stabilnego

Dane WIG20 CAC40 BUX DAX FT-SE100 RTS

Test chi-kwadrat

warto  stat.
P-value

42,77
0,977

33,46
0,445

46,12
0,064

57,82
0,005

29,78
0,628

40,22
0,181

Test Ko mogorowa-Smirnowa

warto  stat.
P-value

0,812
0,525

0,513
0,954

0,609
0,853

1,100
0,178

0,448
0,988

0,957
0,319

Test Andersona-Darlinga

warto  stat. 0,065 0,084 0,062 0,108 0,070 0,084

4. Wnioski

W pracy przeprowadzono analiz  zgodno ci rozk adów stóp zwrotu indeksów 
sze ciu gie d europejskich (Pary , Londyn, Frankfurt, Budapeszt, Moskwa i War-
szawa) z nast puj cymi rozk adami teoretycznymi: hiperbolicznym, odwrotnym 
Gaussa i -stabilnym. Tylko w przypadku indeksów gie d w Budapeszcie (BUX), 
Frankfurcie (DAX) i Warszawie (WIG20) na poziomie istotno ci 0,1 nale y od-
rzuci  hipotez  zgodno ci z rozk adem -stabilnym. W pozosta ych przypadkach 
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o zgodno ci rozk adu stóp zwrotu 
poszczególnych indeksów z badanymi rozk adami teoretycznymi. W przypadku 
testowania zgodno ci z rozk adami hiperbolicznym i odwrotnym Gaussa uzyska-
no zbli one warto ci statystyk.

Rozszerzenie gamy badanych rozk adów (patrz [9]), w dwóch przypadkach 
pozwoli o na znalezienie rozk adów lepiej opisuj cych stopy zwrotu indeksów ba-
danych gie d.
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