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STRESZCZENIE

Modelowanie sygnatu mowy za pomocq niejawnych modeli Markowa HMM (hidden Markov model) stanowi jeden
z najefektywniejszych sposobow rozpoznawania mowy. Niniejszy artykul poswiecony jest podstawom matematycz-
nym teorii niejawnych modeli Markowa. Szczegdlng uwage zwrocono w nim na wyprowadzenie zaleznosci po-
zwalajqcych stosowaé modele HMM do modelowania sygnatow. W pierwszej czesci artykulu przedstawiono wy-
prowadzenie zaleznosci pozwalajqce dobiera¢ parametry modelu procesu Markowa. W dalszej czesci artykulu
przedstawione sq wyprowadzenia zaleznosci pozwalajqce w sposob krokowy dobiera¢ parametry modelu tancucha
Markowa. Opisane metody oparte sq na minimalizacji prawdopodobienstwa wygenerowania losowej w czasie se-
kwencji obserwacji w funkcji parametrow modelu. W przedstawionych w artykule wyprowadzeniach na zaleznosci
pozwalajqgce optymalizowacé modele HMM wykorzystano metode mnoznikow Lagrange'a.

Stowa kluczowe: proces losowy, model Markowa, model HMM, optymalizacja

OPTIMIZATION OF THE MODELS HMM AND THEIR APPLICATION IN SPEECH RECOGNITION

Modeling the speech signal with the use of hidden Markov models HMM constitutes one of the most effective
ways of speech recognition. This article is devoted to mathematical bases of the theory of hidden Markov models.
Special attention was paid in it to derivation of dependencies allowing applying the models HMM for modeling
signals. In the first part of the article there was presented derivation of dependencies allowing selection of para-
meters of the model of Markov process. In the further part of the article there are presented derivations of depen-
dencies allowing selecting parameters of the model of Markov chain in a stage way. The described methods are
based on minimization of the probability of generating random-in-time sequence of observation in the function of
parameters of the model. The method of Lagrange's multipliers was used in the derivations for dependencies, pre-
sented in the article, allowing optimizing the models HMM.

Keywords: random process, Markov model, model HMM, optimization

1. WPROWADZENIE

Sygnaly majace charakter niedeterministyczny pochodzace
z procesow fizycznych moga by¢ modelowane za pomoca
modeli Markowa. Modele te sa czgsto wykorzystywane do
automatycznego rozpoznawania mowy. Niniejszy artykut
poswigcony jest podstawom matematycznym teorii nicjaw-
nych modeli Markowa. Szczego6lna uwage zwrocono na wy-
prowadzenia zaleznoSci pozwalajacych stosowaé modele
HMM do modelowania sygnatow. W pierwszej czgsci arty-
kutu przedstawiono wyprowadzenie zaleznosci pozwalajace
dobiera¢ parametry modelu procesu Markowa. Wyprowa-
dzenia dla modelu procesu Markowa przedstawione sa w ce-
lu pokazania koncepcji postgpowania na prostym modelu.
W dalszej czgsci artykutu przedstawione sa wyprowadzenia
zaleznosci pozwalajace w sposob krokowy dobieraé para-
metry modelu tancucha Markowa (algorytm Bauma—Wel-
cha). Celem artykutu jest pokazanie czytelnikowi koncepcji
modelowania przebiegdw losowych w czasie za pomoca
niejawnych modeli Markowa, ze szczegdlnym zwroceniem
uwagi na podstawy teoretyczne dotyczace tych modeli.

2. PROCES MARKOWA

Rozwazmy model, ktéry moze by¢ w jednym z N oddziel-
nych stanow ponumerowanych jako S, = {1, 2, ..., N} jak

pokazano na rysunku 1 (dla N = 5). W regularnych odste-
pach czasu w modelu nastgpuja zmiany stanéw. Zmiana sta-
néw nastepuje zgodnie z ustalonymi prawdopodobienstwa-
mi przejscia do nastgpnego stanu. Chwile zwigzane ze
zmianami standw oznaczamy jako ¢ = 1, 2, ...,7, a stany,
w ktorych przebywa model w kolejnych chwilach, oznacza-

my przez S,.
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Rys. 1. Model procesu Markowa z pigcioma stanami

* Studia doktoranckie, Wydziat EATIE AGH
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Pelny probabilistyczny opis zachowania si¢ tego modelu
w czasie ¢ powinien uwzglednia¢ te stany, w jakich model
znajdowal si¢ we wszystkich poprzednich chwilach czaso-
wych. W tym artykule zajmujemy si¢ modelami HMM
pierwszego rzedu, w ktorych probabilistyczna zaleznosé
stanow jest skrocona do poprzedniego stanu i jest opisana
zaleznosScia

P(S; = jlSi1=1.82 =k,..)=P(S, = j| S, =i) (1)

Rozwazamy tylko procesy stacjonarne takie, dla ktorych
prawa strona rownania (1) jest niezalezna od czasu. Dzig-
ki temu mozemy zapisa¢ prawdopodobienstwo zmiany
stanbw w postaci macierzy prawdopodobienstw przejs$é
T, gdzie I' = (y;) jest okreslone dla wszystkich stanéw i = 1,
2,..,Norazj=1,2, ..., Niwszystkich czasow ¢

Yij = PS¢ = jl S =1) )

Dla wspotezynnikow macierzy przejs¢ I' = () zachodza
ograniczenia opisane zaleznosciami:

Y20 Vi, j A3)
N
Yy =1 Vi 4)
j=1

Nalezy zaznaczy¢, ze opisany model moze pracowaé
jako generator sekwencji losowej, dlatego dodatkowo
wprowadzamy rozktad prawdopodobienstwa poczatkowe-
go 0 = (9;), gdzie §; jest opisane zaleznoscia (5), jest to
prawdopodobienstwo tego, ze model rozpocznie prace
w wezle i:

8 =P(S;=i), 1<i<N (5)

Podobnie jak dla macierzy przejsé, dla prawdopodo-
bienstw poczatkowych zachodza ograniczenia opisane za-
lezno$ciami:

8,20 Vi 6)
N

28 =1 (7
=

Jesli HMM spelnia powyzsze wiasnosci, stanowi stan-
dardowa probabilistyczna konstrukcje pozwalajaca mode-
lowac¢ procesy losowe w czasie.

W wyniku pracy N-stanowego modelu przez 7 chwil do-
staniemy pewna obserwacje O = (0, O,, ..., Oy). Obserwo-
wane wartosci w kolejnych chwilach odpowiadaja stanom,
w jakich model przebywat.

Jednym z probleméw dotyczacych modelu procesu Mar-
kowa jest obliczenie prawdopodobienstwa P(O|M) wyge-

nerowania przez N-stanowy model pewnej sekwencji sta-
noéw O = (0, O,, ..., Op). Korzystajac z whasnosci (1) praw-
dopodobienstwo wygenerowania sekwencji mozna zapisac
jak w rownaniu

P(O|M)=P(S; =0)P(S, =0,)..P(Sp =Op) =

51 ’Yslsz ’Yszs3 “"YST_IST
3

NN i

=8, [TI1vi

i=1 j=1

gdzie f;;— jest to liczba przej$¢ ze stanu i do stanu j w rozpa-
trywanej sekwencji stanow O.

Dla f;; zachodzi Zij i ==

Kolejnym problemem dla omawianego modelu jest esty-
macja N> + N parametréow modelu tak, aby maksymalizo-
wac zaobserwowanie sekwencji obserwacji O = (0, O, ...,
Oy). Rozwiazanie tego zadanie jest konieczne w celu znale-
zienia modelu odpowiadajacego zebranym obserwacjom.

Prawdopodobienstwo sekwencji wyliczymy wedlug za-
leznosci (8). Naszym zadaniem jest znalezienie takich para-
metrow modelu, aby maksymalizowaé¢ prawdopodobien-
stwo zaobserwowania sekwencji obserwacji O = (O,, O,,
..., Op). Do wyznaczenia parametrow wykorzystana zosta-
nie metoda mnoznikéw Lagrange'a. Najpierw wyliczmy lo-
garytm z zaleznosci (8), stad dostajemy zalezno$¢

NN
log P =1log 8s1HHYij i =
i=1 j=1

©)

N N
=log SSI + 2 2 fij log(v;j)
i=1 j=1

Zamiast maksymalizowa¢ prawdopodobienstwo se-
kwencji maksymalizujemy logarytm prawdopodobienstwa
sekwencji jak w zaleznosci (10). Pierwsza czg¢$¢ maksyma-
lizowanej sumy zwiazana jest z prawdopodobienstwami
poczatkowymi, natomiast druga z prawdopodobienstwami
przejs$c. Obie czesci mozemy maksymalizowac oddzielnie.

NN
max 8 [T[]v; "
s i i=1i=1

(10)

N N
& max | logd +2 ) fij log(v;)
S1 7Yij i=1 ]:1

W wyniku maksymalizacji pierwszej czgsci dostajemy
optymalne wartosci prawdopodobienstw poczatkowych

ds, =loraz &; =0dlai#5, (11)
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Do znalezienia optymalnych wartosci prawdopodo-
bienstw przej$¢ zostala zastosowana metoda mnoznikow
Lagrange’a.

Funkcja Lagrange'a dla drugiej czgsci podana jest row-
naniem

N N
LY. Y, filog(y) =
i=1j=1

(12)
_ZZﬁjlog(Yz]) 27\‘ Z’Yz]_l

i=1 j=1

Stad dostajemy N-N rownan dla parametrow przej$¢ oraz
N rownan dla ograniczen jak w rownaniach:

AL(logP) _ . 1

v fim——); =0
i,j ;i Yy
(13)
JdL(log P
Y ( g ) Z,YU —1|=

oA,

1

Mamy do znalezienia N-N + N niewiadomych oraz tyle
samo rownan, dlatego mozemy wyznaczy¢ optymalne war-
tosci prawdopodobienstw przej$¢ dzigki przeksztatceniom:

1
Vo fi——N=0

W rezultacie otrzymujemy estymator modelu, opisany
zaleznoS$cia

Ty
N
2 k=1 fik
Majac dana sekwencje obserwacji O, mozemy zastoso-
wac zaleznos$ci (11) 1 (15) do dobrania parametrow modelu,

w wyniku uzyskujemy model M, dla ktérego P(O|M) przyj-
muje warto$¢ maksymalna.

V= (15)

3. NIEJAWNY MODEL MARKOWA

W poprzednio rozwazanym modelu, kazdy stan odpowiadat
obserwowanemu zdarzeniu. Wyjscie (obserwacja) w takim
modelu w danym stanie nie jest wartoscia losowa, dlatego
modele takie sa zbyt proste, aby zastosowaé je do wielu
praktycznych proceséw losowych. W tym rozdziale zosta-
nie przedstawiony niejawny model Markowa, w ktérym ob-
serwacje sa probabilistyczna funkcja stanow, dzigki temu
mozna go zastosowa¢ do modelowania bardziej ztozonych
procesow. Ponizej przedstawiony jest przyktad procesu,
ktory jest ukryty (nie jest widoczny). Moze by¢ jedynie ob-
serwowany poprzez inny proces stochastyczny, ktory pro-
dukuje sekwencje obserwacji.

3.1 System z urnami i kulami

Na rysunku 2 pokazany jest system, w ktorym jest N urn.
W kazdej urnie jest duza liczba kolorowych kul o M roz-

by ] nych kolorach. Proces, dzigki ktoremu uzyskujemy obser-
fi wacje, jest nastepujacy. W sposob losowy wybierana jest
A Y = 4 pierwsza urna, z wybranej urny wybierana jest w sposob
LJ A (14) losowy kula, a jej kolor jest obserwacja. Po wylosowaniu
stad: kule sa zwracane do urny, z ktorej zostaly wylosowane, na-
’ stgpnie wybierana jest nowa urna, wedlug losowej procedu-
N Nfi 1X N ry zaleznej od aktualnej urny. Proces losowania kuli jest
2 ¥ =1= " :k_ 2 fi = A = 2 Jij powtarzany do momentu uzyskania interesujacej nas liczby
Jj=1 jELTE T =l Jj=1 obserwacji. Postepujac w powyzej opisany sposob, uzysku-
Urna 1 Urna 2 Urnam
P(bialy) =T P(bialy) =T P(bialy) =Ty
P(niebieski) =my; P(niebieski) =m,, P(niebieski) =myy
P(zielony) =my P(zielony) =m3; P(zielony) =m;y
P(zohy) =Ty P(zohy) =Tl P(ZOhy) =Tun
P(czarny) =my P(czarny) =mp P(czarny)  =myy
O={zielony, zielony, niebieski, czerwony, ....................... , niebieski }

Rys. 2. System z urnami i kulami przedstawiajacy koncepcje podstawowego modelu HMM
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jemy skonczone sekwencje kolorow (obserwacji), ktore
chcemy zamodelowa¢ za pomoca modelu HMM.

Wydaje sig¢, ze najprostszym HMM odpowiadajacym
systemowi z urnami i kulami jest taki model, w ktérym stan
modelu odpowiada kazdej urnie, a rozktad prawdopodobien-
stwa kolorow jest zdefiniowany dla kazdego stanu. Wybor
urn jest podyktowany przez macierz przejs¢ modelu HMM.

Nalezy zaznaczy¢, ze kolory kul w urnach moga by¢ te
same, urny roznia si¢ jedynie liczbami kul w poszczegol-
nych kolorach. Stad obserwacja jakiego$ koloru (kuli) nie
okresla, z ktorej urny ten kolor (kula) pochodzi.

3.2. Elementy HMM

Powyzszy przyktad pokazal, czym jest niejawny model
HMM. Teraz formalnie zdefiniujemy elementy HMM. Mo-
del HMM dla obserwacji przyjmujacych dyskretne wartosci
w czasie tak jak dla powyzszego modelu procesu losowania
kul jest scharakteryzowany przez parametry:

1) Liczbg stanow w modelu, ktéra oznaczamy przez N; nu-
merujemy stany {1, 2, ..., N} oraz oznaczamy stan w cza-
sie ¢ jako S,, mimo ze stany sa ukryte, czgsto odpowia-
daja im pewne fizyczne znaczenia. W problemie z urna-
mi i kulami kazdemu ze stanéw odpowiadalta inna urna.

2) Liczbg réznych obserwacji w stanie, ktora oznaczamy
przez M. Wystepujace obserwacje numerujemy liczba-
mi {1, 2, ..., M} oraz oznaczamy obserwacje w czasie ¢
jako O,. Dla przyktadu z kulami i urnami obserwacjami
byty kolory kul wyciaganych z urn.

3) Macierz rozktadu prawdopodobienstw przejs¢ (16),
ktorg oznaczamy przez I' = {y;}:

V=P8 =J1S;=1), 1 <i, j<N.

Y11 Y12 TN
r= Y21 Y22 Ton (16)
TNt VN2 YNN

Wartos¢ v;; jest prawdopodobiefistwem tego, ze w kro-
ku t+1 model znajdzie si¢ w stanie j, przy zatozeniu, ze
w kroku ¢ model znajdowat si¢ w stanie i.
Aby kazdy stan byt osiagalny, z kazdego innego stanu
w jednym kroku przyjmujemy y;> 0 dla wszystkich 7, /.
Istnieja modele HMM, np.: model Bakisa, dla ktorych
przyjmuje sig y; = 0 dla jednej lub kilku par (i, /).

4) Rozktad prawdopodobienstwa obserwacji (17) dla po-
szczegolnych standw opisany jest przez macierz = {1} :

= P(O,=KS,=i), | <k<M,1<i<N.

T Ty Um
n n cee n

= 12 22 2M (1 7)
Tyt T2 TTNM

Wartos¢ my; jest prawdopodobienstwem tego, ze model
wygeneruje obserwacje k, przy zalozeniu, ze model
znajduje si¢ w stanie i.

5) Rozktad poczatkowy prawdopodobienstwa opisany
jest przez wektor 6 ={8;}, 8;= P(S;=1), 1 <i< N. Skia-
dowa wektora §;, 1 <i <N, jest to prawdopodobienstwo
rozpoczgcia przez model pracy w stanie .

W punktach 1-5 w pelni zdefiniowany zostal model
HMM i jego parametry, Tak zdefiniowany model oznacza-
my trojka (T, w, ) oraz skrotowo przez M.

Ponadto nalezy zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo wy-
generowania obserwacji O przez model. Prawdopodobien-
stwo to oznaczamy przez P(O|M). Sposob wyliczania praw-
dopodobienstwa wygenerowania obserwacji zostanie omo-
wiony w nastgpnym podrozdziale.

Je$li mamy dane wartosci N, M, M = (T, &, 8) mode-
lu HMM, moze on by¢ uzyty jako generator obserwacji.
W wyniku pracy modelu HMM przez T chwil czasowych,
zostaje wygenerowany niejawny tancuch Markowa w po-
staci ciggu obserwacji O = (O, O, ..., Oy).

3.3. Trzy podstawowe problemy dotyczace HMM
(Wyniki analizy niejawnych lancuchéw Markowa)

Dany jest model HMM jak w poprzednim rozdziale. Trzy
zadania musza zosta¢ rozwiazane, aby model ten mogt by¢
zastosowany w aplikacjach. Zadania sa nastgpujace:

Zadanie 1

Dana jest sekwencja obserwacji O = (Oy, O,, ..., Oy) oraz
model M = (T, &, 8). Znalez¢ prawdopodobiefistwo zaob-
serwowania tej sekwencji P(O|M) dla danego modelu M.

Zadanie 2

Dana jest sekwencja obserwacji O = (Oy, O,, ..., Oy) oraz
model M = (T, &, 8). Znalez¢ optymalna sekwencje stanow
S= (Sl, S2, 000 ST)

Zadanie 3

Dana jest sekwencja obserwacji O = (O, O,, ..., Op). Do-
bra¢ parametry modelu M = (T, &, 8) tak, aby maksymalizo-
wac prawdopodobienstwo P(O|M) zaobserwowania danej
sekwencji O.

Zadanie 1 jest zagadnieniem oceny. Mianowicie mamy
dany model i sekwencje obserwacji, nalezy ocenié, jakie
jest prawdopodobienstwo wygenerowania takiej sekwencji
przez model M. Mozemy rowniez oceni¢, w jakim stopniu
sekwencja pasuje do danego modelu. Jezeli rozwazymy
przypadek wyboru jednego modelu spomigdzy kilku rozpa-
trywanych, wowczas wybierzemy model, ktory najlepiej
pasuje do tej obserwacji, daje najwigksze prawdopodobien-
stwo P(O|M).

Zadanie 2 jest zadaniem, w ktoérym staramy si¢ odkry¢
ukryte sekwencje stanow. W celu znalezienia najlepszego
rozwiazania tego problemu zostana wykorzystane metody
optymalizacji.

Istnieja dwa mozliwe podejscia:

1) wybieramy stany, ktore sa indywidualnie najbardziej
prawdopodobne;

2) wybieramy stany, ktore tworza najbardziej prawdopo-
dobna sekwencje standw.
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Zadanie 3 jest zadaniem, w ktorym optymalizujemy pa-
rametry modelu tak, aby model z jak najwigkszym prawdo-
podobienstwem generowat dana sekwencje obserwacji. Se-
kwencja obserwacji stuzaca do dobrania parametréw mode-
lu jest nazywana sekwencja treningowa, poniewaz stuzy do
dobierania parametrow modelu HMM. Problem ten jest de-
cydujacy w wigkszosci aplikacji modeli HMM, poniewaz
pozwala na adaptacj¢ parametrow modelu do obserwowa-
nej sekwencji, w wyniku czego otrzymujemy model rzeczy-
wistego zjawiska.

W celu podsumowania, rozwazmy prosty system rozpo-
znajacy odizolowane stowa, ktorego schemat blokowy za-
mieszczony jest w podrozdziale (3.8). Dla wszystkich stow
ze stownika chcemy zaprojektowac oddzielny m-stanowy
model HMM. Sygnal mowy reprezentowany jest przez cza-
sowa sekwencj¢ probkowanych wartosci. Dodatkowo war-
tosci sa z pewnego zakresu od 1 do n. Mamy w ten sposob
podana sekwencje¢ treningowa dla kazdego stowa ze stow-
nika. Najpierw musimy stworzy¢ model dla poszczegdl-
nych stow. To zadanie jest realizowane za pomoca zadania
3, w celu zoptymalizowania parametrow modelu dla kazde-
go stowa ze stownika. Zadanie 2 stosujemy w celu poprawy
modelu (zwigkszenie liczby stanow albo zmiana rozdziel-
czosci n), tj: zwigkszenia zdolno$ci modelowania sekwen-
cji obserwacji przez model. Gdy mamy dobrane modele
HMM, rozpoznanie nieznanego stowa uzyskujemy, stosu-
jac zadanie 1. Wyliczamy prawdopodobienstwo dla kazde-
go modelu, a nastgpnie wybieramy model dajacy najwigk-
sze prawdopodobienstwo.

W nastgpnych podrozdziatach zostana przedstawione
formalne rozwiazania kazdego z fundamentalnych proble-
mow zwiazanych z HMM.

3.4. Rozwiazanie problemu 1
(Obliczenie prawdopodobienstwa obserwacji)

Chcemy obliczy¢ prawdopodobienstwo P(O|M) zaobser-
wowania sekwencji O = (O,;, O,, ..., Op) przez model
M = (T, &, d). Najprostsza metoda polega na wyliczeniu
wszystkich mozliwych sekwencji stanow (Sciezek) o dtugo-
Sci T’ (dlugos¢ obserwaciji), jest ich N T nastgpnie sumujemy
prawdopodobienstwa wygenerowania obserwacji na znanej
Sciezce po wszystkich mozliwych $ciezkach. Jedna se-
kwencja standw (Sciezka) pokazana jest w zaleznosci
S=(S1,S,, ...

»S7) (18)

gdzie S, jest stanem poczatkowym.

Prawdopodobienstwo zaobserwowania sekwencji obser-
wacji O pod warunkiem sekwencji stanow S mozna zapisac
jak w zaleznosci (19), poniewaz obserwacje sa zalezne tyl-
ko od stanow

i7
PO|$)=[1P©;|S,) =705 70,5, T0,s,
=1

(19)

A prawdopodobienstwo sekwencji stanow podobnie jak
dla procesu Markowa opisane jest zaleznoscia

P(S) = 85,7s,5, V5,58, VS, S, (20

Korzystajac z (19) oraz (20), prawdopodobienstwo dota-
czone mozna zapisa¢ w postaci rownania

P(0,S)=P(O|S)P(S) 1)

Korzystajac z prawdopodobienstwa warunkowego, po-
szukiwane prawdopodobienstwo mozemy zapisaé

POIM)= ¥
wszystkich §

P(O|S)P(S) =

= SZ : (o5, 70,5, 70,8, )¥(8s, V5,5, V5,8, Vs, |5, ) =
19025+

(22)

N N N
= 52_15211---5211 (Mo,s, 70,5, 0,5, )¥(8s, V5,5, V5,8, ~¥s, ;S )
1—527 T

Obliczenie powyzszego wyrazenia wymaga 27°N” dzia-
tan. Mamy N7 sekwencji stanow, a dla kazdej z nich trzeba
wykona¢ 27-1 dziatah mnozenia oraz zsumowac¢ wyniki
dla kazdej sekwencji stanow. Doktadnie musimy wykonac
(27-1)N" mnozen oraz N'—1 dodawan. To zadanie jest nie-
wykonalne nawet dla matych wartosci np: N=5 T'= 100 jest
2:100-5'%°~10"% obliczen. Ale istnieje lepsza procedura roz-
wiazujaca to zagadnienie (nazwana procedura forward-
backward).

Definiujemy parametry o.,(i), B,(7) jak w rownaniach (23)
1(24) dla wszystkich stanow i oraz wszystkich # od 1 do 7:

o, (i) = P(Oy,...0,, S, =i) (23)

By (©) = P(O111,0¢125-,0r | Sy =i) (24)

Korzystajac z wtasnosci (62) z podrozdziatu 3.9, iloczyn
o(i) BA7) mozna zapisa¢ rOwnaniem

0 (DB (D) =

:P(St = i)P(Ob 0y,....0; |St = i)P(0t+17 O42,..,O0r |St =i)=
(25)
=P(S; =0)P(0, 0, ..., Or | S; =)

=P(01,0y,....0p AS; =1)
Nastepnie korzystajac z prawdopodobienstwa catkowi-

tego, poszukiwane prawdopodobienstwo mozna zapisac
roOwnaniem

N
> o, (DB, (i) = P(Oy, 05, ..., Op) = P(O| M)
i=1

(26)
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Poszukiwane prawdopodobienistwo mozna obliczy¢ dla
kazdego ¢, stad mamy 7 réznych metod obliczenia tego
prawdopodobienstwa. Na przyktad dla ¢ = T’ dostajemy za-
leznos¢

N
P(O|M)=Y or(i) (27)

i=1

W celu znalezienia o,(i) oraz B,i) przyjmujemy, ze:
B4(i) =1, 0o, ({) ma posta¢

oy (i) = P(S; =D)P(O; | S =i) =§;Tp; (28)

Wartosci (i), o (i) stanowia dane startowe przy wyli-
czaniu rekurencyjnych wzordéw na o,(7), B,(i). Wykorzystu-
jac wlasnosc¢ (63) oraz wlasnosci prawdopodobienstwa wa-
runkowego dostajemy rekurencyjny wzor na o,(7)

0Lt+1(j) =

N
=Y PO,,...0 NS, = 0,8, = ) =
i=1

= ZP(St =0,8:41 = NPO,..,0 | S, = LS =J)=
. . , (29)
=Y P(S; = i)yiP(Oy,...,0, | S; =D)P(O; 1 | Sy = J) =

= ZP(Ol,...,Ot /\St = i)y,»jnomj =
N

= [20% @y Jnom ;
i=1

Podobnie po zastosowaniu wiasnosci (64) oraz (65),
gdzie (I = t+1), dostajemy rekurencyjny wzor na 3 (i)

B ()=

M=

PO y1,--Or ASt =1,811 =)/ P(S; =)=

-
Il
_

P(O441,207 | St =i:Sp31 = P(S; =0, 5131 = )/ P(Sy =i) =
(30)

2
Y P(O1415--01 | 31 = iy =
2

P(Or411S141 = NP (Ory25-07 | Spy1 = Dvij =

=

70, iPr1 (i

-
Il
_

Wyrazenia na o(7), B,(f) moga zosta¢ zapisane w notacji
macierzowej. Definiujemy wektory o, B, dla wszystkich ¢
do 1 do T jak w rownaniach

O(‘t = (O(‘t (1)’ O(‘t (2)’ R O(‘t (m))
Bt = (Bt @, Bt (2), .5 Bt (m))

€2))

Wowczas P(O|M) moze zostaé zapisane

PO|M)=0,B; V1 (32)
Rekurencyjne wzory na o,(i), B,(i) maja posta¢
Olpy1 = 0By

(33)

B; = Bt+ll3;+1

Jesli przyjmiemy, ze B, = TA(O,), gdzie A(O) jest diago-
nalng macierza NxN o elementach na przekatnej rownych
Tp;, Wzory rekurencyjne startuja od o, = A(0,), a Br= 1.
Wyrazenie na (forward) oraz (backward) algorytm przyj-
muje postac (34), rownania te sa prawdziwe dla kazdego ¢
od 1 do T wiacznie:

(X‘t = 87\,(01 )B2B3 Bt
, (34)
Bt =B 1Bip--Br 1’

Teraz zostanie pokazane, jak wyprowadzi¢ posta¢ ma-
cierzowa na P(O|M). Prawdopodobienstwo to mozna zapi-
sa¢ jak w rownaniu (22). Wyrazenie to jest niewygodne do
obliczen, dlatego wykorzystujac zaleznosci macierzowe na
o, B,, dostajemy rownanie

P(O | M) = MO)T MO, ..TAO7 ) (35)

Korzystajac z zalezno$ci (35), szukane prawdopodo-
bienstwo mozemy zapisac

(36)

PO |M)= a(ﬁBt JI’

t=2

gdzie: a = 0MO)), (aj = 5]'7501]' ), natomiast macierz B jest
zdefiniowana
B, =TMO,) = (v, ;) (37)
Jesli przyjmiemy, ze 6T = 8 (tj: gdy O jest prawdopodo-
bienstwem w stanie stacjonarnym), wowczas prawdopodo-
bienstwo P(O|M) moze by¢ zapisane

(3%)

PO]| M)=8{ﬁBt ]l’

t=1

Algorytm z rownania (38) jest liniowy ze wzgledu na 7'
oraz kwadratowy ze wzgledu na N, dlatego jest to w za-
sadzie ta sama procedura jak P(O|M)=zi0ct(i)|3t(i),
w przypadku gdy ¢ = T (algorytm forward-backward).

3.5. Rozwiazanie problemu 2
(Optymalna sekwencja stanow)

W odroznieniu od zadania 1 w tym przypadku mamy wiele
mozliwych rozwiazan zadania 2. Jezeli chcemy znalezé
optymalna sekwencj¢ stanow, problem tkwi w okresleniu
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kryterium optymalnoS$ci. Jednym ze sposobow jest wybra-
nie stanow S,, ktore sa indywidualnie najbardziej prawdo-
podobne w kolejnych chwilach czasowych, w wyniku tego
dostaniemy oczekiwana liczbe indywidualnie najbardziej
prawdopodobnych stanéw. W celu przeprowadzenia opty-
malizacji nalezy wprowadzi¢ parametr ,(7) jak w rownaniu
(39), jest to prawdopodobienstwo tego, ze model byt w sta-
nie i, w czasie ¢ 1 wygenerowat obserwacje O

X () = P(S, :i|0):
:P(O/\St =1) _ POAS, =i)

P(O) iP(O/\St =1)
i=1 39)
AGA0)
N
> o, (DB, ()

i=1

gdzie: o,(7i) dotyczy obserwacji O, O,, ..., O,, natomiast
B,i) obserwacji O,,, ..., Oy. Korzystajac z (i) mozemy
znalez¢ najbardziej prawdopodobny stan S,* w chwili ¢,
zgodnie z rOwnaniem

0, =arg max =[x, (i)] (40)
1<i<N

Stosujac zaleznos¢ (40), pomimo ze dostajemy pewna
sekwencje stanow, moze si¢ zdarzy¢, ze taka sekwencja sta-
néw jest niemozliwa, poniewaz w modelu HMM pewne
prawdopodobienstwa przejscia migdzy stanami moga byc¢
réwne zero, a takie przej$cia moga wystgpowac w znalezio-
nej sekwencji stanow. Jedynym ze sposobow rozwiazania
tego problemu jest zmodyfikowanie kryterium optymalno-
Sci tak, aby maksymalizowaé prawdopodobienstwo obser-
wacji dla pewnej sekwencji stanow. Optymalizacje taka
mozna przeprowadzi¢ dla dwoch stanoéw (S,, S,.), trzech
stanow (S,, S;:1.5,4,) itd. Pomimo ze takie kryteria moga
zosta¢ zastosowane w aplikacjach, najpowszechniej stoso-
wane jest kryterium poszukiwania sekwencji stanow, dla
ktorej P(SAO) przyjmuje wartos¢ najwigksza. Metoda znaj-
dowania takiej sekwencji bazuje na metodzie programowa-
nia dynamicznego i jest nazywana algorytmem Viterbiego.

Algorytm Viterbiego

Definiujemy wyrazenie na parametr 1,(i) jak w rownaniu

max
15525557

nt(l): P(SI’SZ"“’St :i/\Ol’OZ""’Ot) (41)

N /7) jest najwigkszym prawdopodobienstwem wzdtuz po-
jedynczej $ciezki o dtugosci ¢, ktora przechodzi przez ¢ sta-
now i konczy sig¢ w stanie i. Wzor rekurencyjny na n,(7) jest
podany zalezno$cia

N1 (J) = [maxn, ()Y 7o, , (42)

Aby uzyska¢ optymalna Sciezke, musimy zapamigtywac
argument maksymalny w kolejnych krokach algorytmu.
Zrobimy to, wprowadzajac wektor ¢,() jak w rownaniach
(43). Aby znalez¢ najlepsza sekwencje stanow musimy po-
stgpowac wedhlug zaleznosci

@,()=0 1<i<N
() =[ maxin, (@) 7,1]7g,p» 0,(7) = argmaxn,_, ), ]
Sl 1<isN

1<j<N, 2<t<T

@ =9 - Toyi»

(43)

P = max[n, ()]
1IN
1: = (Pz+1(1j+1)

(=T -1,T-2,..,1

y =argmax [n, ()],

1<isN

Gloéwna roznica pomigdzy algorytmem pozwalajacym
wyznacza¢ wspotczynniki (i), oraz wspotczynniki 1,(7)
polega na tym, ze w algorytmie (43) w kolejnych krokach
wybierane sa wartosci najwigksze, natomiast w algorytmie
wyznaczania o.,(7) liczona jest suma tych wartosci. P’ ozna-
cza p*rawdopodobieﬁstwo na optymalnej Sciezce i*=(i1 ’, iz*,
s I ).

Sciezka nie musi by¢ zapamigtywana w postaci @;(j),
mozna ja rowniez wyznaczy¢ we wstecznym poszukiwaniu
wedtug wzoru rekurencyjnego:

l; = arg max Ny (7)
1<isN (44)

lt* = arg max (M;Y.= ) dla t=T-1,T7-2,...,1

1SisN W1

Poniewaz przedstawiony algorytm wymaga wykonywa-
nia duzej liczby mnozen, niekiedy stosuje si¢ alternatywny
algorytm o mniejszej ztozonosci obliczeniowej. Zmniejsze-
nie ztozonosci obliczeniowej uzyskujemy dzigki zastoso-
waniu logarytmow wspotczynnikow modelu HMM.

Alternatywny algorytm Viterbiego

Mamy dane logarytmy parametrow modelu:

8; =log(8;) 1<i<N
T = log(my;) 1<i<N,1<k<M (45)
Ty =log(¥;) 1<i,j<N

Po zastosowania logarytmoéw wspotczynnikoéw modelu
optymalna §ciezk¢ mozna uzyskaé stosujac zaleznosci:

@) =0 1<i<N

7,0) = [ max A, (1) + 7, 1} T, ;0 9,0j) = argmax{A,_, () + 7]
1<isN 1<isN

Ty (0) = log(n, () = & + Ty

1< j<N, 2<t<T (46)

P’ = max [ ()]
1SiSN

1 = arg max [, ()],
1IN

5 5
U =0 (Ua)

t=T-1,T-2,.,1
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W wyniku dostajemy taka sama Sciezka i'= (zl*, 12*, vy
ir ) oraz logarytm prawdopodobienstwa na optymalnej
Sciezee P’ —log(P ). Algorytm (46) WymagaN T dodawan
oraz przeliczenia logarytmow, ktore wykonuje sig raz, dlate-
g0 koszt takiego przeliczenie jest nieistotny.

Algorytm Viterbiego

estymacji parametrow modelu HMM

Dzigki algorytmowi Viterbiego uzyskujemy optymalna
sciezke, ktora mozna wykorzysta¢ do estymacji parame-
trow modelu HMM.

Mamy dana sekwencje¢ obserwacji O = (O, O,, ..., Oy)
oraz optymalna Sciezke i*=(i 1*, i2*, vy z'T*) dla modelu M.
Mozemy stworzy¢ nowy model M, w ktorym liczba sta-
noéw bedzie taka jak liczba réznych stanow w uzyskanej
dzigki algorytmowi Viterbiego optymalnej $ciezce. W wy-
niku zastosowania takiej metody moze nastapi¢ redukcja
ilosci stanéw w nowym modelu M, jezeli pewne stany nie
wystepuja w rozpatrywanej Sciezce. Natomiast parametry
nowego modelu sa dobierane wedlug zaleznosci:

5. =1,

b d;=0dla j=y
Y;; = liczba przejs¢ ze stanu i do j w Sciezce
) “7

Ty = liczba obserwacji k w O =

* * *
L =(,0,...

©, ... Op)

dla ustalonego stanu j ze $ciezki U= (ll* s ey l;)

Parametry nowego modelu M=(T" = {y;}, & = {f;}, 8 = {3}
po zastosowaniu zaleznos$ci (47) sa nastgpnie normowane.

3.6. Rozwigzanie problemu 3
(Estymacja parametréw)

Trzecim najtrudniejszym problemem w modelu HMM jest
stworzenie metod pozwalajacych na dobor parametrow
(T, ®, 8) modelu tak, aby zoptymalizowa¢ prawdopodo-
bienstwo wygenerowania przez model danej obserwaciji.
Nie istnieja metody analityczne w zamknigtej formie po-
zwalajace na dobor parametrow modelu w taki sposob, aby
uzyska¢ maksymalna warto$¢ prawdopodobienstwa zaob-
serwowania sekwencji. Jednak mozemy dobrac tak parame-
try M = (T, &, 8), ze prawdopodobienstwo P(O[M) osiaga
lokalne maksimum dzigki zastosowaniu metod iteracyj-
nych, takich jak algorytm Bauma—Welcha znany jako meto-
da RM (Expectation-maximization), metoda jest opisana
w pracy [3], lub dzigki metodzie gradientowej, opisanej
w pracy [4]. W tym rozdziale zostanie przedyskutowany
algorytm Bauma—Welcha pozwalajacy poprawia¢ krokowo
parametry modelu HMM.

W celu przeprowadzenia procedury estymacji parame-
trow HMM najpierw zostanie zdefiniowany parametr &,(i, )
opisany rownaniem (48), jest to prawdopodobienstwo, ze
model byl w stanie i w czasie ¢ oraz stanie j w czasie /+1
i wygenerowal obserwacje O

‘t:l(i:j)::P(Sl :iaSl+1 = ]/0):
:P(Sz =i,8,4 =jA0) _
P(0)

(48)
o, i)Yy o, , B ()

N N
2 2o, ()Y, B (/)

i=1 j=1

W réwnaniu (39) zostat zdefiniowany parametr (7).
W zaleznosci (49) pokazane sa powiazania pomigdzy para-
metrami &,(i, /) oraz (i)

o, (i) i [Yijnom Bt (j)]
%)= o (DB, () _ j=1 _
N
> o (0B; () 2 o (DB (i)
i=1 i=1

(49)

N0y ()mo,,, B (1) _ X
= th] 0,1jPr+1J :gat(iaj)
DO G R

i=1

Korzystajac z zalezno$ci na & (i, j) oraz (i), mozna po-
da¢ metodg na estymacj¢ parametréw modelu rownania
(50):

8 =x1(0)
T-1
286 )
=55
% X @) (50)
T-1
Z X ()
TEOk] (po tth S,=0y)
Z X ()
t=1

Jezeli do modelu z parametrami M = (', T, 8) zastosuje-
my zalezno$ci (50), otrzymamy model M= (f, T, d). W za-
leznosci od parametrow modelu pierwotnego uzyskamy
nowy model, ktory posiada wiasnos¢ P(O| M) > P(O|M).
Zaleznosci (50) stosuje sig iteracyjnie w celu uzyskania od-
powiednio dobrych parametréw modelu.

3.7. Wyprowadzenie zaleznoSci
na estymator parametrow

Chcemy wyznaczy¢ takie parametry modelu HMM, dla kto-
rych prawdopodobienstwo obserwacji O = (S}, Sy, ..., Sp)
przyjmuje najwigksza wartos¢. Parametry te moga zostac
wyliczone bezposrednio poprzez minimalizacjg funkcji po-
mocniczej Q(M| M ).
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W celu przeprowadzenia dowodu nalezy wprowadzi¢
funkcje pomocnicza podang rownaniem

OM, M) = Y P(0,S |[M)log P(0, S |[M) (51)

po wszystkich S

gdzie suma po stanach S = (S}, S, ..., Sy) oznacza sumg po
wszystkich sekwencjach stanow. Dla wprowadzonej funk-
cji Q jest prawdziwa zaleznos$¢

O(M, M) >Q(M, M) = P(O| M) > P(O| M) (52)

Bedziemy maksymalizowaé funkcje Q(M| M ), dobiera-
jac parametry modelu, w wyniku czego uzyskamy poprawg
prawdopodobienistwa obserwacji P(O|M). Ostatecznie
warto$¢ tego prawdopodobienstwa dojdzie do punktu kry-
tycznego podczas procedury iteracyjne;.

Wyrazenia wystgpujace pod suma (51) mozna zapisaé
jak w rownaniach:

T-1
P(0,S|M) =3 (H ¥s,s,.,T0,s, JROTST
=1

(53)
T-1
logP(0, S |M) =logds + Y logyss +210g1t05
t=1
Korzystajac z (53), mozemy zapisa¢ Q(M| M)
O(MIM) =
= X {P(O,s | M)logB, + P05 1M logTss,, + PO.S | M3, gy }=
po wszystkich § =1 =1
(54)

m _ N NT-1 ~
=D PO,8 =i|M)logd;+>, > ¥ P(OS, =i,S,41 = j | M)log¥; +
i=1 i=1j=1t=1

N T
+2, 2, PO,S, =i| M)log Tip,;
i=1t=1

Poniewaz udato nam si¢ przedstawi¢ Q(M| M ) w postaci
sumy, mozemy maksymalizowa¢ osobno kazda sktadowa
funkcji Q oddzielnie. Na parametry modelu natozone sa
ograniczenia opisane zaleznosciami:

M=
\Of))

1]

J—\
Mz

;=1 Vi, an,_l Vi
j=1 k=1

(55)

~
I
—_

~.
I

Poszczegolne funkcje, ktore nalezy maksymalizowac,
maja postac

N
D wjlogy; (56)
j=1

natomiast ograniczenia maja postac¢
N
Yyj=L y;20 (57)
Jj=1

Globalne maksimum funkcji (56) jest pojedynczym
punktem, co mozemy wykazaé, korzystajac z metody
mnoznikéw Lagrange'a, podobnie jak dla modelu procesu
Markowa z rozdziatu 2. Rozwiazanie przyjmuje posta¢ jak
W rownaniu

(58)

W wyniku maksymalizacji funkcji pomocniczej dostaje-
my nowy model M= T, x, 8) jego parametry mozemy
wyliczy¢ z zaleznosci:

5. P08 =) @B _
' P(O N
@ S

J=1

=X

T-1 ) )
ZP(O’St =6,841 =)
~ _ t=1 _
i = T-1 h

>, P(0,S; =i)
t=1

2 7 (l)Yl] sHl]BtH (l) 2 gt (l ])

1

(59)
2%@Mﬂ Zm@
t=1 t=1
ZHOS—WM%@ 2%@&@%&@
fig == = =
ZHQ&ﬂ) Zwmma
t=1 t=1
T
> yA0)
_(po t tz.0,=k)
- T
pWAOQ!
t=1
gdzie 8(0,, k) jest opisane rOwnaniem
{1 dla O, =k
80, k)= (60)
0 dla O, #k

Nie istnieja metody wyznaczania globalnego ekstre-
mum.

3.8. System do rozpoznawania izolowanych stow

W niniejszym podrozdziale przedstawiony zostanie system
do rozpoznawania izolowanych stow.
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Zaktadamy, ze mamy stownik zlozony z V stow, stowa te
beda rozpoznawane. Kazde ze stow jest zamodelowane
przez oddzielny model HMM. Dodatkowo zaktadamy, ze
mamy K wypowiedzi dla kazdego stowa, gdzie kazda stano-
wi odrgbna sekwencjg¢ obserwacji w odpowiedniej repre-
zentacji.

W celu uzyskania sekwencji obserwacji stosuje si¢ meto-
dy przetwarzania dzwigku takie jak LPC (Linear Predictive
Coding), w wyniku czego uzyskiwane sa obserwacje w po-
staci ciagu wektorow. Dla dyskretnych modeli HMM uzy-
skane obserwacje przetwarza sig, stosujac algorytm VQ
(Vector Quantization) w celu reprezentacji wektoréw przez
pojedyncze wartosci.

1. Dla kazdego stowa v ze stownika, musimy zbudowaé
HMM, to znaczy musimy estymowa¢ parametry mode-
Iu M = (T, &, 8), ktore optymalizuja wektor obserwacji
odpowiadajacej danemu stowu.

2. Dla kazdego rozpoznawanego stowa, zostanie zastoso-
wany proces przedstawiony na rysunku 3. Wyliczamy
prawdopodobienstwo P(O|M,) wygenerowania se-
kwencji dla modeli odpowiadajacych poszczegolnym
stowom v ze stownika gdzie 1 <v< V. Nastgpnie wybie-
ramy slowo odpowiadajace modelowi, dla ktorego ob-
liczone prawdopodobienstwo bylo najwigksze jak
w zaleznosci

3.9. Wiasnosci wykorzystywane
do wyprowadzenia algorytmu Bauma—Welcha

Przedstawione zostana cztery wiasnos$ci wykorzystywane
w podrozdziale 3.4 do wyznaczenia zaleznosci (25), (29)
i (30). Wszystkie te wlasnosci sa prawdziwe dla modelu
Markowa opisanego przez zbidr stanow {S;: t € N} oraz
zbioru obserwacji {O,: t € N}.

Oba te zbiory sa skonczona przestrzenia stanu. Mo-
del tancucha Markowa {S,} oraz sam lancuch i obser-
wacje {O,} maja t¢ wlasno$¢, ze przy okreslonym ciagu
stanow S0 = Si, S,, ..., Sy, losowe wartosci Oy, O, ..., Op
sa wzajemnie niezalezne oraz rozktad prawdopodobien-
stwa wystapienia obserwacji O, jest dany za pomoca za-
leznosci P(O/S)), co oznacza ze prawdopodobienstwo to
zalezy tylko od stanu S,, natomiast nie zalezy od innych
stanow.

Wtasnos¢ 1 dlat=1, 2, ..., T opisana rownaniem

POy, ... Op | ;) = P(Oy, ... O, | S)P(Oyy1, -, Or | S;)  (62)
Wtasnos¢ 2 dlat =1, 2, ..., 7-1 opisana rGwnaniem

P(Ol’ 000 OT |St’ St+1):

& (63)
v =arg max [P(O|M,)] (61)
1sv<sv v =P, -, O |St )P4y > Or |St+1)
HMM
stowo 1
- Wyliczenie P(O|My)
#*1 Prawdopodobienstwa
HMM
stowo 2
Numer
rozpoznawanego
) - Wyliczenie P(O|M>) stowa
Sygnat Sekwencja ["*7|  Prawdopodobiefistwa
MOWY | Analiza LPC obserwacji
S (Linear Predictive Coding) (0] .
P oraz VO > . v =argmax [P(O|M,)]
(Vector Quantization) 7| Wybranie 1svsv -
. Maksimum gl
—>
HMM
stowo V
> Wyliczenie P(O|My)
Prawdopodobienstwa

Rys. 3. Schemat blokowy rozpoznawania izolowanych stow przy uzyciu modeli HMM
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Wiasnosc¢ 3 dla wszystkich [ oraz t takich, ze 1 <¢</<T
opisana rownaniem

PO, ....0r |S;,....8;))=P(Oy, ... Or | S)) (64)
Wiasnosé¢ 4 dlat =1, 2, ..., T opisana rownaniem
POy, ...,Or |St):P(Ot |St )P(Or415 s Op |St) (65)

Dowody wtasnosci (62)—(65) mozna znalez¢é w pracy [1].

4. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono metody pozwalajace w praktyce
wykorzystywac niejawne modele Markowa. Podstawowym
celem artykutu jest pokazanie czytelnikowi koncepcji mo-
delowania przebiegdw losowych w czasie za pomoca mo-
deli Markowa, ze szczeg6lnym zwrdoceniem uwagi na pod-
stawy teoretyczne dotyczace modeli HMM. Zrozumienie
dotychczas opracowanych metod dotyczacych modeli
HMM powinno by¢ dobrym punktem wyjsécia do dalszego
rozwoju teorii oraz zastosowan modeli Markowa.
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