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ZASTOSOWANIE
KOMPUTEROWEGO RACHUNKU SYMBOLICZNEGO
DO ZAGADNIEN ZGINANIA BELEK**

1. Wprowadzenie

Jedna z wazniejszych cech komputerow jest mozliwo$¢ wykonywania przy ich za-
stosowaniu obliczen symbolicznych, czyli obliczen, w ktorych dziatania sa wykonywane na
oznaczeniach literowych — symbolach — tak jak to ma miejsce w matematyce. Zastoso-
wanie rachunku symbolicznego pozwala na rozwiazywanie zagadnien, ktéore mozna opisac¢
roéwnaniami matematycznymi w sposob doktadny, w przeciwienstwie do podej$cia nume-
rycznego, gdzie zazwyczaj otrzymuje si¢ rozwiazania przyblizone. Programy systemow
algebry komputerowej zwane CAS (ang. Computer Algebra System) zaczely pojawiaé sig
na poczatku lat 1970. Pionierskie prace nad CAS prowadzone byly przez fizyka Martina
Veltmana (laureata nagrody Nobla). CAS to pakiety matematyczne wspomagajace prace na-
ukowo-techniczne. Maja one szerokie mozliwosci rozwigzywania zaawansowanych zadan
geoinzynieryjnych, a takze probleméw zwiazanych z geotechnika i budownictwem. Moga
one stanowi¢ pomoc w nauce o wytrzymatos$ci materiatow, a takze w zastosowaniu do roz-
wigzywania zagadnien zwiazanych ze zginaniem belek. Obecnie na rynku jest okoto 30 roz-
nych pakietow CAS, aktualnymi liderami sg Maple i Mathematica. Maple jest programem
komputerowym CAS stworzonym w 1982 roku przez Symbolic Computation Group na
Uniwersytecie w Waterloo [7]. Jest on ciagle rozbudowywany (podobnie jak inne CAS) i jest
to obecnie jeden z bardziej symbolicznych z programéw o tym charakterze. W dobrym
stopniu nasladuje ludzki sposéb myslenia i przeprowadzania obliczen. Korzystajac z niego
mamy do dyspozycji polecenia do wizualizacji rozwiazan. Otrzymane rozwiazania moga
zosta¢ przeksztatcone na kod w jezykach programowania. Hierarchiczna struktura arkuszy
w programie pozwala na latwiejsze zarzadzanie cato$cia pracy. Wyniki z obliczen majg
standardowa notacj¢ matematyczna. Trzeba jednak mie¢ §wiadomos¢, ze pomimo utatwien,
jakie oferuja systemy CAS, wymagaja one pewnych naktadow pracy.

«
Wydziat Gérnictwa i Geoinzynierii, Akademia Gorniczo-Hutnicza, Krakow
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Niniejszy artykut wykonano w oparciu o badania statutowe AGH nr 11.11.100.588
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W artykule przedstawiono i rozwiazano, za pomoca rachunku symbolicznego, wptyw
sposobu podparcia na wartosci: sit reakcji, momentow zginajacych, sit tnacych, katow ugig-
cia i linii ugigcia w zginanych belkach stosowanych w budownictwie.

2. Elementarne wiadomosci o programie Maple

Maple jest interpreterem [7], czyli po kazdorazowym naci$nigciu klawisza ENTER
dokonywane jest przetworzenie biezacej instrukcji i jej wykonanie. Istnieje rowniez
mozliwos¢ wykonania wszystkich polecen sesji poprzez wybranie opcji z menu
EDIT/EXECUTE/WORKSHEET. Poszczegdlne instrukcje (komendy, funkcje) jezyka Maple
zapisywane sa po znaku zachety > i musza si¢ konczy¢ znakiem konca instrukcji; ($rednik).
W przeciwnym przypadku otrzymamy komunikat ,,Warning, premature end of input”. Jesli
znakiem konca instrukcji jest znak dwukropka, to instrukcja jest wykonywana, a jej efekt
nie jest wyswietlany. Jesli instrukcja zawiera znak komentarza #, to tekst po tym znaku jest
ignorowany. Maple zawiera ogromna list¢ specyficznych funkcji, ktory petny wykaz mozna
uzyska¢ wykonujac instrukcje help (lib). Po jej wykonaniu pojawi si¢ ,,index, function”
zawierajacy spis i opisy funkcji wykonywanych przez program'.

Maple akceptuje: standardowe operatory: dodawania (+), mnozenia (*) (nie wolno
opuszczac¢ znaku mnozenia), dzielenia (/), potggowania (*), wszystkie standardowe funkcje
matematyczne (w wersji angielskiej, tak wigc np. ,,tan”, a nie ,,tg”, jest symbolem funkcji
tangens) [2].

Argumenty funkcji zapisujemy w nawiasach okragtych (f(x)). W programie Maple
kazdy ciag liter i cyfr, nie rozpoczynajacy si¢ od cyfry i nie zawierajacy innych znakow, jest
zmienna. Nazwy zmiennych moga by¢ o dowolnej dtugosci. Nalezy zaznaczy¢, ze pakiet
ma juz wbudowane standardowe zmienne, ktorych nazwy sa zastrzezone, co oznacza, ze
uzytkownik nie moze tak nazwa¢ swojej zmiennej. Zmienne nie mogg rowniez przyjmowac
nazw funkcji wbudowanych. Wszystkie obliczenia sa wykonywane za pomoca rachunku
symbolicznego. Aby dowiedzie¢ si¢ szczegdtow dotyczacych danego symbolu, mozemy si¢
postuzy¢ funkcja abort (symbol). Chcac odwota¢ sie¢ do poprzedniego obliczenia, nalezy
uzy¢ znaku procent (%). Zmienng zdefiniowang przez uzytkownika mozna wyczysci¢ sto-
sujac nastgpujace polecenie: > a:="a’, gdzie ,,a” jest zmienna. Aby wykona¢ obliczenia
w Maple, nalezy wcisna¢ klawisz enter. Gdy chcemy otrzymaé wynik po wprowadzeniu
kilku komend, a nie po kazdej instrukcji, wowczas trzeba wcisna¢ kombinacje klawiszy
Shift + Enter zamiast samego klawisza Enter.

Jesli identyfikatorowi nie zostata przypisana wartosé, to jest on symbolem. Symbole sa
uzywane do reprezentacji niewiadomych w réwnaniach, zmiennych w wielomianach itp. Na
przyklad: > p:=x"2+8*x+16: identyfikatorowi p zostalo przypisane wyrazenie x* + 8 * x + 16.
Identyfikator p nie jest zatem symbolem, lecz nazwa; identyfikatorowi x natomiast nie
zostata przypisana wczesniej zadna warto$¢, wigc jest on symbolem. Mozna zapytac, jaka
jest warto$¢ p; wartoscia p jest wielomian x* + 8 * x + 16. A jaka wartoscia jest x? — x nie

! Program Maple zawiera ponad 850 instrukecji.
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ma zadnej okre$lonej wartosci, jest wigc symbolem. Jesli przypiszemy teraz symbolowi x
jakas warto$¢, np. > x:=3: i spytamy Maple o wartos¢ p, to na ekranie monitora nie zostanie
wydrukowany wielomian x* + 8 * x + 16, lecz warto$¢ liczbowa 49. Identyfikator x prze-
stal by¢ symbolem. Do wielomianu p w miejsce symbolu x zostala podstawiona wartos$¢
przypisana x. Identyfikator p ma zatem wartos¢ 32 + 8 * 3+16, czyli 49. Wida¢ tu wyrazna
roéznic¢ pomig¢dzy Maple a tradycyjnymi jezykami programowania. Identyfikatory moga
by¢ uzyte jako zmienne programowe oraz niewiadome matematyczne. Do zresetowania wszel-
kich nazw w §rodowisku shuzy instrukcja > restart: instrukcja ta doktadniej mowiac czysci
wewnetrzna pamigé programu, a wigc zapominane sg wszystkie parametry identyfikatorow
(nazw 1 procedur).

3. Zginanie plaskie belek prostych

Kazda belka, jako konstrukcja budowlana, jest w sposob bezposredni lub posredni
zwiazana z podtozem poprzez réznego rodzaju potaczenia, czyli wigzy uktadu, nazywane
podporami [8]. Na rysunku 1 przedstawiono typowe podpory stosowane w budownictwie
w belkach jednoprzgstowych.
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Rys. 1. Schematy belek jednoprzgstowych obciazonych na catej dlugosci obciazeniem ciagltym g,
podpartych na: a) podporze przegubowej i przegubowo-przesuwnej; b) pelnym utwierdzeniu — belka
wspornikowa; ¢) utwierdzeniu z pionowym przesuwem i podporze przegubowo-przesuwnej;

d) pelnym utwierdzeniu i podporze przegubowo-przesuwnej; €) obustronnie utwierdzonej
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3.1. Odksztalcenia belek prostych

Po wyznaczeniu warto$ci sit reakcji podpor i zapisaniu funkcji momentu zginajacego
w przekroju poprzecznym belki w funkcji okreslonej odcigta x zapisujemy réwnanie roz-
niczkowe linii ugigcia belki. Dla przypadkéw praktycznie spotykanych w budownictwie
(male ugigcia w stosunku do rozpigtosci belki) wyrazenie (dy/(bc)2 pomijamy jako mala
wyzszego rzedu w stosunku do jednosci, i wowczas przyblizone rdéwnanie rozniczkowe osi
odksztalconej ma postaé [8, 6]

EJ*[(;;);}=EJ*y"=iM(x) (1)

Wybdr jednego z dwoch znakdéw po prawej stronie rownania (1) zalezy od przyjgtego
uktadu osi wspoétrzednych i reguly znakowania momentu zginajacego. Zapis roéwnania (1)
w jezyku Maple ma postac:

>EJ*Diff(y,x$2)=Mg(x):#

w wyniku dziatania Maple-a [7, 9] otrzymujemy
aZ
EJ(a—2 y] = Mg(x) 2
X

Pierwsza catka rownania (1) daje zalezno$¢, z ktérej wyznaczamy katy obrotu prze-
kroju, w jgzyku Maple ma ona postaé:

>EJ*Diff(y,x$1)=_Cl+int(M(x),x);#

w efekcie otrzymujemy

EJ(aiyj:_can(x)dx 3)

X
Druga catka z rownania (1) daje zalezno$¢, z ktdrej wyznaczamy ugigcia przekroju:
>EJ*y= Cl*x+ C2+int(int(M(x),X),x);#

w efekcie otrzymujemy

EJy=_Clx+_C2+ [[M(x)dxdx ()
gdzie:
EJ — sztywnos$¢ zginania belki,
_Cli_C2 — state catkowania wyznaczane z warunkow brzegowych oraz z warunku ciag-

losci osi odksztatcone;j.
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W matematyce wynik powtornego caltkowania zapisanego przez Maple w postaci (4)
zapisaliby$my w postaci

EJ*y:_c1*x+_cz+j(fM(x)*dx)*dx (42)

Belki na rysunkach la—c sa belkami statycznie wyznaczalnymi, natomiast belki z rysun-
kéw 1d—e sa belkami hiperstatycznymi. Korzystajac z twierdzenia Menabre’a’Castigliano [5]
zapiszmy w jezyku Maple i wyznaczmy wartosci sit reakcji oraz moment utwierdzenia dla
np. belki ,,D” (rys. 1d). Schemat statyczny belki ,,D” przedstawiono na rysunku 2.
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Rys. 2. Schemat statyczny belki ,,D”

3.2. Zapis wyznaczenia reakcji belki ,,D” w jezyku symbolicznym Maple

Rozwiazujac belke (rys. 2) od strony lewej do prawej, worksheet® pozwalajacy na wyzna-
czenie reakcji ma postac:

>restart;x1:=1:

>S M[B]:=-M[A]+R[A]*x1-1/2*q[0]*x1"2=0:eqn_1:=S_M|[B];# suma momentow,
réwnanie 1:

1
eqn_1=-M, +RAI—§qol2 =0
>r l:=solve(eqn_1,{M[A]}): M[A];# rozwiazanie rownania (1):
1
RI-—ql’
A 2 Q()
>M_1:=x->(-M[A]+R[A]*x-q[0]*x"2/2):M_1(x); # funkcja momentu zginajacego:

1 1
—RAl—qul2 +RA)c—qux2

Luigi F. Menabre — inzynier, generat, dyplomata wloski — ogtosit swa zasadg 1857 roku, a wyczerpujace-
go dowodu dostarczyt A. Castigliano.

3 .. . .
Tak nazywane sa otwarte arkusze sesji Maple’a. Wiersze nie sa numerowane.
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>W:=1/2*unapply((1/EJ*Int(M_1(x))"2,x=0..x1)),x)=1/2*unapply((1/EJ*int(M_1(x))
72,x=0..x1)),x):W(x):# energia sprezysta uktadu:

>U _R[A]=W(x):

>A:=unapply(U_R[A],R[A]):A(R[A]):# energia sprezysta ukladu w funkcji reakcji
R[A]:

>def Ra:=unapply(lhs(%),R[a]):def Ra(R[A]):

>Diff(def Ra(R[A]),R[A])=value(diff(def Ra(R[A]),R[A]));# pochodna z energii sprg-
zystej uktadu w funkcji reakcji R[A]:

o (1 1 ¢ 1 1 ’
—| = — || -R+=¢q, P +R,x——q x| dx||=
aRAiz[EJJ‘( 4 2% ax 2%)6) JJ

0

!
= %(ELJJ(—ZRAZ+ q,I> +2R x - qoxz)(l— x)de
0

>def:=simplify(rhs(%)); prawa strona powyzszego rownania po uproszczeniach:

>eqn_Ra:=def=0:# przyrownanie pochodnej energii sprezystej uktadu do zera:

>r 2:=solve({eqn_Ra},{R[A]}):R[A]; # rozwiazanie rownania (2):

5
—q,l
8%

>MJAL;M_1(x); # moment utwierdzenia MA i funkcja momentu zginajacego:

1
—ql?
8q0

1 5 1
—q, P +2q x——q x°
8 q{) 8 q() 2 q(?

>T 1=unapply(diff(M_ 1(x),x),x):simplify(T_1(x)); R[B]:=-subs(x=x1,T 1(x));#
funkcja sit tnacych i warto$¢ reakcji RB:



2 l—q x
8q0 qU

Znajac wartosci sit reakcji i momentu utwierdzenia, wyznaczamy na podstawie row-
nan (3) i (4) katy ugigcia i linie ugigcia belki. Ograniczone miejsce nie pozwala na zapisa-
nie wykonywanych operacji w postaci worksheetu.

Korzystajac z zasady najmniejszos$ci energii [5] (twierdzenie Menabre’a—Castigliano)
mozna réwniez belke rozwiaza¢ od strony prawej do lewej. Wowczas rozwigzanie jest
prostsze, a zapis w jezyku symbolicznym mniej skomplikowany — majacy mniejsza war-
tos¢ dydaktyczna.

4. Poréwnanie otrzymanych rozwigzan

Poréwnania mozna dokonywac¢ na podstawie zestawien wzoréw lub w postaci wykre-
sow. Zestawienie wszystkich wzoréw w tabelach zaj¢loby dwie strony artykutu i nie uwi-
docznitoby wplywdw sposobu podparcia na praceg zginanych belek.

Przyjmijmy, ze wszystkie belki sa o tej samej dtugosci / = 6 m i zostaly wykonane
Z tego samego materialu. Maja ten sam przekrdj poprzeczny [1]. Belki obciazono obciaze-
niem ciaglym o wartosci g, = 2 kN/m. W artykule, na zamieszczonych wykresach, krzywe;j
1 odpowiada belka ,,A” z rysunku la, krzywej 2 odpowiada belka ,,B” z rysunku 1b itd.

OO0Oo0Ooaogao Curve 1
+ 4+ + + + Curve 2

| Curve 3
e ——— Curve 4
R R S Curve 5

Rys. 3. Legenda do wykresow

Legendy opisujace wykresy sit przekrojowych, katow ugigcia i linii ugigcia przedsta-
wiono na rysunku 3. Obliczenia przeprowadzone w Maple moga zosta¢ zilustrowane w po-
staci grafiki 2D lub 3D. Stuza do tego instrukcje ,,plot” i ,,plot 3d”. Maja one ograniczone
mozliwo$ci ustawiania parametrOw rysowania.

Instrukcje rysowania wywotujemy w nastgpujacy sposob: >plot(nazwa funkcji, dzie-
dzina, warto$ci, inne opcje — parametry rysowania). Przed przystapieniem do rysowania
w Maple wszystkim symbolom musza zosta¢ przypisane wartosci liczbowe. Maple nie ry-
suje wykresow w oparciu o warto$ci symboliczne.
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Na kolejnych rysunkach, w postaci wykreséw, pokazany zostat wptyw rodzaju podpor
na wartosci sit przekrojowych, katéw ugigcia i linii ugigcia w zginanych belkach.
Na rysunku 4 w postaci wykresow stupkowych przedstawiono wartosci sit reakc;ji.
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Rys. 4. Wartosci sit reakcji
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Rys. 5. Warto$ci momentoéw utwierdzenia
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Z pordéwnania wartosci momentow w utwierdzeniach belek (rys. 5) wynika, ze maja
one mniejsze wartosci w belkach statycznie niewyznaczalnych niz w statycznie wyzna-
czalnych.

Wykresy sit tnacych przedstawiono na rysunku 6. W belkach ,,A” i ,,C” wykresy sit
tnacych maja identyczne rozklady. Wykresy momentow zginajacych sa w ksztalcie parabol
(rys. 7). Najwicksze warto$ci momentéw zginajacych wystepuja w utwierdzeniach belek
»B71,,C”.

Rys. 6. Wykresy sit tnacych
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Rys. 7. Wykresy momentdéw zginajacych
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Wykresy katow ugigcia przedstawiono na rysunku 8. Zostaly one narysowane w tej
samej skali. W belkach ,,A”, ,,D” i ,,E” katy ugigcia maja mniejsze wartoséci niz w belkach
»B”1,,C”. W celu lepszego zobrazowania wykreséw dla belek ,,A”, ,,D” i ,,E”, narysowano
katy ugigcia w powigkszonej skali (rys. 9).
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Rys. 8. Wykresy katow ugigcia
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Rys. 9. Wykresy katow ugigcia w powigkszonej skali (dla belek ,,A”, ,,D”1,,E”)

Linie ugigcia zginanych belek przedstawiono na rysunkach 101 11.
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Rys. 10. Wykresy linii ugigcia
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Rys. 11. Wykresy linii ugigcia w powigkszonej skali (dla belek ,,A”, ,,D”, ,,E”)

Z przedstawionych wykresow wynika, ze belki statycznie niewyznaczalne majq szereg
zalet w poréwnaniu do belek statycznie wyznaczalnych. Naprgzenia (proporcjonalne do
wykresd6w momentow zginajacych, rys. 7) i odksztalcenia (proporcjonalne do wykreséw
linii ugigcia, rys. 10) w belkach statycznie niewyznaczalnych sa mniejsze. Belki statycznie
niewyznaczalne sa wigc bardziej ekonomiczne i co wazniejsze bardziej bezpieczne. Nalezy
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je zatem stosowaé wszedzie tam, gdzie wzgledy eksploatacyjne pozwalaja na przyjecie
takiego rozwiazania. Niewatpliwymi wadami belek statycznie niewyznaczalnych jest ich
czulo$¢ na nierbwnomierne ogrzewanie oraz btedy montazowe. Obydwa te czynniki moga
prowadzi¢ do powstawania dodatkowych naprgzen, ktore musza by¢ uwzglednione przy
projektowaniu konstrukc;ji.

4. Podsumowanie

W podrecznikach do wytrzymatos$ci materiatow i mechaniki budowli nie porownuje
si¢ wplywu rodzaju podpdr na: wartosci sit przekrojowych, katy ugigcia i linie ugigcia zgi-
nanych belek. Komputerowy rachunek symboliczny umozliwia dokonanie takiego porow-
nania. Moze on rowniez zastapi¢ tradycyjne podejScie — papier i otdwek — poprzez wyge-
nerowywanie matematycznych rozwiazan zagadnienia. Uzytkownik musi jednak nie tylko
umie¢ zdefiniowaé problem, ale takze zapisa¢ go poprawnie w zrozumiatym formacie jg-
zyka symbolicznego, a wowczas komputer faktycznie szybko wykona obliczenia. Programy
systemow algebry komputerowej moga zosta¢ uzyte, aby wspomoc i uzupetnié tradycyjne
techniki rozwigzania belek w projektowaniu oraz nauczaniu wytrzymatosci materiatow.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze Maple potrafi obliczy¢ symbolicznie tylko to, co
wczesniej umieli symbolicznie obliczy¢ matematycy. Mozna réwniez $miato powiedziec,
ze mozliwosci Maple sa znaczne i przekraczaja mozliwosci nawet dobrze wyksztatconych
matematykow. Zdarza si¢ jednak czasem i tak, ze Maple napotyka na problemy i po dtuz-
szej chwili pracy nie znajduje rozwiazania, ktore istnieje.

Korzystajac z Maple lub innego systemu CAS, koniecznie nalezy mie¢ podejscie ba-
dacza, gdyz CAS nie zawsze robi doktadnie to, czego od niego oczekujemy. Czasami trzeba
probowac kilka razy, azeby otrzymac zadany rezultat.

Rozwiazywanie zagadnien zwiazanych ze zginaniem belek w oparciu o funkcje dy-
strybucyjne Heaviside’a i Diraca w potaczeniu z rachunkiem symbolicznym przedstawiono
w pracy [4].
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