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ROZWIAZYWANIE BELEK
Z WYKORZYSTANIEM FUNKCJI HEAVISIDE’A | DIRACA**

1. Wprowadzenie

W wielu problemach budownictwa, odnoszacych si¢ do zginania belek, wyznaczanie
wartosci sit reakcji nie jest mozliwe do uzyskania bez wczeéniejszego wyznaczenia prze-
mieszczen. Dotyczy to zagadnien statycznie niewyznaczalnych, w ktorych liczba sit bier-
nych (reakcji wiezéw) jest wigksza niz ilo$¢ dostgpnych réwnan statyki. Przedstawiona
w pracy analiza belki poddanej zginaniu sformutowana zostata w przemieszczeniach. Sposob
ten pozwala rozwiazywac, oprocz zagadnien statystycznie niewyznaczalnych, réwniez za-
gadnienia statystycznie wyznaczalne bez potrzeby przeprowadzania dodatkowych obliczen.
Dostarcza on pelnych informacji o przebiegu sit wewngtrznych i ugige¢ wzdtuz catej dhu-
gosci belki. Jest to niekiedy sposob postgpowania dos¢ zmudny, wymagajacy znajdowania
wielu statych calkowania rownan rézniczkowych, droga ta jednak w wielu zastosowaniach
jest najwygodniejsza.

Zastosowanie metody zaproponowanej przez A. Clebscha upraszcza rozwiazywanie
zginanych belek. Pozwala ona rowniez na wprowadzenie do rozwiazywanych zagadnien
funkcji Heaviside’a i Diraca zwiazanych z teoria dystrybucji [2]. Funkcje te w potaczeniu
z abstrakcyjnym operatorem rozniczkowania oznaczanym symbolem D pozwalaja, w spo-
sob zwarty [5, 6], na zapisanie w jezyku rachunku symbolicznego i wykonywanie obliczen
zwiazanych ze zginaniem belek.

Przedstawiony w artykule ,,arkusz rozwigzania belki” pozwala na rozwiazywanie be-
lek jednoprzestowych dowolnie obciazonych i dowolnie podpartych. Aby mozna byto tego
dokona¢, nalezy w arkuszu zapisa¢ swojg funkcje obciazenia i zapisa¢ nowy, inny sposob
podparcia poprzez uwzglednienie odpowiednich warunkéw brzegowych.

«
Wydziat Gérnictwa i Geoinzynierii, Akademia Gorniczo-Hutnicza, Krakow
sk

Niniejszy artykut oparty jest na badaniach statutowych AGH nr 11.11.100.588
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2. Ugiecie belek poprzez calkowanie rownania obcigzenia

W belkach najczgséciej spotykanych w budownictwie [7, 9], majacych mate wymiary po-
przeczne w stosunku do rozpigtosci, nie uwzglgdniamy wplywu sit poprzecznych 7' = f, (x)
na ugigcie. Zakladajac, ze sztywno$¢ zginania EJ jest stala na calej dlugosci belki (przy-
padki powszechnie spotykane w praktyce inzynierskiej), mozemy zapisaé, ze pomigdzy
obcigzeniem g = f,(x),sila poprzeczna T = f,(x), momentem zginajacym M = f,(x), katem
obrotu K = f, (x) oraz ugigciem U = f(x) zachodza nastgpujace zwiazki:

* j;{ }=—q(x) (1)

dzy)= =‘f(fq(x)dx)d“—C1*x+—C2 ®)

EJ [
[ yJ T(x)=—[q(x)ix+_CI )
&
|

dy) EJ*K(x)=[ M (x)ix+_C3
4)

_I(I(Iq(x)dx)dx)dﬂ%*xz+_cz*x+_c3

EJ*(J/(X)):EJ*U(x)=IM(x)dx+_C3*x+_C4

I atfafocrs 5= cser_ca

Spos6b rozwiazywania rownania rézniczkowego czwartego rzedu (1) zalezy od jego
prawej strony. Jezeli jest ona znana funkcja x, to catkowanie przebiega w sposéb trady-
cyjny. Aby otrzyma¢ ugigcie U (x), operacje¢ catkowania trzeba przeprowadza¢ czterokrot-
nie, okreslajac z warunkoéw brzegowych cztery state catkowania. Warunki brzegowe moga
by¢ statyczne lub kinematyczne. Formutujemy je w sitach badz w przemieszczeniach. Sta-
wiane sa na koncach belki i w my$lowych przekrojach; potwierdzaja ciaglo$¢ przemiesz-
czen oraz sit wewnetrznych. Warunki brzegowe dla x = 0 i réznych sposobdéw podparcia
zestawiono w tabeli 1.

Zazwyczaj przebieg linii ugigcia belki wyznaczany jest z podstawowego rownania roz-
niczkowego [7] zapisanego w postaci (3). Mamy wowczas do wyznaczenia dwie stale cat-
kowania.

(6))
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TABELA 1
Warunki brzegowe dla ré6znych sposobéw podparcia belek

Warunki brzegowe

Sposdb podparcia belki
lub
»(0)=0, 6(0)=0 »(0)=0, y'(0)=0
»(0)=0, M(0)=0 »(0)=0, »"(0)=0
"""""""""""""""""""""" y(0)=0, M(©)=0 | »(0)=0, y"(0)=0

|
N R R
=

X

ul — 6(0)=0. T(0)=0 | y(0)=0. y"(0)

3. Funkcja Heaviside’a i funkcja Diraca
oraz operatory rozniczkowania w Maple

Il
S

A

,&

Metoda calkowania, podstawowego réwnania rézniczkowego (3), staje si¢ ucigzliwa
i czasochtonna, kiedy w belce mamy kilka przedzialow charakterystycznych. Rozwiazania
tego typu probleméw komplikuja sie, jakkolwiek moga one by¢ uproszczone poprzez me-
todg zaproponowana i rozwinigta przez niemieckiego matematyka A. Clebscha (ok. 1862 r.).
Metoda ta wymaga zachowania pewnych warunkow sposobu zapisu. Pozwala ona rowniez
na wprowadzenie do rozwiazywanych zagadnien funkcji uogélnionych, ktore okreslane sa
przedziatami. Naleza do nich funkcja Heaviside’a oraz funkcja impulsowa Diraca [2].
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Funkcja Heaviside’a H (x -Xx, ) jest to tzw. funkcja skoku jednostkowego. Definiowana
jest jako

H(x—xg)=

0 x<ux,
{ (6)

1 x>x,

W punkcie x = x, funkcja H (x -Xx, ) jest nieciagla. Ma wlasnosci opisane zalezno$ciami

(M18):

f(x)*H(x—xo):{f?x) iiz v
g(X)=f(x)[H(x‘xl)‘H(x_x2)]:{f(()x) izt:;t; (8)

Wynika stad wniosek, ze zlozenie funkcji f (x) z funkcjami Heaviside’a powoduje wy-
gaszenie funkeji f (x) dlax & (x,,x,).

Pochodna funkcji Heaviside’a w tradycyjnym sensie nie istnieje. Funkcja ,,0” Diraca
uwazana jest za graniczny przypadek pochodnej funkcji H (x —a). Ma ona wlasnosci:

S(x—xn):{

0 x#x,
©)

o X=X,

Przedstawia ona prostokat o nieskonczonej wysokosci i zerowej szerokosci o polu row-
nym jednosci [2].

Maple ma wbudowane dwie rézne operacje rézniczkowania: pierwsza z nich ozna-
czana jest symbolem ,,diff”, funkcja zmienna przedziatami w kazdym z przedzialow roéznicz-
kowana jest oddzielnie. Druga operacja rdzniczkowania, oznaczana symbolem D, jest ab-
strakcyjnym operatorem rozniczkowania, ktory moze wykonywaé operacj¢ rézniczkowania
funkcji [6]. Za pomoca operatora D w prosty sposob zapisujemy warunki poczatkowe dla
réwnan rozniczkowych. Operator D w potaczeniu z funkcja Heaviside’a i funkcja Diraca
pozwala na uproszczenie zapisu algorytmu rozwiazywania zginanych belek. Otrzymany wy-
nik jest funkcja w przedstawieniu operatorowym [5].

4. Rozwigzanie belek za pomoca rachunku symbolicznego
oraz funkcji Heaviside’a i Diraca

Przyktad rozwiazania belki statycznie niewyznaczalnej, w oparciu o twierdzenie Me-
nabre’a—Castigliano wraz z elementarnymi wiadomosciami o programie Maple niezbed-
nymi do zagadnien zginania belek, podano w pracy [4]. Twierdzenie Menabre’a—Castigliano
wymaga zapisania rownan rownowagi oraz obrania wielkosci statycznie niewyznaczalnych.
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Rys. 1. Schemat belki

Rozwiazujac belkg statystycznie niewyznaczalna (rys. 1) w oparciu o rachunek dystry-
bucyjny', nie musimy zapisywa¢ rownan réwnowagi ani obiera¢ wielkosci statycznie nie-
wyznaczalnych.

Belka zostata obcigzona obcigzeniem o nat¢zeniu:

q(x)=gq, COS(%)-

Wiersz polecen odzwierciedlajacy posta¢ rownania (5) dla schematu belki z rysunku 1
w zapisie jezyka symbolicznego Maple ma posta¢*:
> dsolve({diff(y(x),x$4) = -q[o]*cos((Pi*x)/(2*1))/EJ},y(x));#
w wyniku rozwiazania otrzymujemy:
164,t* cos o ;
2] Clx C2x

2
x)=- += += + C3x+ C4;.
»(¥) Eim 6 2 -

4.1. Arkusz rozwiazania belki w jezyku symbolicznym Maple

Ponizej przedstawiono kolejne zakodowane wiersze polecen jezyka symbolicznego
Maple (Worksheet), umozliwiajace rozwiazywanie belek za pomoca funkcji Heaviside’a
oraz Diraca:

> restart;

> D1:=x->D(x):D1(x); D2:=x->D(D(x)):D2(x); D3:=x->D(D(D(x))): D3(x);

D(x)

! W pracy [8] podano przyktady zastosowania rachunku dystrybucyjnego w odniesieniu do belek statystycz-
nie wyznaczalnych.

Wiersze polecen Maple wyswietlane sa w kolorze czerwonym, dane wyjsciowe w kolorze niebieskim.
Tak nazywane sa otwarte arkusze sesji Maple.
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>H:=a->Heaviside(x-a); mH:=x->1-H(x);1:=6:p:=-q[0] *cos((Pi*X)/(2*])):
H = a — Heaviside(x—a)

mH =x —1-H (x)
>S:=(wa,wb,a.b)->(wa*H(a)+H(a)*(x-a)*(wb-wa)/(b-a)) *mH(b);

S :=(wa,wb,a,b) — [wa H(a)+ H(a)(x —bci)c(lwb— wa)JmH (b)

>F Hew:=(S(p,p,0,]));# funkcja Heaviside rozwiazywanej belki
F _Hew:=—q, cos (Ej Heaviside (x)(1- Heaviside (x - 6))

>Warunki:={y(1y=0,D2(y)(1)=0,(0)=0,D(y)(1)=0}
Warunki = {(0) = 0,7(6) = 0,(D?)(»)(6) = 0,D(»)(6) = 0}

>yy:=EJ*diff(y(x),x$4)=F _Hew;# zapis rownania rézniczkowego

4

y=EJ (%y (x)J =-q, cos(%) Heaviside (x)(1 - Heaviside (x - 6))

>dsolve({yy} union Warunki ,y(x)): # rozwiazanie rOwnania
>U:=simplify(rhs(%));#funkcja linii ugigcia:
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U:=-2q, (—10368 Heaviside(x)— 216 Heaviside (x — 6) 7’
+1087’x Heaviside (x — 6) — 8647x Heaviside (x —6)

+ 36 Heaviside (x) m*x* + 5184 Heaviside (x - 6) T

+10368 Heaviside (x)cos(%) — 10368 Heaviside (x - 6)005(%)

—18n’x? Heaviside(x — 6)+ x’1’ Heaviside (x — 6)—36x’n’
+432x° - 24x°) [(n*EJ)

>q[0]:=2000:E:=205000%10"6:J:=3060/(100"4):EJ:=E*J:# sztywnos$¢ zginania [1]
>K:=simplify(factor(diff(U,x)));# funkcja katéw ugigcia:

K :=-6q, (—121‘53x Heaviside (x — 6)+ n’x” Heaviside(x—6)

+36 Heaviside (x — 6) 7’ +288x — 288 Heaviside (x — 6) 1 — 24xm’

—24x? +24 Heaviside (x) 7’ x + 288 Heaviside (x — 6)sin (%) T

— 288 Heaviside (x) sin (Ej nj/(n“EJ)
>M:=simplify(EJ*diff(U,x$2)); # funkcja momentoéw zginajacych:

M =-12q, (144 +12 Heaviside (x — 6) cos (%) n’

— 6 Heaviside (x - 6) m’ —12 Heaviside (x) cos (%) m?

+m’x Heaviside (x — 6) —127° +12 Heaviside (x)n* — 24x)/7t4

>T:=simplify(EJ*diff(U,x$3)); # funkcja sit tnacych

12| sin (m) —1 |Heaviside (x — 6) - 12 Heaviside (x)sin (mj
12 12) 2

n 't

T =
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5. Graficzne przedstawienie wynikow
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Narysowanie wykresow za pomoca programu Maple nie stanowi problemu: wystarczy
w linii polecen napisa¢ plot(U,x = 0..1, color = black,thickness = 3, axes = BOXED), aby otrzy-
ma¢ wykres linii ugigcia zginanej belki (rys. 2). Postgpujac w podobny sposéb otrzymujemy
wykresy katow ugigcia (rys. 3), sil tnacych (rys. 4) oraz momentdéw zginajacych (rys. 5).
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6000
50001
40004
30001
20004
10004
e
-10004
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Rys. 3. Wykres katow ugigcia
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Rys. 5. Wykres momentdéw gnacych

Program Maple, oprocz grafiki dwuwymiarowej, ma zdefiniowane instrukcje pozwa-
lajace na tréjwymiarowa prezentacj¢ zdefiniowanych funkcji. Na rysunkach 6 i 7 przedsta-
wiono wplyw zmiany obciazenia oraz sztywnosci zginania [ 1, 9] na lini¢ oraz ugigcia belki.
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6. Konkluzje

Przedstawione w niniejszym artykule rezultaty oraz mozliwosci jgzyka symbolicznego
Maple upowazniaja do stwierdzenia, ze jest on pakietem CAS wspomagajacym prace na-
ukowo-techniczne w zakresie zastosowania do projektowania i rozwigzywania zginanych
belek rachunku dystrybucyjnego. Na pewno CAS nie zastapi tradycyjnego podejscia do roz-
wigzywania zagadnienia za pomoca kredy i tablicy; nie mozna jednak zy¢ przesztoscia i uda-
waé, ze CAS nie istnieje. Do lamusa historii przeszly obliczenia projektowe wspomagane
suwakami logarytmicznymi, ten sam los podziela obliczenia projektowe wspomagane zwy-
ktymi kalkulatorami. Systemy CAS nie tylko sprawnie rozwiazuja postawione zadania, ale
takze znakomicie pokazuja, jak zmieniaja si¢ wykresy analizowanych funkcji. Mozliwosci
graficzne i animacyjne pakietow CAS poglebia ich przydatno$é¢ i pozwola uzytkownikom
skupi¢ si¢ na istocie problemu, a nie na zmudnych przeksztalceniach. Korzystajac z CAS,
nalezy jednak uwazac, by ,,forma nie przerosta tresci”; trzeba takze pamigtac, ze programy
CAS podlegaja ciagtemu rozwojowi i nie zawsze kolejna wersja programu wykonuje to, co
robita wersja wczesniejsza.
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