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ZAPIS WARUNKU PLASTYCZNOSCI
W JEZYKU SKRYPTOWYM FLEXPDE ORAZ FLAC 2D

1. Wstep

Praca powstala jako rozwigzanie problemu zapisu zagadnien plastycznosci w niezmier-
nie interesujacym pod wzgledem zagadnien fizykalnych programie MES FlexPDE v5.0 [3]
oraz programie MRS FLAC 2D [4]. Zastosowano model ciata sprezysto-idealnie plastycz-
nego w zadaniach ptaskiego stanu odksztatcenia. Opracowana Sciezka postgpowania w do-
godny sposdb umozliwia zapisanie warunkdéw z dodatkowymi ograniczeniami, tj. zamknig-
cie od strony naprgzen $ciskajacych w przestrzeni naprezen gtownych oraz ograniczenie
rozciagania zapisanych jako powierzchnia wypukta wielosegmentowa. Sposob postgpowa-
nia wyjasnia rysunek 1.

Rys. 1. Schemat blokowy skryptu

: Wydziat Budownictwa Ladowego i Wodnego, Politechnika Wroctawska, Wroctaw
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2. Warunek plastycznosci

Przyjeto nastgpujace zalozenia dotyczace naprezen glownych: jako dodatnie okresla
sig naprezenia Sciskajace:

6,<0, <0, (1)
F(0,,0,)=-0,(1-sin@)+0c,(1+sin@)+2ccos@ =0 2)

W rozwiazaniach dotyczacych gruntdw nasyconych stosuje si¢ warunek Coulomba—
Mohra (2) i jego postaé rozszerzona, wielosegmentowa (21). Uzaleznia on ksztalt powierzch-
ni plastycznosci od iloczynu stalego wspotczynnika i wielko$ci naprgzen $rednich [3], gdzie
¢ 1 ¢ sa parametrami wytrzymato§ciowymi, za$ zmienne stanu naprgzenia oznaczono jako:

S, L.
G; -0,
t=———, 3
2 3)
oraz
O, +0'3
§=—. 4
> 4)

Warunek (2) jest symetryczny wzgledem osi ci$nien hydrostatycznych, stad jego ksztalt
okres$laja dwie stale materiatowe. Warunek stanu granicznego otwarty od strony naprgzen
Sciskajacych mozna traktowaé jako szczegdlny przypadek warunku zamknigtego [5, 6] przy
zatozeniu duzej wartosci ci$nienia prekonsolidacji. Zakladajac, ze odksztatcenia catkowite
sq suma plastycznych i sprezystych:

e=¢l+¢ &)

w ptaskim stanie odksztatcenia mozna przedstawié¢ zalezno$¢:

Ju
e, dx
e=le = g—; e, (©)
Co ou Jv
_+_
dy Ox
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gdzie u oraz v sa odpowiednio predkosciami odksztalcenia w kierunkach x i y, uzyskiwane
sg z rozwigzania uktadu rownan rézniczkowych rownowagi dla naprgzen [2]:

do, 0T,
SR +F =0,
ox  dy
P (7
c, a‘cxy
+——+F =0.
dy ox 7
Naprezenia mozna wyrazi¢ jako:
6=D(e-¢,)+0, (8)

W rozwazaniach uwzgledniamy rezydualne — zastane naprezenia oraz odksztalcenia
zwiazane z wptywem takich czynnikow jak temperatura i przesuszenie. Zwiazek pomigdzy
naprezeniem i odksztatceniem wyraza si¢ za pomoca liniowej sprezystosei jak dla ciala izo-
tropowego:

€€, +CpE,
0 =1Cp€, +¢,E, 10, ©)

Clzﬁxy

W dalszych rozwazaniach zatozono stowarzyszone prawo plynigcia, stad uwzglednia-
jac kierunek wektora plastycznego odksztalcenia jako normalny do powierzchni plastycz-
nos$ci wyznaczono:

N, =(1-sing)
(10)
N, =(l+sin@)
0F(c,,0;)
. 0 . |=-N
E=A © =x{ ”} (11)
9F(0,,0,) N,
Jo,

gdzie Ato staty mnoznik, ktory wyliczamy z zaleznosci
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F(GIN,03N):O (12)

oraz
o) =06,-Ac;
13)
o) =o0,-Aoc?
dla gatezi
AG] =c, AN, —c,,AN,,,
(14)
Aot = cH?'u -N, + CZZXNP
Po podstawieniu i pogrupowaniu sktadnikow uzyskano warto$¢ mnoznika A (15):
-F
(6,,6.) s

}\’:
(_anm +622Np)Nm _(anp _czsz)Np

Po wyznaczeniu wartoéci powyzszego mnoznika mozna dodac¢ poprawke do naprezen
glownych w postaci (16):

Aol = c“?'uNp —CZZXNm,
(16)
AGy =—¢; AN, +Cc,AN,

Nastepnie nalezy przejs¢ do wartosci naprezen na kierunkach rzeczywistych, pozosta-
wiajac warto$¢ kata oo rowna tej uzyskanej z inicjujacego stanu sprezystego.

Najwigksza zaleta FlexPDE jest mozliwo$¢ adaptacji do ztozonych zagadnien modelo-
wania poprzez swobodne wpasowanie wlasnych fragmentow kodu — (skrypt) do mecha-
nizméw obliczeniowych MES [7]. W wygodny sposdb dostarcza nam to kontrolg przebiegu
obliczen, jako$¢ wyniku oraz duze mozliwosci prezentacji graficznej rezultatow (rys. 2).

Wykonano obliczenia sprawdzajace dla osrodka bez cigzaru wlasnego w zadaniu nos$-
no$ci podloza jednorodnego. Nie uzyskano rezultatéw zgodnych z rozwiazaniami teore-
tycznymi np. dla mechanizmu Prandtla. Program jest wrazliwy na wprowadzenie nieciagtosci
w minimalizowane funkcje, a taka nieciagloscia jest wiasnie plastyczno$¢ i zwiazane z nia
przeksztalcenia.
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Rys. 2. Ilustracja wprowadzania poprawki na wstgpnie przyjetych naprg¢zeniach z rozwiazania
réwnania rownowagi (7): a) przestrzen naprezen CM, b) przestrzen naprezen gtoéwnych

3. Implementacja numeryczna

Sposobem na usunigcie niestabilnosci w uzyskiwaniu rozwigzania jest natozenie osta-
bienia materialu w kolejnych krokach czasowych, np. dla #0,1>, az do uzyskania wstgpnie
zatozonego potozenia warunku w przestrzeni naprezen gtdéwnych. Procedure te realizuje si¢
poprzez wprowadzenie wspotczynnika do wzoru na powierzchni¢ plastycznosci, gdzie czas
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zostanie potraktowany jako parametr ostabienia, stad rownanie (2) po uwzglednieniu (17)

przyjmie postac (18):

1

m = (17)
F(0,,0,)=0,(1-sin@)—0c,(1+sin@)—m,2ccos @ =0 (18)
Praca na odksztalceniu plastycznym jest wtedy postaci (19):

t;

h F 1 F t
WP=jAchx-dt=Achmn 2 (19)

7 oG ¢ oG t

Rozwiazanie uzyskuje si¢ przeprowadzajac obliczenia dla matych postapien kroku cza-
sowego (107) procedury numerycznej FlexPDE w zakresie ¢ = (0,1>. Uzyskanie rozwiazan
za pomocy tej metody jest czasochlonne, a dzialanie programu podczas obliczen niestabilne.

(...)

VARIABLES

u v

DEFINITIONS

(...)

{blok sprezysty PSO}
(***********************}
sxi=c_1l1l*ell + c_22*e22
syi=c_22*ell + c_1l1l*e22
txyi=c_12%*el2
{***********************}
p_l=(sxi+syi)/2
a_x=sxi-p_1

a_y=syi-p_1

t_l=sqgrt (txyi®2+a_x"2)
s_1=p_1-t_1

s_3=p_1l+t_1

s_alfax=if t_1=0 then 0 else txyi/t_1

c_alfax=if t_1=0 then 1 else a_x/t_1

c_alfay=if t_1=0 then 1 else a_y/t_1

{blok plastycznosci}

fsls3=-s_3*Nm+s_1*Np+2*coh*cfi/t

mig=(-c_11*Nm+c_22*Np) *Nm- (c_11*Np-c_22*Nm) *Np
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lambda=if fsls3<0 then abs(fsls3/mig)else 0
s_ln=s_l-lambda* (c_11*Np-c_22*Nm)
s_3n=s_3-lambda* (-c_11*Nm+c_22*Np)
p_2=(s_1ln+s_3n)/2
t_2=((s_3n-s_1n)/2)
txy=s_alfax*t_2

sy=p_2+c_alfay*t_2
sx=p_2+c_alfax*t_2

EQUATIONS

u: dx( sx) + dy( txy)=0

v: dx( txy) + dy( sy)=0

(...)

Kolejnym krokiem pozwalajacym w przypadku prawa stowarzyszonego powigkszy¢
zakres stosowania rozwiazan jest wprowadzenie warunku plastycznos$ci z ograniczeniem na-
prezen rozciagajacych oraz rozciagania. Jest to kolejny etap tworzenia skryptu obliczenio-
wego. Idee stosowania warunku ilustruje rysunek 3 oraz schemat blokowy dla czteroseg-
mentowego obszaru ograniczajacego.

500T p
91
—_ 4001
o3W
N
s3 ~ 3001
~
o3k (tp, 1) ~. |
- - 2001
o3k (tp,2)
o3k (tp,3) Py 10071
QRSN \
—~

S3n -~
e I } } } } } } }

=300 =200 =100 //’ 0 100 200 300 400 500

~100~

61,01W,s1,61¢(tp,1),01¢(tp,2),01¢(tp,3), 0,

Rys. 3. Powierzchnia plastycznosci typu CM wielosegmentowa
Opisano powierzchni¢ za pomoca n segmentow, wartosci parametrow spdjnosci coh

i kata tarcia wewngtrznego ¢ zestawiono w postaci wektorowej, aktualna wartos¢ wskazuje
indeks i = 1..n. Wprowadzono oznaczenia, odpowiadajace wspolczynnikom w rownaniu
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Coulomba—Mohra (2) dla przestrzeni napr¢zen gldwnych, gdzie indeks i oznacza numer
segmentu:

A =(1-sin@,), B =(1+sing,), C, =2coh, cos@, (20)
F(0,,6,)=-0,4,+06,B,+C, =0= 0, c<olW,_,c1W) (21)

Punkty wspdlne wyznaczono za pomoca formuty (22), (23), odpowiadajacym kolej-
nym segmentom sktadowych rozszerzonego warunku plastycznosci:

B.C —BC.

G3W — i+170 i i+l (22)
Ame - B[Am
A.,.C —AC.

o, = 1+11—A71+1 (23)
Ame - BiAiH

Proste rozgraniczajace obszar obowiazywania warunkow plastycznosci dla segmentow
wyznaczono w zapisie parametrycznym (24), (25) wzgledem ¢ dla segmentow j:

B, B,
G, (1,i) = O3W, +tsin(%(atgj+atgA’—“+nB (24)

i+l

oraz odpowiednio:

0, (t,i)=clW, +tcos[%(atgi+atg B +RD (25)
A[ A[+1

Wykorzystujac wlasnos¢ powierzchni plastyczno$ci i ortogonalnego do niej wektora
plastycznego odksztalcenia wprowadzono prosty sposob znajdowania segmentu odpowia-
dajacego za wprowadzenie do kroku obliczeniowego poprawki na napr¢zeniach (powierzch-
nia jest niewklgsta, stad A zawsze musi by¢ nieujemna): A, = max(ju),procedura jest nu-
merycznie bardzo sprawna, wymaga jednak obliczenia wartoSci A dla wszystkich segmen-
tow, na ktorych przekroczony jest warunek plastycznosci. Do obliczenia poprawki plastycz-
nej na naprezeniach wybierany jest segment z A, .

Majac zdefiniowane wszystkie potrzebne przeksztalcenia i wartosci, prezentujemy kod
dla powierzchni plastycznosci wielosegmentowej w jezyku skryptowym FLAC-a. Analo-
gicznie przedstawiaé si¢ bedzie zapis kodu w skrypcie FlexPDE z modyfikacja spojnosci
po wszystkich segmentach o warto$¢ m, oraz z zastosowaniem sktadni odpowiedniej dla te-
£0 programu.
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;FISH Mohr-Coulomb model multi segment
def m_multi_mohr
constitutive_model
f prop m_ E m_ni m_fi(i) m_cohl (i) m_segm
float S$K $G $c_11 $c_22 $c_12 (...)

$K = m_E/(3*(1-2*m_ni))

$G = m E/(2*(1+m_ni))

$c_11 = SK+4*m_G/3

$c_22 SK-2*m_G/3
loop i(1l,m_segm)

SA(i) =l-sin(m_£fi (i) *degrad)

$B(1) =l+cos(m_£fi(i)*degrad)

$C (1) =2*coh(i)*cos(m_fi(i)*degrad)

endloop
sll=zsl1l+Sc_1l1*zdell + S$Sc_22*zde22
s22=2822+S$c_22*zdell + Sc_1l1*zde22
sl2=zs12+$c_1l2*zdel2

$p_1 =($s11+$s22) /2

Sa_x =$s11-Sp_1

Sa_y =s$22-Sp_1

St_1 =sgrt($sl2”2+Sa_x"2)
$s_1 =$p_1-st_1

$s_3 =$p_1+St_1

if $t_1=0 then S$s_alfax=0 else S$s_alfax=$s12/St_1
zsll=Sp_2+$c_alfax*S$t_2
zs33=2z533+ (zdell+zde22) *Sc_22
if $t_1=0 then $c_alfax=1 else S$c_alfax=S$a_x/$t_1
if $t_1=0 then S$c_alfay=1 else S$c_alfay=Sa_y/S$t_1
loop i(1l,m_segm)
$F(1)=(s_1*$B(i)+sC(i))- $A(i)*s_3
if SF(1)<0 then Slam(i)=-$F (1) / ((-Sc_11*SA(1)+Sc_22*SB(1))*SA(1)-
(c11*$B(1)-$c_22*SA(1))*$SB(i)) else S$lam(i)=0
endloop
licznik=1
$lambda=0
loop i(2,m_segm)
if $lam(i)>$lam(i-1) then
Slambda=$lam (i)
licznik=i
end_if

endloop
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$s_1n=$s_1 - S$lambda* ($c_11 * $B(licznik) - $c_22 * $A(licznik))
$s_3n=$s_3 - $lambda * (-$c_11* $SA(licznik) + $c_22 * $B(licznik))
Sp_2=($s_1n+S$s_3n)/2

$t_2=(($s_3n-$s_1n)/2)

zsl2=Ss_alfax*S$t_2

zs22=Sp_2+$c_alfay*S$t_2

zsll=Sp_2+$c_alfax*S$t_2

zs33=2z533+ (zdell+zde22) *Sc_22

end

opt m_multi_mohr

4. Whnioski

Préby dostosowania algorytmoéow programu FlexPDE do rozwiazania szerokiego spek-
trum zagadnien plastycznos$ci nie sa jeszcze zakonczone catkowitym powodzeniem. Przed-
stawione powyzej procedury zapisane w skrypcie FLAC-a stuza do kontroli rozwiazania
uzyskanego w programie FlexPDE. Celem tego artykutu i dalszych prac jest rozszerzenie
zagadnien plastyczno$ci poprzez wprowadzenie dodatkowych pol oddzialywan fizycznych
takich jak: transport masy, ciepta oraz zdefiniowanie powiazan mi¢dzy nimi zar6wno jaw-
nie na warunkach brzegowych, jak i za pomoca wzajemnych korelacji.
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