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KRYTERIUM WYTRZYMALOSCI GEOMATERIALOW
Z MIKROSTRUKTURA WARSTWOWA

1. Wstep

Jedna z najpowszechniej wystgpujacych w geomateriatach mikrostruktur jest perio-
dyczna mikrostruktura warstwowa. Powstaje ona zazwyczaj wskutek naturalnych procesow
diagenetyczno-sedymentacyjnych. Sztandarowe przyktady takich osrodkow to ity warwowe
oraz skaty fliszu karpackiego. Cho¢ powszechnie wiadomo, ze wlasciwos$ci sprezyste 1 wy-
trzymalo$ciowe materialow o takiej mikrostrukturze sa silnie anizotropowe, to zwiazane
z modelowaniem anizotropii trudno$ci sprawiaja, ze ich zachowanie w stanie granicznym
aproksymowane jest izotropowymi funkcjami ograniczajacymi. Taka praktyka skutkuje badz
istotnym przewymiarowaniem konstrukcji, badz jej niedowymiarowaniem. Rozmiar prob-
lemu fatwo zauwazy¢ analizujac dane odnosnie statecznos$ci skarp na terenie Polski: na 100%
zjawisk osuwiskowych 95% ma miejsce w Karpatach fliszowych [6]. Zaproponowanie od-
powiedniego anizotropowego kryterium pozwalajacego wiasciwie oszacowac nosnos¢ kon-
strukcji wykonanych z takich materiatow ma duze znaczenie.

W niniejszym artykule prezentuje si¢ anizotropowe kryterium przeznaczone do opisu wy-
trzymatos$ci geomaterialow z mikrostruktura warstwowa. Kryterium to stanowi koniunkcje
matematycznego opisu Pariseau oraz koncepcji plaszczyzny krytycznej. Rozwazany jest
materiat dwusktadnikowy. Wytrzymatos¢ obydwu sktadnikéw opisuje kryterium Druckera-
-Pragera, ktére jest izotropowym odpowiednikiem kryterium Pariseau.

Artykut jest jedna z cyklu prac autorow poswigconych materialom warstwowym. Pod-
stawowym zatozeniem tych publikacji jest mozliwos¢ zastosowania teorii homogenizacji
do identyfikacji kryterium makroskopowego. W ten sposob matematyczny model materiatu
zastgpuje model fizyczny (probke), ktorego przygotowanie i badania sa znacznie drozsze
i obciazone btedami. W publikowanej poprzednio pracy [2] przedstawiono w takim kon-
tekécie zastosowanie kryterium Hilla do opisu wytrzymatosci materialow warstwowych
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o skladnikach pozbawionych wewngtrznego tarcia. Niniejsza praca, wykorzystujac kryte-
rium Pariseau, rozszerza ten opis na materiaty warstwowe o sktadnikach kohezyjno-tarcio-
wych. Jednoczes$nie wprowadzenie dodatkowej modyfikacji w postaci ptaszczyzny krytycz-
nej skutkuje lepszym opisem wytrzymalosci takze dla materiatow czysto kohezyjnych.

Uktad pracy jest nastgpujacy: artykul rozpoczyna krotki opis zastosowania metody ho-
mogenizacji do okreslenia wytrzymatosci materialu warstwowego. W kolejnym punkcie
omawia si¢ proponowane przez autorow kryterium wytrzymatos$ci oraz przedstawia sig¢
zidentyfikowane na podstawie wynikdw homogenizacji stale materiatowe opisu. W sposob
graficzny prezentuje si¢ weryfikacje kryterium. Ostatnia czg$¢ pracy stanowia wyniki za-
gadnienia brzegowego rozwiazanego w programie FLAC, do ktérego proponowane kryte-
rium zostato zaimplementowane przez autoréw. Pracg podsumowuja wnioski.

2. Homogenizacja

Makroskopowe kryterium wytrzymatosci w ujgciu teorii homogenizacji okresla si¢
poprzez zbidr statycznie i plastycznie dopuszczalnych naprezen makroskopowych. Definicjg
tego zbioru, prezentowana w pracy [2], dla dwuskladnikowej struktury warstwowej mozna
zapisac jako:

F (G,.j) <0
g (1)
{0,113t 1)}
{to;1}ea=

AE)SO0A £, <0A"T) +(1-1")1 =0,

gdzie:
G, *cg‘ ) — oznaczaja odpowiednio sktadowe tensora makronaprezenia
oraz mikronapre¢zenia dla sktadnika;
k,t"  — udziat frakcyjny w mikrostrukturze pierwszego sktadnika;

AT, f,(t) — kryteria wytrzymatosci odpowiednio pierwszego oraz drugiego

skladnika.

W niniejszej pracy przyjgto, ze wytrzymatos¢ obydwu sktadnikow opisuje izotropowe
kryterium Druckera-Pragera tj.:

f@D)=a®1a)+ JJ,@ ) - <0, ke{l,2) )
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gdzie:
1, (r;." )) — pierwszy niezmiennik tensora mikronaprezenia dla sktadnika &,

J, (rﬁf"’) — drugi niezmiennik dewiatora mikronaprezenia dla sktadnika k.

Poszukiwanie brzegu zbioru (1) moze by¢ rozumiane jako rozwigzanie zadania opty-
malizacji. Szczegdtowo opisano to pracach autorow [2—4]. Oczywiscie dla ciata anizotropo-
wego rozwiazanie jest funkcja nie tylko wartosci makronaprezen, ale zalezy rowniez od
orientacji tensora naprezenia wzgledem gldwnych kierunkéw struktury.

Wykorzystujac solver IPOpt wraz ze studencka wersja srodowiska AMPL rozwiazano
caly szereg takich zagadnien dla réznie przyjmowanych udziatéw frakcyjnych ¢ oraz réz-
nych katow orientacji pomigdzy kierunkami gtownymi tensora makronaprezenia a kierun-
kami materiatowymi.

Zastosowana metoda pozwolita stwierdzi¢, ze w wielu przypadkach wytrzymato$¢ ma-
teriatu warstwowego zdeterminowana jest mechanizmem $cigcia w plaszczyznie stabszego
sktadnika. W pozostatych przypadkach wytrzymalo$¢ okreslona w ten sposob zawyza rze-
czywiste warto$ci wytrzymatos$ci materiatu warstwowego (ilustruje to praca [5] dla mate-
riatu Treski).

Dla kierunkéw materiatowych struktury, tj. kierunku uwarstwienia i kierunku do niego
normalnego, wytrzymato$¢ na jednoosiowe $ciskanie i rozciaganie udato si¢ okresli¢ w spo-
sob analityczny.

3. Proponowane kryterium: identyfikacja i weryfikacja

Tak jak juz wczesniej powiedziano, jednym z mechanizmow zniszczenia struktury war-
stwowej jest $cigcie w plaszczyznie stabszego sktadnika. Grupa modeli z taka ptaszczyzng
ostabienia analizowana jest w ramach tzw. koncepcji ptaszczyzny krytycznej. Takie podej-
$cie zaproponowane zostato po raz pierwszy przez Jaegera [1] i zaktada zniszczenie ma-
teriatu badz wskutek zniszczenia matrycy, badz wtasnie $cigcia jednej z rodziny plaszczyzn
ostabienia (rys. 1). Plaszczyzna krytyczna bardzo rzadko ma wplyw na wytrzymatosé
w kierunku do niej rownoleglym i prostopadlym. Identyfikacja modelu zazwyczaj polega
na okreSleniu parametrow matrycy na podstawie wynikow wytrzymatosci dla orientacji
a=0%1a=90°(rys. 1) oraz parametrow plaszczyzny krytycznej na podstawie wytrzyma-
losci dla posrednich orientacji.

W oryginalnej metodzie dla matrycy stosowane jest izotropowe kryterium wytrzyma-
losci, co skutkuje identyczna jej wartoscia dla orientacji o = 0° i a = 90°. Analiza wynikow
z teorii homogenizacji pokazuje, ze w wielu przypadkach wytrzymato$¢ dla tych orientacji
jest rozna. W niniejszej pracy klasyczne sformutowanie Jaegera zostalo zatem zmodyfiko-
wane poprzez zastosowanie anizotropowego warunku wytrzymatosci dla matrycy. Wybrane
do opisu matrycy kryterium Pariseau stanowi anizotropowy odpowiednik zastosowanego na
poziomie sktadnikéw kryterium Druckera-Pragera.
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Rys. 1. Koncepcja ptaszczyzny krytycznej

Rownanie ptaszczyzny krytycznej uzyskuje sig zapisujac odpowiednio przeksztatcony
warunek Druckera-Pragera z parametrami stabszego skladnika. Przyjmujac drugi sktadnik
struktury jako stabszy dla kierunkoéw materiatowych jak na rysunku 1, warunek ten ma po-
stac:

\o, +0, @
JIo12@@y Yo *ou 3@ 0u 3)

c? c?

Warunek wytrzymatos$ci Pariseau w tej samej bazie mozna zapisac jako:

4,6, +.J4,,06,0,-1<0 “)

gdzie wszystkie niezerowe wspotczynniki macierzy A; ; 4; mozna przedstawi¢ w postaci
pigciu statych:

A, =U, Ay = Ay =V, 4, =2G, 4y, = 43, = F + G,
Ay = A3y =G, Ay =—F, 24, =24, =245, =24, =M (5
245, = 2455 = 2415, =245, = M, 24,5, = 24555, = 24,55, =24,, =2F + G

Wyniki analityczne testow na $ciskanie i rozciaganie w kierunkach materiatowych po-
zwolily na sformutowanie zaleznosci okreslajacych state materiatowe: U, V, F i G Stalg ma-
terialowa M okreslono poprzez analiz¢ numerycznych wynikéw procedury homogenizacji.

Ostatecznie state te mozna wyrazi¢ w funkcji parametrow sktadnikow i udzialu frak-
cyjnego £V jako:
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U= 3c“’t(”(3a‘2’(1—t“))+a(”(3t”) —2—12(a‘2))2)) +
(C(l>t(l)(\/§—6a(2))+C(Z)(l—l“))(\/g—6a(l>))(C“)[“)(\/§+6a(2))+C(2)(l—l“))(\/§+6a<l>))

+ 3c‘2}(1 - t‘”)(3a(“t“) + a(z’(3(l - t‘”) -2- 12(a(”)2))
(c“)t(”(\/g—&zm)+c(2‘(1—t(”)(\/g—6a“)))(c(”t<”(\/§+6a(2’)+c(2’(1—t(”)(\/§+6a(”))
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(C(z)(l _ t(l)))z (3 _ 9((1(”)2) + 66(])6(2) (1 _ t(l))t(l)(l _ 3a(11a(2))+ (C(Ut(l))Z (3 _ 9(a(2))2)

(6)

1

F=G= 6V + D (1= V)

.(2)
- C
B 2([(1)0(1) +(l—t(1))c(2))
(t(l)c(l) + (1 _ t(l))c(Z))2

Przydatno$¢ kryterium, bgdacego koniunkcja warunkow (3) i (4), do opisu materiatdow
warstwowych sprawdzono przez poréwnanie, dla wybranych stanow naprezenia, wynikow
tego kryterium z wynikami uzyskanymi metoda homogenizacji. W artykule, dla kilku wy-
branych orientacji, przedstawiaja to rysunki 3—4 w postaci zbioré6w na ptaszczyznie okta-
edrycznej. Schematycznie sposdb przygotowania zbioré6w pokazano na rysunku 2.

Prezentowane wyniki odpowiadaja strukturze warstwowej o rownym udziale frakcyj-
nym sktadnikéw i parametrach wytrzymatosciowych odpowiednio réwnych: ¢"=100 kPa,
?=20kPa, a'V'=0,15, a?=0,05.

Dla innych wartosci parametrow, geometrii i ci$§nien okdlnych uzyskano podobna zbiez-
no$¢ wynikdéw jak przedstawiona na rysunkach.

Latwo zauwazy¢, ze kryterium prawie idealnie wpisuje si¢ w wyniki numeryczne z teorii
homogenizacji.

Rys. 2. Schemat przygotowania zbior6w z rysunkow 3 i 4
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Rys. 3. Poréwnanie zidentyfikowanego kryterium (cienka linia) i wynikow homogenizacji
(gruba linia) na ptaszczyznie oktaedrycznej. Warto$¢ cisnienia okdlnego oraz orientacja gtéwnych
kierunkow obciazenia wzglgdem kierunkoéw materialowych przedstawione sa na rysunku
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Rys. 4. Poréwnanie zidentyfikowanego kryterium (cienka linia) i wynikow homogenizacji
(gruba linia) na plaszczyznie oktaedrycznej. Warto$¢ cisnienia okolnego oraz orientacja gtdwnych
kierunkow obciazenia wzgledem kierunkoéw materialowych przedstawione sa na rysunku
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4. Nosnos$¢ graniczna podloza uwarstwionego

Zaproponowane kryterium zostalo zaimplementowane przez autorow do programu
FLAC. Jako przyktad zastosowania rozwigzano zagadnienie brzegowe no$nosci granicznej
podioza obciazonego tawa fundamentowa. Fundament zatozono jako nieskonczenie sztyw-
ny o szerokosci b = 1 m. Materiat podtoza przyjeto jako warstwowy, ztozony z dwoch sktad-
nikéw o parametrach odpowiednio V=100 kPa, ¢¥=20 kPa, a"V=0,15, a®= 0,05 i row-
nym udziale frakcyjnym.

Na rysunku 5 przedstawiono rozwiazanie tego zagadnienia w ptaskim stanie odksztat-
cenia w zaleznosci od orientacji kierunku uwarstwienia.
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Rys. 5. No$no$¢ podtoza obliczona programem FLAC z zaimplementowanym kryterium

5. Whioski

W pracy przedstawiono anizotropowe kryterium wytrzymatosci dedykowane materia-
fom ze struktura warstwowa. Przedstawiono prosty sposob identyfikacji kryterium poprzez
parametry struktury oraz pokazano bardzo dobra zgodnos$¢ proponowanego opisu fenome-
nologicznego z warto$ciami wytrzymato$ci uzyskanymi metoda homogenizacji. W $wietle
licznych problemoéw z modelowaniem wytrzymatosci struktur warstwowych w geotechni-
ce, proponowane kryterium wydaje si¢ by¢ idealne.

Jako przyktad zastosowania kryterium pokazano rozwiazanie zagadnienia no$nosci
granicznej podtoza uwarstwionego w funkcji kata uwarstwienia. Wyniki te pokazuja duze
mozliwo$ci zastosowania implementacji numerycznej proponowanego kryterium. Silna ani-
zotropia rozwigzania zagadnienia brzegowego pokazana na rysunku 5 z jednej strony czes-
ciowo tlumaczy liczne bledy powstajace przy projektowaniu konstrukcji z materiatu uwar-
stwionego — z drugiej pokazuje, jak wazne jest uwzglednienie specyficznych wlasciwosci
tego materialu w praktyce projektowe;.
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