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ANALIZA WYTRZYMALOSCIOWA STROPU
BEDACEGO W KONTAKCIE DWUPARAMETROWYM Z POKLADEM

PRZY EKSPLOATACJI NA ZAWAL

1. Wstep
Zajmowac¢ bedziemy si¢ analiza pasma plytowego stropu o grubosci 2 [m] znajduja-

cego sig na glebokosci A [m] i obciazonego cisnieniem p_ = yH [N/m’].
Warstwa stropu spoczywa ona poktadzie, ktory mozna przyjac jako podloze sprezyste.

Strop nad zrobami stanowi wspornik o dtugosci 1 m (rys. 1).

s 1St1'bp :

L]

Rys. 1

Pomigdzy stropem a poktadem istnieje kontakt dwuparametrowy typu Wieghardta:

0’ 0’
r(x,y) = ew(x, ¥) - ¢ ( a}(%#f] (1)

"
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gdzie:
r — jest odporem podtoza [N/m?],
¢ — wspolczynnik oporu whasciwego poktadu[N/m’],
w — ugigcie stropu [m],
¢, — sila naciagu powloki [N/m].

W analizowanym modelu sita ¢, (rys. 2) wyraza sig¢ zalezno$cia:

0’ 0’
4 (gvﬂﬂ —g )

: IR R
5 % %

Rys. 2

Zatem sita ¢, naciagu powloki (membrany) jest proporcjonalna do obciazenia ¢ i odwrot-
nie proporcjonalna do krzywizny:

2 2

Zatozenie bardzo dlugiego frontu $ciany zezwala na przyjecie walcowego zgigceia stropu:
w(x,y) = w(x)

A wigc mozemy zamiast pasma ptytowego rozwazac belkg o wysokosci /# [m], szero-
kosci b =1 m i module sprezystosci podtuznej (Younga):

E/
E= 4
— “)
gdzie:
E’ — modut sprezysto$ci skaty stropowe;j,
v — liczba Poissona.

Na belke stropowa (rys. 3) dziataja sity zewngtrzne, odpor podtoza i sity przekrojowe.
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Rys. 3

2. Wyznaczenie ugi¢¢ punktow osi belki

Catkowite ugigcie w(x) jest sumg przemieszczen podchodzacych od momentu zginaja-
cego M(x) i sity tnacej O(x):

W) = Wy, (1) + 3w, () 5)

We wzorze (5):

M(x)
EJ

Wiy ()= -
i (6)
() = =0

gdzie:
M(x) — moment zginajacy,

QO(x) — sila tnaca,
E, G — moduly sprezystosci odpowiednio Younga i Kirchhoffa,

k — stala zalezna od ksztaltu przekroju poprzecznego belki, dla przekroju prosto-
katnego k=1, 2,

F — pole przekroju poprzecznego belki

F=h-b[m].
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Roézniczkujac dwukrotnie zalezno$é (6); i jednokrotnie zalezno$¢ (6), wzglgdem zmien-
nej x otrzymamy dla obszaru kontaktu rownania:

W () = %(pz ) - ()

o ——ﬂ -r(x
w(x) = GF(pz(X) (x))

(7

Jezeli teraz rownanie (7), zrézniczkujemy dwukrotnie po zmiennej x i dodamy do roéw-
nania (7);, to otrzymamy rownanie rézniczkowe czwartego rzgdu niejednorodne na ugigcie
catkowite w(x):

¢,kb be,  ckb bc b kb
1+ W () -| 2 +—= W' (@) +—w(x)=—p. ———p." 8
( GF)W ) (EJ GF)W (It gy =gy PG P ®)

Poniewaz p, = const, to p.” = 0.
Roéwnanie charakterystyczne dla réwnania jednorodnego:

¢ kb be, ckb bc
T+ W ()| =% +— | (x)+— =0 9
( GF jw ) [EJ GF)W ) EJ W) ©)

jest rownaniem algebraicznym dwukwadratowym:

F E.
A b(c,GF + ckEJ N bcGF _ (10)
2EJ(GF + bck) EJ(GF +bc,k)

Wprowadzajac w (10) oznaczenia:

o = b(c,GF +ckEJ) ‘: 1 ]
’ m

= > R—
2EJ(GF +be k)

bcGF 1
=z emr " ® L) n

= (x_z 3 b(c,GF +ckEJ)
B*  2\/bcGFEJ(GF +bc k)

wyznaczamy pierwiastki 7y, r,, 73, 74 rtOwnania (10).
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I tak dla:

A>0e=vy>1

to:

Jezeli:

|A<O = O<1|J<l‘

to:

r= €™ cos(yx), r= e cos(Yx)

= €™ sin(yx), r, = e ™ sin(yx)

gdzie:

St

1
m

]

1
m

Wykorzystujac twierdzenie Zaremby o calce ogdlnej réwnania niejednorodnego:

[CORN. = CORJ. + CSRN.|

wyznaczamy catke szczeg6lng C.S.R.N. rbwnania (8):

z

w,(x) =

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

a7
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Zatem:

Py Ae" + A,e* + 4, + A e (18)
¢

w(x) =

Poniewaz dlax — oo, w(eo) = P o A =4,=0.
c
State A, 1 A4 wyznaczamy z warunkow dla x = 0 (rys. 1):

EJw"(sz)z—M(sz)z% (19)

EW" (x=0)=-0(x=0)=bp_[

Ponizej zestawiamy wyprowadzone rozwiazania na ugigcia w(x), odpor podioza

r(x) = ew(x) — c;w {x), moment zginajacy M(x) i site tnaca O(x):

e
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w(x) = L + p.Ib (lnt;zergx_'_z_zlrz emx]
2EJ)(r,—n)\ n ,
% |:(lr4 i Clrzz) ne (I, =2)(c - Clr42) r‘x:|

r(x)=p, + - e — - o

2EJ(r,—1,) 7, "

(20)
M(x) = —pZ—lb[(lr = 2)e"" = (Ir, - 2)e"* |
2(’”4 - rz) ! ?
o= _2(,9_15)[ (I, =)™ =1, (I, ~2)e |
y=1

w(x) == +pz—lb[3lB+4+(2+lB)B x] eP-

2EJP’
rx)=p. *%[4c+18<3c—82c1)+(2+16)<c—62c1 B xe? 1)

M(x)= —pleb[l +(2+B)x]e ™"

Ib
O(x) = —pZT[z —Q2+IBP x]e™



2,2
b, b v(4A+1(3X —v7))cos(y x)+ N

2EJ\((7u2 +v%)? +(2002 =y?) + M =3y )sin(y x)

v(dch+1e(BR —v*) = le, (A —v*) )eos(y x)+

p.lb 2 .2 2, 232 2 2 “Ax
——= I +(2c¢(A° =Y )—2¢, (A" + + AMc(\N =3y7)—
2EJ (M +v°) (260 =) =26 (0 +1') +MeG =37~ e 22)

—Me, (A7 +v7)? )sin(y x)

r(x)=p.+

M(x)=-

p;lb{lcos(y 0+ 2 Gngy x)}e'k

Q(x)—— p.lb |:ZCOS(Y x)—;(27»+l(7»2 +v ))sm(y x)}

Energia sprezysta belki wspornikowej

Dla belki wspornikowej o dtugosci 1 m (rys. 1) wyznaczamy:

energie sprezysta W:

1

m{f (€)de+ k(“v)jQ ©dt | =

(23)
27273
p. bl 2 2
=—=——1 9" +12(1+ v)h
360EJ [ (+v) ]
energi¢ zmiany objgtosci:

1-2v
VT 6EJ I

(&)d §_120EJ b7l 24

energi¢ zmiany postaci:

1+v
W, =W-W,=——(*+21")p.* b’ 25
r v 60EJ( )D. (25)
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4. Wyznaczenie dlugos$ci granicznej wspornika

Dlugo$¢ graniczna wspornika obliczono z dwoch warunkéw wytrzymatosciowych i dwoch

hipotez wytezeniowych, tj.: Rankine’a—Clebscha oraz Burzynskiego.

6M R
D O == 3%<R, = I < |h
bh ¢ 3p.
2R
2) Tmax = EQmax S RC = lT S - h
2 bh 3p.
- 2R
DI i i PN o S SR SR
2 2 3p.(4R, +3p,)
2 _
4) x=-*:, GOBZK—H 02+312+K—105Rk =
R, 2K 2

~(901+x) p. +16K* (k- D)R, )+

1
<—
24|6p.(1+x*)(1+2k - k%) .

= I

(901 +%) p, +16K*(k~DR, )

+

+256K°(1+K*)(1+ 2k —x*)R,’

L, =min(/;, 0,1y 1)

5. Przyklad obliczeniowy

h

(26)

@7

(28)

(29)

(30)

Na podstawie wyprowadzonych wzoréw podajemy wyznaczona dlugo$é krytyczna (/;,.),
energi¢ sprezysta (W) i jej rozktad na czesci (W,) i (W)) oraz w formie wykresow prze-
mieszczenia w(x), odpor podtoza r(x), momenty zginajace M(x) i sity tnace Q(x) (rys. 4),

dla nastepujacych danych:

— ceksploatacja na zawat poktadu wegla o grubosci m = 2,5 m,
— modut £ =3 GPa,
— wspdlczynnik oporu wlasciwego
c= E =1,2 GPa/m,
m
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— strop jest z tupku piaszczystego:

h=12m,

v=0,3,

E= E — =7 GPa,
1-v

G=——=2,7GPa,
2(14+v)

— na glebokosci H = 500 m ci$nienie pionowe p, =13 MPa,

—  dlugos¢ wspornika /<1, [m],

— sifa naciaguc¢, = 20 GPa-m,

—  wytrzymalo$¢ obliczeniowa na rozciaganie przy zginaniu R, = R, = R, =16 MPa,

— wytrzymato$¢ obliczeniowa na $ciskanie przy zginaniu R, = 80 MPa.

Rozwigzanie:

I, =7,686 m,

[, =73,846 m,

lyc = 6,058 m,

l, =4,015m,

l=min(l,l [, .,l;)=4,015m.

Do dalszych obliczen przyjgto / =4 m
W =171,248 kN -m,

W, =0,572 kN -m,

W, =70,676 KN -m.
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Na rysunkach 4-7 pokazano przebieg zmiennosci funkcji w(x), r(x), M(x), O(x) dla
podtoza dwuparametrowego — linia ciagta, za$ jednoparametrowego — linia przerywana,
a ich warto$ci podaje tabela 1.
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Rys. 4. Ugigcie
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Rys. 5. Odpoér podioza
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Rys. 6. Moment zginajacy
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Rys. 7. Sita tnaca
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TABELA 1
Wartosci rzednych do przykladu obliczeniowego

c;=20 c1=0 c;=20 =0 c;=20 =0 c;=20 =0
x w(x) w(x) r(x) 7(x) M(x) M(x) O(x) O(x)
[m] [cm] [em] | [MPa] | [MPa] | [10°kNm] | [10°kNm] | [10°kN] | [10°kN]
0 4288 | 3,227 | 49396 | 38,725 | —1,040 -1,040 5200 | -5,200
1 3979 | 2,983 | 44,822 | 35794 | -1475 -1,463 3,567 | -3,338
2 3,684 | 2,753 | 40,712 | 33,035 | -1,765 -1,722 2276 | -1912
3 3,407 | 2,540 | 37,038 | 30,480 | —1,940 -1,857 1267 | -0,837
4 3,149 | 2,345 | 33,770 | 28,144 | 2,026 -1,899 -0,489 | 0,045
5 2911 | 2,170 | 30,878 | 26,035 | —2,044 -1,874 0,098 0,521
6 2,693 | 2,012 | 28329 | 24,148 | -2,011 -1,801 0,532 0,911
7 2,495 | 1,873 | 26,093 | 22,474 | -1,942 -1,696 0,842 1,162
8 2,317 | 1,750 | 24,139 | 21,003 | -1,846 -1,572 1,052 1,308
9 2,157 | 1,643 | 22,438 | 19,719 | 1,734 -1,437 1,185 1,374
10 2,013 | 1,550 | 20,963 | 18,605 | 1,611 -1,299 1,256 1,380
11 1,886 | 1,471 | 19,690 | 17,647 | —1,484 -1,162 1,281 1,345
12 1,774 | 1,402 | 18,595 | 16,826 | —1,356 -1,031 1,271 1,280
13 1,675 | 1,344 | 17,656 | 16,129 | -1,231 -0,907 1,234 1,197
14 1,588 | 1,295 | 16,854 | 15,540 | —1,110 -0,792 1,179 1,102
15 1,512 | 1,254 | 16,173 | 15,044 | —0,995 -0,687 1,112 1,002
16 1,446 | 1,219 | 15596 | 14,631 | —0,888 -0,591 1,037 0,902
17 1,389 | 1,191 | 15,109 | 14,289 | —0,788 -0,506 0,958 0,804
18 1,340 | 1,167 | 14,701 | 14,006 | —0,696 -0,431 0,878 0,710
19 1,208 | 1,148 | 14360 | 13,775 | -0,613 -0,364 0,798 0,623
20 1,262 | 1,132 | 14,076 | 13,588 | —0,537 -0,306 0,722 0,542
21 1,231 | 1,120 | 13,841 | 13,437 | -0,468 -0,255 0,648 0,469
22 1,205 | 1,110 | 13,648 | 13,316 | —0,407 -0,212 0,579 0,403
23 1,182 | 1,102 | 13,490 | 13,221 | 0,352 -0,175 0,515 0,344
24 1,164 | 1,096 | 13,362 | 13,146 | —0,304 -0,143 0,456 0,291
25 1,148 | 1,091 | 13258 | 13,089 | —0,261 -0,116 0,402 0,246
26 1,135 | 1,087 | 13,176 | 13,045 | -0,223 -0,093 0,352 0,206
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TABELA 1 cd.

27 | 1,124 | 1,084 | 13,111 | 13,012 | -0,190 -0,075 0,308 0,171
28 | 1,115 | 1,082 | 13,060 | 12,989 | 0,161 -0,059 0,268 0,142
29 | 1,108 | 1,081 | 13,021 | 12,972 | -0,136 -0,046 0,232 0,116
30 | 1,102 | 1,080 | 12,992 | 12,961 | -0,115 -0,036 0,200 0,095
31 | 1,097 | 1,080 | 12,970 | 12,955 | —0,096 -0,027 0,172 0,077
32 | 1,093 | 1,079 | 12,955 | 12,951 | —0,080 -0,020 0,148 0,062
33 | 1,090 | 1,079 | 12,944 | 12,950 | —0,067 -0,015 0,126 0,049
34 | 1,087 | 1,079 | 12,938 | 12,951 | -0,055 -0,010 0,107 0,039
35 | 1,085 | 1,079 | 12,934 | 12,953 | -0,045 -0,007 0,091 0,030
36 | 1,084 | 1,080 | 12,933 | 12,956 | —0,037 -0,004 0,076 0,023
37 | 1,083 | 1,080 | 12,934 | 12,959 | -0,030 -0,002 0,064 0,017
38 | 1,082 | 1,080 | 12,936 | 12,962 | —0,024 -0,001 0,054 0,013
39 | 1,081 | 1,081 | 12,939 | 12,966 | —0,019 0,000 0,045 0,009
40 | 1,081 | 1,081 | 12,943 | 12,970 | -0,015 0,001 0,037 0,006
41 | 1,081 | 1,081 | 12,947 | 12,973 | -0,012 0,002 0,030 0,004
42 | 1,081 | 1,081 | 12,951 | 12,976 | -0,009 0,002 0,025 0,002
43 | 1,081 | 1,082 | 12,955 | 12,979 | -0,007 0,002 0,020 0,001
44 | 1,081 | 1,082 | 12,959 | 12,982 | -0,005 0,002 0,016 0,000
45 | 1,081 | 1,082 | 12,963 | 12,985 | -0,003 0,002 0,013 | -0,001
46 | 1,081 | 1,082 | 12,967 | 12,987 | -0,002 0,002 0,010 | -0,001
47 | 1,081 | 1,082 | 12,970 | 12,989 | -0,001 0,002 0,008 | —0,001
48 | 1,081 | 1,083 | 12,974 | 12,990 | —0,001 0,002 0,006 | —0,002
49 | 1,081 | 1,083 | 12,977 | 12,992 | 0,000 0,002 0,005 | —0,002
50 | 1,082 | 1,083 | 12,979 | 12,993 | 0,000 0,002 0,003 | —0,002

6. Podsumowanie

Przytoczone w pracy rozwigzania pozwalaja na podanie kilku uwag koncowych. Oka-
zalo sig, ze nieklasyczny problem belki spoczywajacej na podlozu dwuparametrowym typu
Wieghardta ma $ciste zamknigte rozwiazanie wyrazone w klasie funkcji elementarnych. Jak
widaé, ugigcie stropu jest wigksze dla podtoza dwuparametrowego, co wynika z krzywizny
dla x = 0 m. Wiaze si¢ to z wigkszym odporem podtoza (por. rys. 5). Rowniez moment zgi-
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najacy jest wigkszy dla podloza dwuparametrowego. Sita tnaca w przedziale od 0 do 12 m
jest mniejsza niz w podtozu jednoparametrowym, za§ w przedziale x > 12 m jest wigksza.
Przejécie do podloza Winklera jest natychmiastowe (c¢; = 0). Uwzglednienie wplywu sit
tnacych na ugigcie jest mozliwe.

Praca moze znalez¢ zastosowanie w mechanice gorotworu przy analizie napr¢zen w fi-
larach ochronnych i ociosach w sasiedztwie frontu eksploatacji, a takze w budownictwie przy
analizie belek na terenach objetych wplywami szkod gorniczych, przy wymiarowaniu taw
fundamentowych, nadprozy itp.
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