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OCENA ZAWARTOSCI POPIOtLU W POKLADACH WEGLA
ZA POMOCA NIEPARAMETRYCZNYCH
METOD STATYSTYCZNYCH**

1. Wprowadzenie

W procesie przerobki wegla niezwykle waznym problemem jest doktadne oszacowanie
parametréw (np. zawartosci popiotu, wilgotnosci, miazszosci itp.) w badanej partii wegla.
Aby tego dokona¢, nalezy jak najdoktadniej okresli¢ rozktad badanej cechy (czyli ggstos¢
rozktadu, dystrybuantg). Wegiel wchodzacy jako nadawa do procesu przerdbczego jest za-
zwyczaj mieszaning wegli pochodzacych z réznych poktadéw danej kopalni. Kazdy poktad
charakteryzuje si¢ odmiennymi cechami i generuje rézne typy rozktadéw badanych para-
metrow. Tak wigc rozktad prawdopodobienstwa badanej zmiennej w calej populacji (partii
wegla) nalezy traktowac jako mieszaning rozktadéw badanej cechy w poszczegdlnych frak-
cjach [10, 11].

W artykule oszacowano zawarto$¢ popiolu w weglu na przykladzie jednej z kopaln.
W celu okreslenia gestosci rozktadu zmiennej losowej, ktora jest zawarto$¢ popiotu, zasto-
sowano nieparametryczne metody aproksymacji, tj. metode jadrowa oraz metodg Fouriera.

2. Rozklad zawartos$ci popiolu w weglu jako mieszanina rozkladow

Na przyktadzie kopalni Y (istniejacej w rzeczywistosci) wyrdzniono 6 poktadow we-
gla, z ktorych kazdy charakteryzuje si¢ innymi wartosciami interesujacych nas wielkosci.
Do przerobki trafia wegiel bedacy mieszaning wegli z wszystkich poktadéw. Zawartosé
popiolu w weglu bedacym nadawa bedzie wige zrdéznicowana i zalezy od tego z jakiego po-
ktadu pochodzi dana partia weggla. Rozwazmy kazdy z 6 poktadow, z ktorych pochodzi wy-
dobywany wegiel.

: Wydziat Gérnictwa i Geoinzynierii, Akademia Gorniczo-Hutnicza, Krakow
¥
Artykut powstat w ramach pracy statutowej nr 11.11.100.238
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Okres$lmy, ze:

X; — zawartos$¢ popiotu w weglu pochodzacym z i-tego poktadu, gdzie i=1, ..., 6.

X — zawarto$¢ popiotu w weglu wydobywanym w zaktadzie Y.

Przyjmijmy, ze rozktad zmiennej losowej X jest mieszaning rozktadéw zmiennych loso-
wych X, ..., Xg, czyli ogélna posta¢ dystrybuanty zmiennej X jest rowna:

6

F(x)= pF(x)

i=1

gestosé rozktadu zmiennej X zadana jest wzorem:

f(x)=i§6:,piﬁ(x)

gdzie:
fi(x) — gestosé rozktadu zmiennej X,
p: — procentowy udziat i-tej frakcji w populacji generalne;.
TABELA 1

Przykladowe zestawienia procentowych udzialow wegla
z szeSciu pokladéw w nadawie trafiajacej do przerobu

N te;“;‘)irla i Poklad 1 | Poklad2 | Poklad3 | Poklad4 | Poklad 5 | Poklad 6

pi;eiiﬁa‘:m E?SOCA) 13 12 15 14 12 15

Sr:ilzga?gglx?ie 2,2 1,5 3 43 35 1.9
Ml 0 0 0.5 0 0 0,5
M2 0.5 0.5 0 0 0 0
M3 0 0.5 0,5 0 0 0
M4 0,1 0,5 0,1 0,1 0,1 0,1
M5 0.1 0.1 0.5 0.1 0,1 0,1
M6 0.2 0.2 0.2 0.2 0,1 0,1
M7 0 0,15 0.6 0 0,15 0
M8 0 03 0,7 0 0 0
M9 0,1 0.2 0,65 0 0,05 0

W tabeli 1 podano przyktadowe zestawienia (Mk, k= 1, ..., 9) udzialéow procentowych
wegla w nadawie trafiajacej do przerobu oraz przyktadowe rozktady zmiennej losowej X
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w nadawie przy zatozeniu log-normalnosci rozktadow zmiennych losowych X; (i =1, ..., 6).
Dane te pochodza z istniejacej kopalni wegla B na Gornym Slasku.

Jezeli zatozymy, ze rozklad zawarto$ci popiotu w poszczegodlnych poktadach jest roz-
ktadem logarytmiczno-normalnym o parametrach (m;, 6, czyli:

(Inx—m, )Z

fi(x)=;e_ 20 dla x>0 (D
X021

to funkcja gestosci zmiennej losowej X (czyli zawartosci popiotu w badanej partii wegla)
zadana jest wzorem:

(Inx—m )2

(e vy, 1T
J(X)—mgp,-c—ixe )

Dla zmiennej losowej o rozktadzie logarytmiczno-normalnym zachodza wzory:

15
—c°+m

E(X)=e2

oraz

Stosujac metod¢ momentdéw do wyznaczenia estymatorow nieznanych parametrow roz-
ktadu, otrzymujemy:

1, s’ +x’
m =InX ~~ln a #x, 3)
>+ X7
ol =l dla i=1,2,..,6 €

i

Uwzgledniajac warto$ci zawarte w tabeli 2, mozna zapisaé, ze funkcja gestosci zmien-
nej X (czyli zawartosci popiotu w nadawie) ma postaé

(Inx-2,688)"
0,078

(Inx-2,47)
0,03

(Inx-2,551)"
0,056

1 1 1
—F—e +p,————e +p,———e
mewm maumm “wam
f(x)= (%)

1 (Inx-2,594)° (Inx-2,444)" (lnx-2,7)

+p, e 08 0,1632 0,0326
0,3V2m

1
+p——— ——
mQ%WM ”muwm
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TABELA 2

Zestawienie wartosci oczekiwanych oraz wariancji
dla poszczegolnych pokladéw wegla w kopalni B

Nr poktadu m; o;
Poktad I 2,551 0,028
Poktad IT 2,47 0,015

Poktad I1I 2,688 0,039
Poktad IV 2,594 0,09

Poktad V 2,444 0,0816
Poktad VI 2,7 0,0163

Przebiegi tej funkcji dla ré6znych udziatéw Mk ilustruje rysunek 1.

0,25 1
== \11(P3_0,5;P6_0,5) A

02 —— M2(P1_0,5;P2_0,5)
—e— M7(P2_0,15;P3_0,6;P5 _0,15)

0.15

0.1

0,05

0 N —

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Rys. 1. Przyktadowe funkcje gestosci mieszanin rozktadow zawartosci popiotu w weglu

Wida¢ wigce, ze wynikowe funkcje gestosci dla zawartosci popiotu w weglu roznig sig
znaczaco postacia w zalezno$ci, jaki jest udzial procentowy poszczegoélnych pokladéw
wegla w nadawie. Co wigeej, krzywa ggstosci zawarto$ci popiotu w nadawie nie musi by¢
krzywa ggstosci rozktadu log-normalnego, a postaé wzoru opisujacego t¢ krzywa nie jest
postacia dotyczaca typu rozkladu zmiennej losowej opisanego w literaturze.
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3. Estymacja jadrowa

Estymatorem jadrowym gestosci f{x) rozktadu zmiennej losowej X nazywa si¢ funkcje

- J R X=X
=—>M»K d 6
P 3 K[550] ©
gdzie funkcja K(x), zwana jadrem, jest funkcja nieujemna, spetniajacg warunek [2]

[ K(x)dr=1 ™

—oo

natomiast z > 0 jest parametrem zwanym szeroko$cia pasma; (xi, ..., X,) 0znacza realizacj¢
probki losowej.
Przedstawiono wyniki estymacji opartej na [5]:

— jadrze Epanechnikova

3 (l—izxzj dla |x|Sx/§
5
0

K(x)=1445 da > 3 ()

jadrze Gaussa

1 1 2)
exp| ——x" |,x€R 9
\N2n p( 2

Doboru wartosci szerokosci pasma / dokonuje si¢ [3, 6] nast¢pujaco:

— dla jadra Epanechnikova

1
h =1,056n 5s (10)

opt
— dla jadra Gaussa
_
h,, =1,066n 3s 11
gdzie:
n — liczebnos$¢ probki losowej,

1 _ .
s — estymator odchylenia standardowego (s = —(xl. —x)2 ] obliczony na
n

podstawie tej probki.
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Stosujac estymacj¢ jadrowa przy uzyciu jadra Epanechnikova, otrzymano nast¢pujace

funkcje gestosci zawartosci popiotu w weglu na poszczegdlnych poktadach (fi(x) — funkcja
gestosci dla i-tego poktadu):

_19962 (1-1020,41(x- %)),

IED

£, (x)= £, (x)=6,708 2 ,(1-8000(x-x,)"),

zeD

fi(x)=1156 Y, n (1-237,81(x-x)’)

ieD;(x)

_14582 (1-378(x=x)"),

IED

x)=1,795 2 (1-1338.89(x— 5, )' ).

lED
gdzie D, (x) = {i;x € [x[ . NEE h\/ﬂ}

Uzywajac w estymacji jadrowej jadra Gaussa, otrzymano nastgpujace estymatory gestos-
ci zawartosci popiotu dla poszczegolnych poktadow:

)
g( ) 237526 00008’

)

g, (x) — ( 3 992 0,0002 ,

_x=x)’
g( _17352 00014

i=1

n 7(X‘xi)z
g(x)= 1,37626 0.0017

i=1

()
( 3 3252 00003

i=1
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4. Estymacja gestosci metoda Fouriera

Jedna z bardziej znanych metod nowoczesnej teorii nieparametrycznej estymacji funk-
cji gestosci zmiennej losowej jest aproksymacja przy uzyciu szeregu Fouriera [1, 4]. Niech
ciag funkcji {(pj (x)} jest ciagiem ortonormalnym na przedziale [0, 1] gdzie

( ) lda j=0 (12)
(x)=
® V2cosmix dla j=1,2,...

Jezeli zmienna losowa przyjmuje wartosci z przedziatu [a, b], to poprzez transformacj¢
liniowa zamienia si¢ ten przedziat na [0, 1]. Zamiang zmiennych dokonuje si¢ wedtug po-
nizszego wzoru

1 a

b-a b-a

X'=

(13)

Estymatorem ggsto$ci metoda Fouriera jest funkcja
J
£ (x)=3 0,0, (14)
j=0

gdzie J nazywa si¢ parametrem obcigcia.

Estymatorami wspotczynnikow Fouriera Q; sa
~ l n
0,=130,(x) 13
i=1

gdzie xy, ..., X, oznacza n-elementowa realizacj¢ probki losowe;.

Za estymator parametru obcigcia J przyjmuje si¢

2Qo _sz] (16)
n

J= argmini[

0<J<J, ji=0

dla ktérego argmin (a, ) przyjmuje warto$ci rowne indeksowi s najmniejszego elementu spo-
0<Js<J,

srod (ao,..., a, ), natomiast J, oznacza cze$¢ catkowitg liczby (4 + 0,5In n).
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Stosujac metodg Fouriera, otrzymano nastgpujace estymatory funkcji gestosci:

h (x) =1-+/2(0,0142 cos Tix + 0, 6486 cos 21x),
h, (x) =14+~/2(0,2785 cos Tux +1,0650 cos 27x),
hy (x) = 1-~/2(0,4574 cos Tx + 0, 5036 cos 2mx),
h, (x)=1-0,9120cos x,

hy (x) = 14++/2(0,1640 cos Tx — 0,4893 cos 27x),

he (x) =1-~/2(0,4760 cos Tx + 0,693 1 cos 21tx — 0, 7000 cos 37x).

Do oceny miary dopasowania zastosowane zostanie srednie odchylenie resztowe, obli-
czone wedhug wzoru

Z(F(xi)-ﬁ(xl-)z)
s, == — (17)

gdzie:
F — dystrybuanta rozktadu uzyskana przez estymacje,
F — dystrybuanta empiryczna,
n — liczba pomiarow.

Wyniki dla stosowanych metod, jak i dla rozktadu logarytmiczno-normalnego przedsta-
wia tabela 3.

TABELA 3
Zestawienie wynikow odchylen resztowych dla zastosowanych metod aproksymacji
Poktad Log-norm Epanechnikov Gauss Fourier
I 0,0594 0,0809 0,0800 0,0487
I 0,0576 0,1164 0,1163 0,0422
I 0,0506 0,0472 0,0466 0,0636
v 0,0840 0,0723 0,0702 0,0548
A% 0,0511 0,0647 0,0637 0,0325
VI 0,0659 0,0608 0,0620 0,0490
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Graficzna prezentacjg otrzymanych dystrybuant przedstawiono na rysunku 2.
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Rys. 2. Zestawienie aproksymant dystrybuant zawarto$ci popiotu w weglu
uzyskanych ré6znymi metodami dla wegla z poktadu I

Dla wigkszo$ci poktaddéw najlepsze przyblizenie stanowi funkcja gesto$ci uzyskana
metoda Fouriera, natomiast dla poktadu trzeciego najlepszy wynik daje metoda Gaussa. Ana-
lizujac btedy, mozna stwierdzi¢, ze dopasowane rozklady logarytmiczno-normalne w nie-
ktorych przypadkach daja lepsze wyniki niz rozktady uzyskane metodami jadrowymi, co
potwierdza celowo$¢ okreslania rozktadu zawartosci popiotu w weglu jako rozktadu loga-
rytmiczno-normalnego.

Na podstawie otrzymanych wynikow, najlepsza aproksymacj¢ funkcji gestosci zawar-
tosci popiotu w weglu w nadawie bedzie stanowié¢ mieszanina funkcji gestosci dla poszcze-
gblnych poktadow, dla ktorych warto$¢ s, jest najmniejsza, czyli

IABEWIAE (19)

gdzie fiy(x) oznacza estymator gestosci w i-tym pokladzie, dla ktéorego wartos¢ s, jest naj-
mniejsza [7-9].
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Przyktadowe poréwnanie dystrybuant mieszanin rozktadow otrzymanych réznymi me-
todami zaprezentowano na rysunku 3.

| /
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zawarto$¢ popiotu, %

Rys. 3. Porownanie dystrybuant otrzymanych dla réznych typéw aproksymac;ji
na przyktadzie mieszaniny rozktadow M5

TABELA 4

Zestawienie wartoSci prawdopodobienstwa, ze zawarto$¢ popiolu w nadawie wegla
nie przekracza 15% (P(X < 15%))

miegz}Ziriliny Log-norm Epanechnikov Gauss Fourier 1’:“0
MI 0,5641 0,4704 0,4721 0,5504 0,5338
MII 0,9176 0,8296 0,8326 0,9089 0,9089
MIII 0,7571 0,7055 0,7096 0,7742 0,7577
MIV 0,8258 0,7496 0,7522 0,8248 0,8315
MV 0,6519 0,5939 0,5968 0,6442 0,6277
MVI 0,7383 0,6601 0,6641 0,6887 0,6821

MVII 0,6734 0,6263 0,6304 0,6685 0,6488
MVIII 0,6702 0,6276 0,6319 0,6839 0,6608
MIX 0,6725 0,6249 0,6290 0,6762 0,6547
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Tabela 4 przedstawia prawdopodobienstwa tego, ze zawarto$¢ popiotu w weglu w na-
dawie nie przekracza 15% dla przyktadowych mieszanin podanych w tabeli 1, przy zatoze-
niu, ze dla wszystkich poktadéw funkcje gestosci byly wyznaczane ta sama metoda jak i dla
funkcji gestosci, bedacej mieszaning optymalnych estymatoréw na danym poktadzie.

Obliczone prawdopodobienstwa rdznia si¢ w zaleznosci od rodzaju mieszaniny. Dla
rozktadu logarytmiczno-normalnego przyjmuja najwigksze wartosci, ale trzeba wzia¢ pod
uwage, ze rozklad ten nie byt optymalnie dopasowany do rzeczywistego rozktadu najbar-
dziej prawdopodobne wartosci przedstawia ostatnia kolumna.

Wartosci tych prawdopodobienstw mozna wykorzystaé przy ocenie ryzyka ekonomicz-
nego przy podejmowaniu decyzji determinujacych jakos¢ oferowanego wegla. Bledne osza-
cowanie jego parametrow moze prowadzi¢ do wymiernych strat finansowych, jak rowniez
obnizy¢ warto$¢ produktu.

5. Whioski

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna sformutowaé nastgpujace wnioski:

1) rozklad zawarto$ci popiotu w nadawie wegla nalezy rozpatrywaé jako mieszaning
rozktadow tej cechy w poszczegodlnych poktadach;

2) zastosowanie nieparametrycznych metod estymacji pozwala precyzyjniej okresli¢ funk-
cje gestosci niz w przypadku zatozenia, ze rozktad badanej cechy nalezy do rodziny
rozktadow zadanych z gory (np. rozktad logarytmiczno-normalny);

3) w poszczegolnych pokladach nie zawsze ta sama metoda daje najlepszy, mozliwy efekt,
dlatego celowe jest zastosowanie funkcji ggstosci mieszaniny optymalnych estymato-
roéw dla poszczegolnych frakcji;

4) metody nieparametrycznej estymacji pozwalaja doktadniej okresli¢ prawdopodobien-
stwo ryzyka ekonomicznego, zwigzanego z zatozeniem okre$lonej jakosci wegla.
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