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ZASTOSOWANIE ROWNANIA BILANSU
DO WYBRANYCH ZJAWISK FIZYCZNYCH
ZACHODZACYCH W WYROBISKACH GORNICZYCH**

1. Rownanie bilansu

Jak wiadomo, pewne wielkosci fizyczne mozna bilansowac, stad tez takie procesy, jak
przewodzenie ciepta, filtracja gazow w osrodku porowatym czy dyfuzja, opisa¢ mozna jed-
nym réwnaniem. W tym celu prowadzi si¢ rozumowanie takie jak przy wyprowadzaniu
réwnania ciaglo$ci — zaktada si¢ osrodek ciagly, w ktorym wyodrgbnia si¢ dowolna objg-
tos$¢ Q) ograniczona powierzchnia F, ktora orientuje si¢ wektorem normalnym na zewnatrz
analizowanego obszaru.

Przyjmuje si¢ nastgpujace oznaczenia:

G — natgzenie strumienia wielko$ci fizycznej, czyli ilo§¢ transportowanej wielko-
$ci fizycznej przypadajaca na jednostkowa powierzchni¢ w jednostce czasu;
I — gestos¢ (koncentracja) analizowanej wielkosci fizycznej, czyli jej ilos¢ za-

warta w jednostce objgtosci;

f — funkcja zrédta, czyli funkcja okreslajaca doptyw (lub odplyw) rozwazanych
jednostek fizycznych odniesiona do wyodrebnionej objetosci; przedstawia
ona ilo$¢ jednostek fizycznych doptywajacych (lub odplywajacych) do jed-
nostki objgtosci w jednostce czasu.

W celu dokonania bilansu danych jednostek fizycznych okresla si¢ nastepujace wielkosci:
— Ilo$¢ analizowanej wielkosci fizycznej I' zgromadzonej w objgtosci Q wynosi
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natomiast jej zmiana w czasie dt w calej objetosci Q jest nastepujaca
j j j N 1dr )
o ot

— Tloé¢ wielkoéci fizycznych G przeplywajacych przez powierzchnig F w czasie dt; po
skorzystaniu z twierdzenia Greena zapisa¢ mozna nastgpujaco

[[GaFadr = [[[divG dQad: 3)
F Q

—  Wydajnos¢ zrodet jednostek fizycznych f'w objgtosci QO w czasie df wynosi

” j FdQdt 4)
Q

Korzystajac z fizycznej zasady zachowania, mozna napisac

- or
{(j}jdedengjzjfdQ dt:'fygdﬂ dt (5)

Na obszar Q) nie nalozono zadnych ograniczen, a zatem z twierdzenia o sumie catek
otrzymuje si¢ nastgpujace rownanie

o L divG - f=0 (©)
ot

Jesli wielkoscia ekstensywna w rownaniu (6) jest masa plynu, a wielkoscia intensywna
jego gesto$é, to przedstawia ono klasyczne rownanie ciagtosci. Jesli natomiast przez G, I’
i f oznaczy si¢ inne wiclkosci fizyczne, ktdre mozna bilansowaé, to rownaniem (6) opisac
mozna wymienione wczesniej procesy fizyczne:
— przewodzenie ciepta,
—  przeplyw gazow przez osrodek porowaty,
— dyfuzjg gazow.

2. Przewodzenie ciepla

Jak wiadomo z termodynamiki, przewodzenie ciepta jest zjawiskiem polegajacym na
przenoszeniu energii wewnatrz o$rodka materialnego lub z jednego osrodka do drugiego
przy ich bezposrednim zetknigciu. Ten sposdb wymiany ciepta jest charakterystyczny
przede wszystkim dla ciat statych. W cieczach i gazach przewodzenie ciepta w czystej po-
staci, bez rdwnoczesnego udziatu innych sposobow wymiany ciepla, wystepuje rzadziej
[3-5, 8].
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Niech G w réwnaniu (6) oznacza natezenie strumienia ciepta, ktore zgodnie z prawem
Fouriera wynosi

G =—\gradT @)

gdzie:

A — wspotczynnik przewodzenia ciepta, ktorego wartos¢ w zalezno$ci od rodzaju
materiatu zmienia si¢ w bardzo szerokich granicach; nalezy pamietaé, ze prze-
wodnos$¢ cieplna gazéw na ogét w miar¢ wzrostu temperatury rosnie i jest
mniejsza od przewodnosci cieplnej cieczy, natomiast przewodno$é cieplna
cieczy w miar¢ wzrostu temperatury maleje;

T — temperatura.

Niech ponadto I" okresla wielko$¢ zdefiniowana nastgpujaco

r- chT:

cpT ®)

gdzie ¢ i p to odpowiednio ciepto wiasciwe i gestos¢ osrodka przewodzacego ciepto.
Rownanie (6), po uwzglednieniu (7) i (8), przyjmie posta¢

div(hgrad )+ f = %(cpT) )

Jest to ogdlne rownanie przewodzenia ciepta; prawa strona tej zaleznosci wyraza przy-
rost entalpii osrodka w analizowanym obszarze. Jesli ponadto zatozymy, ze A, c 1 p sa stale,
to réwnanie (9) przyjmie postac

aAT + S _or (10)
cp Ot
gdzie:
o’r  o°T  o°'T
AT=V’T = ——S+ 5+
Ox oy 0z
A
a=— — wspolczynnik wyrownywania temperatury zwany roéwniez wspot-
P czynnikiem przewodnictwa temperaturowego.

Jezeli ponadto w analizowanym obszarze nie ma zrodet energii (f = 0), to réwnanie
(10) przyjmuje postaé

aar =L (11)
ot

Jest to rownanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu typu parabolicznego, nazywa-
ne rownaniem Fouriera.
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W przypadku ustalonego procesu przewodzenia ciepta otrzymamy réwnanie Laplace’a
AT =0 (12)

a w przypadku ustalonego przewodzenia ciepla przy istnieniu wewngtrznych zrodet ciepta
— znane w literaturze technicznej rownanie Poissona

AT + S 0 (13)
A
Powyzsze rownania wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi sa matematycznym
opisem problemoéw przewodnictwa cieplnego.

Przyklad obliczeniowy

Obliczy¢ wptyw grubosci (8,) warstwy pianki poliuretanowej nalozonej na zewngtrz-
na strong tamy pozarowej wykonanej z cegly o grubosci 61 = 0,5 m na wielkos$¢ przewo-
dzonego przez nig strumienia ciepta oraz okresli¢ temperaturg (7-) zewngtrznej Scianki
pianki poliuretanowej przy ustalonym przewodzeniu ciepta. Do obliczen przyjaé nastgpu-
jace dane:

— pole powierzchni tamy pozarowe;j:

S=14m%

— stala temperatura wewngtrznej Scianki tamy, rowna temperaturze gazow pozarowych:
T,=403 K,

— wspdtczynnik przewodzenia ciepta przez mur tamy pozarowe;j:
A1 =0,8 W/(m-K),

— stala temperatura powietrza w wyrobisku od zewngtrznej strony tamy (czyli od strony
pianki poliuretanowej):

T,=300K,

— wspdtczynnik przejmowania ciepta od strony zewngtrznej (warto$¢ wspotczynnika o,
okres$lono wedlug zaleznosci podanych w pracach [4, 5, 8, 9]):

a. = 6,23 W/(m*K),

— wspotczynnik przewodzenia ciepla przez piankg poliuretanowa, ktora pokryto tameg
pozarowa:

A = 0,03 W/(m-K).
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Wielko$¢ strumienia ciepta Q oblicza sig ze znanego wzoru Pecleta [4]:
0=Sk(T,-T,),

gdzie k — wspolczynnik przenikania ciepta dla dwuwarstwowej przegrody ptaskiej przy
znanej temperaturze $cianki wewngtrzne;j:

1
k_
8 8% 1
Moohy oo,

Po wyliczeniu warto$ci strumienia O temperaturg $cianki zewngtrznej 7. pianki poli-
uretanowej oblicza si¢ z zaleznosci:

T.=T 0 5—1+6—2 .
Posin o,

Na rysunku 1 przedstawiono otrzymane wyniki obliczen strumienia ciepta (Q) prze-
wodzonego przez analizowang tameg oraz temperaturg jej Scianki zewnetrznej (77) w zalez-
nosci od grubosci warstwy izolacyjnej (7).

500 — Temperatura $cianki - 380
zewngtrznej analizowanej
B tamy pozarowej K B
400 — — 360
N Temperatura §cianki
N \ zewngtrznej analizowanej N
_ . tamy pozarowej w zalezno$ci
= \ od grubos$ci warstwy izolacyjnej
= 300 — < —| 340
Q N
i - R
~
~
~ -~
200 — T~ ~ {320
[lo$¢ przewodzonego ciepta
w zalezno$ci od grubosci
warstwy izolacyjnej
100 ‘ ‘ 300
0 0,1 0,2 0,3

Grubos¢ warstwy izolacyjnej [m]

Rys. 1. Ilo$¢ ciepta O przewodzonego przez analizowana tamg pozarowa oraz temperatura jej Scianki
zewngtrznej w zalezno$ci od grubos$ci warstwy izolacyjnej
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3. Przeplyw gazu w osrodku porowatym

Niech w zalezno$ci (6) poszczegdlne wielkosci oznaczaja:

G =pw — strumieh gazu przeplywajacego przez o$rodek porowaty,

I'=mp — masagazu zawarta w jednostce objgtosci osrodka o porowatosci m,
L . T :

- ar zmiana ggstoscl Sorpcjl ps gazu w czasie f.

Wobec tego rownanie (6) zapisa¢ mozna w nastgpujacej postaci
o 0 0
—div(pw) = —(mp)+—p_ (14)
ot ot

Jesli zatozymy izotermiczny przeptyw gazu, czyli
p=cop (15)
oraz przyjmiemy, ze izotermg sorpcji py zgodnie z prawem Henry’ego wyraza zalezno$é

ps=Op (16)

a predkos¢ przeptywu gazu w o$rodku porowatym okresla prawo Darcy’ego
_ k
w=——grad p (17)
u

gdzie:
— predkos¢ filtracji gazu w o$rodku porowatym,
— wspotczynnik lepkosci dynamicznej gazu,
wspolezynnik przepuszczalnosci osrodka,
— cis$nienie gazu,

O =% I
|

Co, — stale,

to réwnanie (14) mozna napisa¢ w nastgpujacej postaci
. 1 0 0
divic,p—gradp|=—(mc,p)+—(0Op) (18)
u ot ot

Jesli ponadto zatozymy, ze p, m = const, to po prostych przeksztalceniach réwnanie
(18) przyjmie nastepujaca postac [3, 8]

2 (20 6)07
Ap —(k(m+9) atj (19)
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gdzie:
2:62p2+82p2 02 p?
ox? oy? oz*

Ap

Natomiast jesli zaniedbamy zmiang sorpcji, to z rownania (19) otrzymamy [3, 8]

2um 0 p
Ap2=2EC 28 20
== (20)

W przypadku osiowosymetrycznego procesu filtracji rownanie (19) przyjmie znana
w literaturze technicznej postac [2, 3, 8, 9]

o'p lop 10°p p :(2“

op? k&

9%
m+0)|— 21
8p2 ror 2 a(p2 oz ( )j ot D

Jesli zatozymy przeptyw ustalony oraz przyjmiemy symetri¢ pola cisnien wzgledem
kata ¢, to rownanie (21) uprosci sig¢ do postaci

2 2
op 1op 0p_
op> ror oz’

0 (22)

Przyklad obliczeniowy

Obliczy¢ natezenie przeptywu powietrza przez okreslony pas zrobow $ciany zawalo-
wej prowadzonej do granic, przyjmujac nastgpujace dane:
— dlugos¢ pasa zrobow, liczona wzdtuz chodnikéw podscianowych:

/=100 m,

— dlugos¢ drogi przeplywajacego przez zroby powietrza (rdwna dlugosci $ciany):
L =200 m,

— wysokos¢ eksploatowanej warstwy (rowna wysokosci $ciany):
h=2m,

— stala ro6znica ci$nien na analizowanym odcinku pomigdzy chodnikiem podscianowym
i nad$cianowym:

Ap =100 Pa,
— wspdtczynnik lepkosci dynamicznej powietrza:
p=18,1-10"° kg/(m-s),
— wspotczynnik przepuszczalnosci analizowanego odcinka zrobow:

k=10°%m%
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Wielko$¢ powierzchni S przeptywu powietrza przez zroby zawatowe jest trudna do
Scistego okreslenia. Wielu autorow zajmujacych si¢ ta problematyka zaktada, ze zawat skat
stropowych sigga do czterokrotnej grubosci eksploatowanej warstwy [7]. W oparciu o do-
stepna literaturg z analizowanej problematyki, uwzgledniajac osiadanie warstw stropowych
oraz przedstawione w pracy [6] pomiary kopalniane, mozna przyjaé, ze wysokos$¢, do jakiej
sigga przeplyw powietrza w zrobach, wynosi 3,5 grubosci eksploatowanej warstwy [7]. Za-
tem powierzchnia S, przez ktora przeplywa powietrze, wyniesie S=3,5 - & - .

Przeptyw powietrza przez strefe zawatu o skonczonych wymiarach po uptywie dtuz-
szego czasu, przy niezmieniajacych si¢ warto$ciach ci$nien w chodnikach przys$cianowych,
mozna uwaza¢ za ustalony. Jesli przyjmiemy ponadto przeplyw jednowymiarowy, pole
bezzrodtowe, przemiang izotermiczna oraz state wartosci p, W, &, po podstawieniu rownania
(17) do (14) otrzymamy:

d2p

=0.
dx?

Calka ogdlna tego réwnania wynosi:
p=Cx+0C,.
Dla warunkow:
x=0,p=pi=po,
x=L,p=p2=po—Ap,
otrzymuje sig:

Ap
P=Po— Tx-
Po zrézniczkowaniu powyzszej zalezno$ci otrzymamy:

dp__Ap
dx L’

a zatem strumien powietrza przeptywajacy przez jednostkg powierzchni jest rowny:
_kAp
nwL’
a catkowita ilo§¢ powietrza przeptywajaca przez caly analizowany pas zrobow wynosi:

-8
0=35h-1-K2_35.20.100. 10 100 50,19 m¥s.
wL 18,1-107° 200
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Wyliczone stosunkowo duze natgzenie przeptywu powietrza przez zroby $ciany wyni-
ka stad, ze w zatozeniach do obliczen nie uwzglgdniono utozonych wzdtuz chodnikéw pod-
Scianowych paséw podsadzkowych, ktorych wspodtczynnik przepuszczalno$ei jest mniejszy
niz zawalu przynajmniej o rzad. Poniewaz ilo$¢ przeplywajacego przez osrodek porowaty
powietrza jest wprost proporcjonalna do wspolczynnika przepuszczalnosci, wobec tego
zmniejszenie wartos$ci k o rzad spowoduje réwniez zmniejszenie ilosci przeptywajacego
przez zroby powietrza o rzad.

4. Roéwnanie dyfuzji

W ptynach, w ktérych istnieje gradient stgzen, przenoszeniec masy odbywa si¢ poprzez
konwekcje¢ oraz dyfuzjg¢ czasteczkowa. Pole stezen w plynie ksztattuje sie¢ w wyniku
wspoétdziatania obu wymienionych procesow. W takich przypadkach czgsto stosuje si¢
okreslenie ,,dyfuzja czasteczkowa z natozona konwekcja” [1- 3, 8, 9].

Jesli przyjmiemy, ze w analizowanym obszarze wystgpuje przenoszenie masy tylko
przez konwekcje, to po przyjeciu w rownaniu (6) oznaczen:

I'=c — stgzenie analizowanego gazu,

G =wc — strumien danego gazu przenoszonego przez konwekcjg,

réwnanie (6) przyjmie postac:

o(w,c) O(w,c) d(w,c) oc
+ — + +—
ox oy 0z ot

~£=0 (23)

Jesli ponadto uwzglednimy przenoszenie gazu A przez dyfuzjg czasteczkowa o stru-
mieniu rownym ¢4, to rownanie (23) przyjmie postac:

5(ch+q/1x)+ O(wye+ qu)+ O(w.c+qy,) +@7
ox oy oz ot

f£=0.

Wobec tego rownanie ciagtosci dla dyfuzji nieustalonej zapisaé mozna nast¢pujaco:

8(ch)+ a(WyC)+ a(M}zc) +$+ anx + any + anz

ox oy oz ot ox oy oz f=0 @9
gdzie:
f — zrddio emisji gazu A, np. doptyw metanu z otaczajacego gorotworu,
¢ — stgzenie analizowanego gazu,
q4 — strumien dyfundujacego gazu,
Wy, Wy, w, — sktadowe predkosci konwekeyjne;.
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Po rozpisaniu trzech pierwszych cztondéw lewej strony rownania (24) oraz uwzgled-
nieniu pochodnej substancjonalnej

& __Oc dc dc %

=Wy _—+w,—+w, — + (25)
Dt ox oy oz Ot
otrzymamy rownanie w postaci
0 ow, 9 0 o 0
o Do TV OWe | D Odax | Hay | Oda - f=0 (26)

ox oy 0z Dt ox oy 0z

Rownanie (26) mozna traktowaé jako ogdlne rownanie dyfuzji czasteczkowej prze-
biegajacej jednoczesnie z konwekcja. Rownanie to mozna tatwo dostosowaé do innych ro-
dzajow dyfuzji, np. termodyfuzji, wstawiajac w miejsce g4 strumien dyfuzji termicznej gr.

Poniewaz dla kazdego z kierunkow uktadu wspotrzednych dla danego sktadnika moz-
na napisac

dc oc oc
G =—D—, 4y =7D87y’ 4942 =*Dg (27)

gdzie D — wspotczynnik dyfuzji, to wprowadzajac zaleznosci (27) do réwnania (26),
otrzymamy

+—=D —+ +
ox Oy 0z Dt oyt

ow 2 2 2
ow, LMy ow, Dc 0°c 0q°c 0Oq 2c %)

Rownanie (28) opisuje nieustalona dyfuzje czasteczkowa z nalozong konwekcja, za-
chodzaca w trzech kierunkach w dwusktadnikowym ptynie Scisliwym. Rownanie to znane
jest w literaturze jako drugie prawo Ficka [2].
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