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ZASTOSOWANIE RÓWNANIA BILANSU
DO WYBRANYCH ZJAWISK FIZYCZNYCH
ZACHODZ¥CYCH W WYROBISKACH GÓRNICZYCH**

1. Równanie bilansu

Jak wiadomo, pewne wielkoœci fizyczne mo¿na bilansowaæ, st¹d te¿ takie procesy, jak
przewodzenie ciep³a, filtracja gazów w oœrodku porowatym czy dyfuzja, opisaæ mo¿na jed-
nym równaniem. W tym celu prowadzi siê rozumowanie takie jak przy wyprowadzaniu
równania ci¹g³oœci – zak³ada siê oœrodek ci¹g³y, w którym wyodrêbnia siê dowoln¹ objê-
toœæ � ograniczon¹ powierzchni¹ F, któr¹ orientuje siê wektorem normalnym na zewn¹trz
analizowanego obszaru.

Przyjmuje siê nastêpujace oznaczenia:

G — natê¿enie strumienia wielkoœci fizycznej, czyli iloœæ transportowanej wielko-
œci fizycznej przypadaj¹ca na jednostkow¹ powierzchniê w jednostce czasu;

� — gêstoœæ (koncentracja) analizowanej wielkoœci fizycznej, czyli jej iloœæ za-
warta w jednostce objêtoœci;

f — funkcja Ÿród³a, czyli funkcja okreœlaj¹ca dop³yw (lub odp³yw) rozwa¿anych
jednostek fizycznych odniesiona do wyodrêbnionej objêtoœci; przedstawia
ona iloœæ jednostek fizycznych dop³ywaj¹cych (lub odp³ywaj¹cych) do jed-
nostki objêtoœci w jednostce czasu.

W celu dokonania bilansu danych jednostek fizycznych okreœla siê nastêpuj¹ce wielkoœci:

— Iloœæ analizowanej wielkoœci fizycznej � zgromadzonej w objêtoœci � wynosi

� �
�
��� (1)
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natomiast jej zmiana w czasie dt w ca³ej objêtoœci � jest nastêpuj¹ca

�
�
�

�
� t

d dt��� (2)

— Iloœæ wielkoœci fizycznych G przep³ywaj¹cych przez powierzchniê F w czasie dt; po
skorzystaniu z twierdzenia Greena zapisaæ mo¿na nastêpuj¹co

G dF dt G d dt
F

� ����� div �
�

(3)

— Wydajnoœæ Ÿróde³ jednostek fizycznych f w objêtoœci � w czasie dt wynosi

f d dt�
�
��� (4)

Korzystaj¹c z fizycznej zasady zachowania, mo¿na napisaæ

– divG d dt f d dt
t

d dt� �
�

�
� � �
��� ��� ���� �

�
�

(5)

Na obszar � nie na³o¿ono ¿adnych ograniczeñ, a zatem z twierdzenia o sumie ca³ek
otrzymuje siê nastêpuj¹ce równanie

�

�

�

t
G f� �div – 0 (6)

Jeœli wielkoœci¹ ekstensywn¹ w równaniu (6) jest masa p³ynu, a wielkoœci¹ intensywn¹
jego gêstoœæ, to przedstawia ono klasyczne równanie ci¹g³oœci. Jeœli natomiast przez G , �
i f oznaczy siê inne wielkoœci fizyczne, które mo¿na bilansowaæ, to równaniem (6) opisaæ
mo¿na wymienione wczeœniej procesy fizyczne:
— przewodzenie ciep³a,
— przep³yw gazów przez oœrodek porowaty,
— dyfuzjê gazów.

2. Przewodzenie ciep³a

Jak wiadomo z termodynamiki, przewodzenie ciep³a jest zjawiskiem polegaj¹cym na
przenoszeniu energii wewn¹trz oœrodka materialnego lub z jednego oœrodka do drugiego
przy ich bezpoœrednim zetkniêciu. Ten sposób wymiany ciep³a jest charakterystyczny
przede wszystkim dla cia³ sta³ych. W cieczach i gazach przewodzenie ciep³a w czystej po-
staci, bez równoczesnego udzia³u innych sposobów wymiany ciep³a, wystêpuje rzadziej
[3–5, 8].
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Niech G w równaniu (6) oznacza natê¿enie strumienia ciep³a, które zgodnie z prawem
Fouriera wynosi

G T� – 	grad (7)

gdzie:

	 — wspó³czynnik przewodzenia ciep³a, którego wartoœæ w zale¿noœci od rodzaju
materia³u zmienia siê w bardzo szerokich granicach; nale¿y pamiêtaæ, ¿e prze-
wodnoœæ cieplna gazów na ogó³ w miarê wzrostu temperatury roœnie i jest
mniejsza od przewodnoœci cieplnej cieczy, natomiast przewodnoœæ cieplna
cieczy w miarê wzrostu temperatury maleje;

T — temperatura.

Niech ponadto � okreœla wielkoœæ zdefiniowan¹ nastêpuj¹co

�
�

�
� �

c T
c T




 (8)

gdzie c i 
 to odpowiednio ciep³o w³aœciwe i gêstoœæ oœrodka przewodz¹cego ciep³o.
Równanie (6), po uwzglêdnieniu (7) i (8), przyjmie postaæ

div grad( ) ( )	
�
�


T f
t

c T� � (9)

Jest to ogólne równanie przewodzenia ciep³a; prawa strona tej zale¿noœci wyra¿a przy-
rost entalpii oœrodka w analizowanym obszarze. Jeœli ponadto za³o¿ymy, ¿e 	, c i 
 s¹ sta³e,
to równanie (9) przyjmie postaæ
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T

t
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gdzie:
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— wspó³czynnik wyrównywania temperatury zwany równie¿ wspó³-
czynnikiem przewodnictwa temperaturowego.

Je¿eli ponadto w analizowanym obszarze nie ma Ÿróde³ energii (f = 0), to równanie
(10) przyjmuje postaæ

a T
T

t
� �

�

�
(11)

Jest to równanie ró¿niczkowe cz¹stkowe drugiego rzêdu typu parabolicznego, nazywa-
ne równaniem Fouriera.
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W przypadku ustalonego procesu przewodzenia ciep³a otrzymamy równanie Laplace’a

�T � 0 (12)

a w przypadku ustalonego przewodzenia ciep³a przy istnieniu wewnêtrznych Ÿróde³ ciep³a
– znane w literaturze technicznej równanie Poissona

�T
f

� �
	

0 (13)

Powy¿sze równania wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi s¹ matematycznym
opisem problemów przewodnictwa cieplnego.

Przyk³ad obliczeniowy

Obliczyæ wp³yw gruboœci (
2) warstwy pianki poliuretanowej na³o¿onej na zewnêtrz-
n¹ stronê tamy po¿arowej wykonanej z ceg³y o gruboœci 
1 = 0,5 m na wielkoœæ przewo-
dzonego przez ni¹ strumienia ciep³a oraz okreœliæ temperaturê (Tz) zewnêtrznej œcianki
pianki poliuretanowej przy ustalonym przewodzeniu ciep³a. Do obliczeñ przyj¹æ nastêpu-
j¹ce dane:
— pole powierzchni tamy po¿arowej:

S = 14 m2,

— sta³a temperatura wewnêtrznej œcianki tamy, równa temperaturze gazów po¿arowych:

Tp = 403 K,

— wspó³czynnik przewodzenia ciep³a przez mur tamy po¿arowej:

	1 = 0,8 W/(m�K),

— sta³a temperatura powietrza w wyrobisku od zewnêtrznej strony tamy (czyli od strony
pianki poliuretanowej):

Tw = 300 K,

— wspó³czynnik przejmowania ciep³a od strony zewnêtrznej (wartoœæ wspó³czynnika �z

okreœlono wed³ug zale¿noœci podanych w pracach [4, 5, 8, 9]):

�z = 6,23 W/(m2�K),

— wspó³czynnik przewodzenia ciep³a przez piankê poliuretanow¹, któr¹ pokryto tamê
po¿arow¹:

	2 = 0,03 W/(m�K).
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Wielkoœæ strumienia ciep³a Q oblicza siê ze znanego wzoru Pecleta [4]:

Q = S k (Tp – Tw),

gdzie k – wspó³czynnik przenikania ciep³a dla dwuwarstwowej przegrody p³askiej przy
znanej temperaturze œcianki wewnêtrznej:
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z
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� �
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11
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2

2




	




	 �

.

Po wyliczeniu wartoœci strumienia Q temperaturê œcianki zewnêtrznej Tz pianki poli-
uretanowej oblicza siê z zale¿noœci:

T T
Q

S
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�

�
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�

�
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1
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Na rysunku 1 przedstawiono otrzymane wyniki obliczeñ strumienia ciep³a (Q) prze-
wodzonego przez analizowan¹ tamê oraz temperaturê jej œcianki zewnêtrznej (Tz) w zale¿-
noœci od gruboœci warstwy izolacyjnej (
2).
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Rys. 1. Iloœæ ciep³a Q przewodzonego przez analizowan¹ tamê po¿arow¹ oraz temperatura jej œcianki
zewnêtrznej w zale¿noœci od gruboœci warstwy izolacyjnej



3. Przep³yw gazu w oœrodku porowatym

Niech w zale¿noœci (6) poszczególne wielkoœci oznaczaj¹:

G w�
 — strumieñ gazu przep³ywaj¹cego przez oœrodek porowaty,

��� m
 — masa gazu zawarta w jednostce objêtoœci oœrodka o porowatoœci m,

f
t
s� –

�


� — zmiana gêstoœci sorpcji 
s gazu w czasie t.

Wobec tego równanie (6) zapisaæ mo¿na w nastêpuj¹cej postaci

– ( ) ( )div 

�
�



�
�

w

t
m

t
z� � (14)

Jeœli za³o¿ymy izotermiczny przep³yw gazu, czyli


 = cop (15)

oraz przyjmiemy, ¿e izotermê sorpcji 
s zgodnie z prawem Henry’ego wyra¿a zale¿noœæ


s = � p (16)

a prêdkoœæ przep³ywu gazu w oœrodku porowatym okreœla prawo Darcy’ego

w
k

p� –
�

grad (17)

gdzie:

w — prêdkoœæ filtracji gazu w oœrodku porowatym,

� — wspó³czynnik lepkoœci dynamicznej gazu,
k — wspó³czynnik przepuszczalnoœci oœrodka,
p — ciœnienie gazu,

co, � — sta³e,

to równanie (14) mo¿na napisaæ w nastêpuj¹cej postaci

div c p grad p
t

mc p
t

po o
1

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
� � �( ) ( )� (18)

Jeœli ponadto za³o¿ymy, ¿e �, m = const, to po prostych przekszta³ceniach równanie
(18) przyjmie nastêpuj¹c¹ postaæ [3, 8]
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m
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gdzie:
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Natomiast jeœli zaniedbamy zmianê sorpcji, to z równania (19) otrzymamy [3, 8]
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� �

�
(20)

W przypadku osiowosymetrycznego procesu filtracji równanie (19) przyjmie znan¹
w literaturze technicznej postaæ [2, 3, 8, 9]
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Jeœli za³o¿ymy przep³yw ustalony oraz przyjmiemy symetriê pola ciœnieñ wzglêdem
k¹ta  , to równanie (21) uproœci siê do postaci
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Przyk³ad obliczeniowy

Obliczyæ natê¿enie przep³ywu powietrza przez okreœlony pas zrobów œciany zawa³o-
wej prowadzonej do granic, przyjmuj¹c nastêpuj¹ce dane:
— d³ugoœæ pasa zrobów, liczona wzd³u¿ chodników podœcianowych:

l = 100 m,

— d³ugoœæ drogi przep³ywaj¹cego przez zroby powietrza (równa d³ugoœci œciany):

L = 200 m,

— wysokoœæ eksploatowanej warstwy (równa wysokoœci œciany):

h = 2 m,

— sta³a ró¿nica ciœnieñ na analizowanym odcinku pomiêdzy chodnikiem podœcianowym
i nadœcianowym:

�p = 100 Pa,

— wspó³czynnik lepkoœci dynamicznej powietrza:

� = 18,1�10–6 kg/(m�s),

— wspó³czynnik przepuszczalnoœci analizowanego odcinka zrobów:

k = 10–8 m2.
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Wielkoœæ powierzchni S przep³ywu powietrza przez zroby zawa³owe jest trudna do
œcis³ego okreœlenia. Wielu autorów zajmuj¹cych siê t¹ problematyka zak³ada, ¿e zawa³ ska³
stropowych siêga do czterokrotnej gruboœci eksploatowanej warstwy [7]. W oparciu o do-
stêpn¹ literaturê z analizowanej problematyki, uwzglêdniaj¹c osiadanie warstw stropowych
oraz przedstawione w pracy [6] pomiary kopalniane, mo¿na przyj¹æ, ¿e wysokoœæ, do jakiej
siêga przep³yw powietrza w zrobach, wynosi 3,5 gruboœci eksploatowanej warstwy [7]. Za-
tem powierzchnia S, przez któr¹ przep³ywa powietrze, wyniesie S = 3,5 � h � l.

Przep³yw powietrza przez strefê zawa³u o skoñczonych wymiarach po up³ywie d³u¿-
szego czasu, przy niezmieniaj¹cych siê wartoœciach ciœnieñ w chodnikach przyœcianowych,
mo¿na uwa¿aæ za ustalony. Jeœli przyjmiemy ponadto przep³yw jednowymiarowy, pole
bezŸród³owe, przemianê izotermiczn¹ oraz sta³e wartoœci 
, �, k, po podstawieniu równania
(17) do (14) otrzymamy:

d p

dx

2

2
0� .

Ca³ka ogólna tego równania wynosi:

p = C1x + C2.

Dla warunków:

x = 0 , p = p1 = po,

x = L, p = p2 = po – �p,

otrzymuje siê:

p p
p

L
xo� – .

�

Po zró¿niczkowaniu powy¿szej zale¿noœci otrzymamy:

dp

dx

p

L
� – ,

�

a zatem strumieñ powietrza przep³ywaj¹cy przez jednostkê powierzchni jest równy:

q
k p

L
�
�

�
,

a ca³kowita iloœæ powietrza przep³ywaj¹ca przez ca³y analizowany pas zrobów wynosi:

Q = 3,5 · h · l ·
k p

L�

�
= 3,5 � 2,0 �100 �

10

181 10

100

200

8

6

–

–, �
m3/s = 0,19 m3/s.
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Wyliczone stosunkowo du¿e natê¿enie przep³ywu powietrza przez zroby œciany wyni-
ka st¹d, ¿e w za³o¿eniach do obliczeñ nie uwzglêdniono u³o¿onych wzd³u¿ chodników pod-
œcianowych pasów podsadzkowych, których wspó³czynnik przepuszczalnoœci jest mniejszy
ni¿ zawa³u przynajmniej o rz¹d. Poniewa¿ iloœæ przep³ywaj¹cego przez oœrodek porowaty
powietrza jest wprost proporcjonalna do wspó³czynnika przepuszczalnoœci, wobec tego
zmniejszenie wartoœci k o rz¹d spowoduje równie¿ zmniejszenie iloœci przep³ywaj¹cego
przez zroby powietrza o rz¹d.

4. Równanie dyfuzji

W p³ynach, w których istnieje gradient stê¿eñ, przenoszenie masy odbywa siê poprzez
konwekcjê oraz dyfuzjê cz¹steczkow¹. Pole stê¿eñ w p³ynie kszta³tuje siê w wyniku
wspó³dzia³ania obu wymienionych procesów. W takich przypadkach czêsto stosuje siê
okreœlenie „dyfuzja cz¹steczkowa z na³o¿on¹ konwekcj¹” [1– 3, 8, 9].

Jeœli przyjmiemy, ¿e w analizowanym obszarze wystêpuje przenoszenie masy tylko
przez konwekcjê, to po przyjêciu w równaniu (6) oznaczeñ:

� � c — stê¿enie analizowanego gazu,
G w c� — strumieñ danego gazu przenoszonego przez konwekcjê,

równanie (6) przyjmie postaæ:
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�
�
�
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w c
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w c

y

w c

z

c

t
fx y z) ) )

� � � � 0 (23)

Jeœli ponadto uwzglêdnimy przenoszenie gazu A przez dyfuzjê cz¹steczkow¹ o stru-
mieniu równym qA, to równanie (23) przyjmie postaæ:
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Wobec tego równanie ci¹g³oœci dla dyfuzji nieustalonej zapisaæ mo¿na nastêpuj¹co:
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c
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q

y

qx y z Ax Ay Az) ) )
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�z
f– � 0 (24)

gdzie:

f — Ÿród³o emisji gazu A, np. dop³yw metanu z otaczaj¹cego górotworu,
c — stê¿enie analizowanego gazu,

qA — strumieñ dyfunduj¹cego gazu,
wx, wy, wz — sk³adowe prêdkoœci konwekcyjnej.
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Po rozpisaniu trzech pierwszych cz³onów lewej strony równania (24) oraz uwzglêd-
nieniu pochodnej substancjonalnej
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(25)

otrzymamy równanie w postaci
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Równanie (26) mo¿na traktowaæ jako ogólne równanie dyfuzji cz¹steczkowej prze-
biegaj¹cej jednoczeœnie z konwekcj¹. Równanie to mo¿na ³atwo dostosowaæ do innych ro-
dzajów dyfuzji, np. termodyfuzji, wstawiaj¹c w miejsce qA strumieñ dyfuzji termicznej qT.

Poniewa¿ dla ka¿dego z kierunków uk³adu wspó³rzêdnych dla danego sk³adnika mo¿-
na napisaæ
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gdzie D – wspó³czynnik dyfuzji, to wprowadzaj¹c zale¿noœci (27) do równania (26),
otrzymamy
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Równanie (28) opisuje nieustalon¹ dyfuzjê cz¹steczkow¹ z na³o¿on¹ konwekcj¹, za-
chodz¹c¹ w trzech kierunkach w dwusk³adnikowym p³ynie œciœliwym. Równanie to znane
jest w literaturze jako drugie prawo Ficka [2].
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