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PRAKTYCZNA REALIZACJA ALGORYTMU ESTYMACJI
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1. Wstêp

W zwi¹zku ze wzrostem liczby stacji permanentnych GPS dzia³aj¹cych na obszarze
Polski oraz planami budowy sieci stacji permanentnych w ramach projektu ASG-EUPOS
[10], u¿ytkownicy systemu GPS w naszym kraju staj¹ przed perspektyw¹ znacznej poprawy
efektywnoœci swojej pracy. Do najwa¿niejszych sposobów zwiêkszania efektywnoœci i nie-
zawodnoœci pomiarów GPS na podstawie obserwacji z sieci stacji permanentnych nale¿¹
wci¹¿ udoskonalane metody estymacji i redukcji wp³ywu refrakcji na pomiary fazowe GPS
[3, 8, 11].

W niniejszej pracy autor prezentuje metodê wyznaczania oraz uwzglêdniania wp³ywu
ró¿nicowej refrakcji jonosferycznej i troposferycznej w pomiarach fazowych GPS, zarejest-
rowanych na obszarze ograniczonym lokaln¹ sieci¹ stacji permanentnych lub innych stacji
o precyzyjnie wyznaczonych wspó³rzêdnych geodezyjnych w danym jednolitym uk³adzie
odniesienia. Ideê tej metody zaczerpniêto z opracowañ [2, 6].

2. Sformu³owanie problemu estymacji lokalnej refrakcji ró¿nicowej

W niniejszym opracowaniu pod pojêciem stacji referencyjnej rozumie siê stacjê per-
manentn¹ GPS lub inn¹ stacjê, na której zarejestrowano pomiary fazowe sygna³ów GPS za
pomoc¹ odbiornika dwuczêstotliwoœciowego. Ponadto zak³ada siê, ¿e stacja referencyjna
posiada precyzyjnie wyznaczone wspó³rzêdne geodezyjne w danym jednolitym uk³adzie
odniesienia. Stacj¹ wyznaczan¹ bêdziemy nazywali punkt o nieznanych wspó³rzêdnych, na
którym wykonano pomiary fazowe sygna³ów GPS na jednej lub dwu czêstotliwoœciach.
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Prezentowan¹ metodê estymacji lokalnej ró¿nicowej refrakcji realizuje siê przy u¿yciu
nastêpuj¹cych danych:

— wyznaczonych z wysok¹ precyzj¹ wspó³rzêdnych geodezyjnych stacji referencyj-
nych 1, 2, b, ... n (rys. 1) w danym jednolitym uk³adzie odniesienia;

— pomiarów fazowych sygna³ów GPS na stacjach referencyjnych 1, 2, b, ..., n i stacji
wyznaczanej u, uzyskanych w wyniku wspólnej sesji pomiarowej;

— obliczonych dla danej sesji pomiarowej, ca³kowitych pocz¹tkowych nieoznaczo-
noœci cykli fazowych w drugich ró¿nicach, wzglêdem wspólnego dla wszystkich
stacji satelity odniesienia oraz wybranej stacji referencyjnej b (tzw. stacji bazowej).

Na wstêpie pomiary fazowe ze wszystkich stacji nale¿y poprawiæ ze wzglêdu na
zmiennoœæ centrum fazowego anteny odbiornika GPS. Zbiory zawieraj¹ce charakterystyki
anten GPS s¹ dostêpne na stronie internetowej NGS (National Geodetic Survey)
http://www.ngs.noaa.gov/ANTCAL/. Algorytm uwzglêdniania tych poprawek w pomia-
rach fazowych GPS opisano szczegó³owo w pracy [5].

Nastêpnie nale¿y opracowaæ – dla zadanego interwa³u czasu – pomiary GPS zarejes-
trowane na stacjach referencyjnych w celu wyznaczenia ca³kowitych pocz¹tkowych nieo-
znaczonoœci cykli fazowych w drugich ró¿nicach dla wektorów okreœlonych przez stacjê
bazow¹ i pozosta³e stacje referencyjne.

Obliczone ca³kowite pocz¹tkowe nieoznaczonoœci cykli fazowych mo¿na poddaæ kon-
troli, je¿eli odnosz¹ siê do równoczesnych pomiarów GPS zarejestrowanych na co najmniej
trzech stacjach referencyjnych. Kontrola wykorzystuje zasadê, zgodnie z któr¹ dla dowolnej
liczby n wektorów GPS tworz¹cych figurê zamkniêt¹ suma ca³kowitych pocz¹tkowych
nieoznaczonoœci cykli fazowych w drugich ró¿nicach dla ka¿dego satelity s, wzglêdem
wspólnego dla wszystkich wektorów satelity odniesienia r, powinna wynosiæ zero [7]
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Zasada ta obowi¹zuje niezale¿nie od u¿ytej w obliczeniach czêstotliwoœci lub kombina-
cji liniowej czêstotliwoœci podstawowych.
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Rys. 1. Szkic sieci stacji referencyjnych
Objaœnienia w tekœcie



Kolejny etap obliczeñ polega na wyznaczeniu drugoró¿nicowych poprawek jonosfery-
cznych i troposferycznych dla wektorów okreœlonych przez stacjê bazow¹ b oraz pozosta³e
stacje referencyjne 1, 2, ..., n. Poprawki te oblicza siê dla czêstotliwoœci f1 i f2, na ka¿d¹
epokê, dla ka¿dego satelity wzglêdem tego samego satelity referencyjnego oraz wybranej
stacji referencyjnej (tzw. stacji bazowej) zgodnie z nastêpuj¹cymi wzorami [7]:
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gdzie:

��� — drugoró¿nicowa faza sygna³u GPS,
��N — drugoró¿nicowa pocz¹tkowa ca³kowita nieoznaczonoœæ

cykli fazowych,
� — d³ugoœæ fali sygna³u GPS,

�� I — drugoró¿nicowa poprawka jonosferyczna,
��T — drugoró¿nicowa poprawka troposferyczna,

indeks dolny 1 i 2 — oznaczenie fali noœnej L1 ( f1, �1) i L2 ( f2, �2),
indeks dolny i, b — oznaczenie stacji,
indeks górny j, r — oznaczenie satelity.

Wspó³czynniki k1 i k2 wyra¿aj¹ siê nastêpuj¹cymi wzorami [7]:
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W równaniach (2)–(4) zaniedbano wartoœci szumu pomiarowego oraz innych czynni-
ków niemodelowych.

Kolejny etap algorytmu estymacji lokalnej ró¿nicowej refrakcji polega na obliczeniu

drugoró¿nicowych poprawek jonosferycznych (�� I u b
j r

1 ,
, i �� I u b

j r
2 ,

, ) i troposferycznych (��Tu b
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dla wektora wyznaczanego b–u. Poprawki te uzyskuje siê na drodze interpolacji. Wspó³-
rzêdne geodezyjne stacji referencyjnych i stacji wyznaczanej – dla uproszczenia procesu in-
terpolacji – odwzorowuje siê na p³aszczyznê w dowolnym lokalnym odwzorowaniu (np.
Gaussa–Krügera) [6]. W niniejszym opracowaniu zastosowano model interpolacji liniowej
zarówno dla poprawek jonosferycznych, jak i troposferycznych. Nale¿y jednak podkreœliæ,
¿e w przypadku, kiedy ró¿nice wysokoœci geodezyjnej miêdzy stacjami referencyjnymi
znacznie przekraczaj¹ 100 m, nale¿y uwzglêdniæ w procesie interpolacji pionowy gradient
poprawki troposferycznej [9].
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Poni¿ej podano szczegó³owy opis procesu interpolacji ró¿nicowych poprawek jonosfe-
rycznych. Idea metody interpolacji tych poprawek sprowadza siê do wykorzystania nastê-
puj¹cego wzoru
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,
, oznacza wartoœæ drugoró¿nicowej lokalnej poprawki jonosferycznej dla wek-

tora b–u (rys. 1) oraz pary satelitów j, r, zaœ �Xu,b i �Yu,b oznaczaj¹ przyrosty wspó³rzêdnych
p³askich miêdzy stacj¹ wyznaczan¹ u i stacj¹ bazow¹ b. Wartoœci a j,r i b j,r s¹ niewiadomymi.
Nale¿y je wyznaczyæ osobno dla ka¿dej epoki pomiarowej oraz dla ka¿dego satelity j, wzglê-
dem satelity referencyjnego r. We wzorze (6) dla uproszczenia zapisu pominiêto indeks dol-
ny oznaczaj¹cy czêstotliwoœæ. Aby obliczyæ wartoœci wspó³czynników dla satelity j, w danej
epoce pomiarowej nale¿y utworzyæ równania typu (6) dla wektorów okreœlonych przez
stacjê bazow¹ b oraz pozosta³e stacje referencyjne 1, 2, ..., n:
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Je¿eli liczba stacji referencyjnych wynosi 4 lub wiêcej, wówczas niewiadome a j,r i b j,r

wyznacza siê, rozwi¹zuj¹c uk³ad równañ (7) metod¹ najmniejszych kwadratów. Nastêpnie,
na ka¿d¹ epokê, dla ka¿dego satelity oblicza siê drugoró¿nicowe poprawki jonosferyczne
dla wektora b–u za pomoc¹ wzoru (6). Niech ich wartoœci (obliczone dla czêstotliwoœci f1 i f2)

wynosz¹ odpowiednio �� I u b
j r
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2 ,

, . Zak³ada siê, ¿e obliczone w powy¿szy sposób

drugoró¿nicowe poprawki jonosferyczne spe³niaj¹ zale¿noœci:
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Je¿eli na stacji wyznaczanej zarejestrowano pomiary sygna³ów GPS na dwu czêsto-
tliwoœciach, wówczas równania drugich ró¿nic pomiaru fazy na stacji bazowej b i stacji wy-
znaczanej u oraz pary satelitów j, r mo¿na zapisaæ w nastêpuj¹cej postaci:
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Po dodaniu równania (8) do (10) oraz (9) do (11) otrzymujemy:
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W równaniach (12) i (13) drugoró¿nicowe poprawki jonosferycznych s¹ znane.
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Po odjêciu równania (14) od (12) i (13) otrzymujemy:
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Niewiadomymi s¹ obecnie wartoœci wspó³rzêdnych stacji u, zawarte w pierwszych wy-
razach sk³adników prawych stron równañ (15) i (16) oraz ca³kowite pocz¹tkowe nieo-
znaczonoœci cykli fazowych w drugich ró¿nicach ��N u b
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Wyznaczenie wartoœci niewiadomych jest obecnie u³atwione. Spodziewanym efektem
opracowania pomiarów fazowych sygna³ów GPS poprawionych ze wzglêdu na wp³yw lo-
kalnej ró¿nicowej refrakcji jonosferycznej i troposferycznej jest zwiêkszenie dok³adnoœci wy-
znaczenia wspó³rzêdnych geodezyjnych punktów znajduj¹cych siê na obszarze ograniczo-
nym sieci¹ stacji referencyjnych, przy równoczesnym skróceniu czasu potrzebnego do
wykonania niezbêdnych pomiarów.

3. Opis eksperymentów obliczeniowych

Celem przeprowadzonych eksperymentów obliczeniowych by³o zbadanie wp³ywu
uwzglêdnienia w pomiarach fazowych GPS modelu ró¿nicowej refrakcji jonosferycznej i tro-
posferycznej na dok³adnoœæ oraz niezawodnoœæ wyznaczenia wspó³rzêdnych punktów.
Pierwszy eksperyment przeprowadzono przy u¿yciu pomiarów GPS zarejestrowanych na
stacjach permanentnych sieci ASG-PL oraz KRAW w dniu 7.11.2005 r. (DOY 311). Jako bazo-
w¹ przyjêto stacjê KRAW, jako wyznaczan¹ obrano stacjê KATO. Na wstêpie wyznaczono
drugoró¿nicowe poprawki refrakcyjne dla wektorów KRAW-ZYWI, KRAW-WODZ,
KRAW-KLOB oraz KRAW-LELO, wed³ug wzorów (2)–(4), dla oœmiu trzygodzinnych sesji
obliczeniowych. Powy¿sze poprawki wyznaczono na ka¿d¹ epokê pomiarow¹, dla ka¿dego
satelity, wzglêdem satelity referencyjnego wspólnego dla wszystkich wektorów w danej
sesji obliczeniowej. Wspó³rzêdne satelitów GPS obliczono przy u¿yciu efemerydy pok³adowej.
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Wartoœci ca³kowitych pocz¹tkowych nieoznaczonoœci cykli fazowych w drugich ró¿nicach
uzyskano za pomoc¹ programu AOS v. 1.6, w oparciu o algorytm wykorzystuj¹cy kombinacje
liniowe pomiarów fazowych GPS typu L5 (ang. wide lane) oraz L3 (ang. ionosphere free) [4].

W kolejnym etapie eksperymentu drugoró¿nicowe poprawki refrakcyjne obliczone dla
wektorów okreœlonych przez stacje referencyjne wyinterpolowano wed³ug wzorów (6) i (7)
dla wektora testowego KRAW-KATO. Poprawki te wprowadzono do pomiarów fazowych
sygna³ów GPS na czêstotliwoœci f1 i f2, zarejestrowanych na stacji wyznaczanej KATO. Obli-
czenie i wprowadzenie poprawek do obserwacji wykonano przy u¿yciu programu autorskie-
go DEMER v. 3.2. Nastêpnie wektor testowy KRAW-KATO opracowano w 48 pó³godzinnych
sesjach przy u¿yciu obserwacji poprawionych (pierwsza wersja obliczeñ) oraz bez wpro-
wadzania poprawek refrakcyjnych (druga wersja obliczeñ). W obydwu wersjach zastosowa-
no efemerydê pok³adow¹. Obliczenia przeprowadzono za pomoc¹ programu AOS v. 1.6,
przy u¿yciu pomiarów fazowych sygna³ów GPS na dwu czêstotliwoœciach od satelitów znaj-
duj¹cych siê powy¿ej 15° nad horyzontem stanowiska pomiarowego. W pierwszej wersji
obliczeñ wy³¹czono opcjê modelowania refrakcji troposferycznej, natomiast w drugiej wersji
zastosowano model refrakcji troposferycznej Modified Hopfield [4], przy za³o¿eniu jedna-
kowych dla obydwu stacji warunków atmosferycznych (t = 20°C, p = 1010 hPa, e = 50%).

Na rysunkach 2–4 pokazano ró¿nice wspó³rzêdnych geodezyjnych katalogowych �0, �0

i h0 stacji wyznaczanej KATO ze wspó³rzêdnymi �, � i h tej stacji, uzyskanymi z opracowa-
nia wektora KRAW-KATO w obydwu wersjach obliczeñ. Wspó³rzêdne katalogowe �0, �0

i h0 przyjêto zgodnie z za³¹cznikiem nr 2 do zarz¹dzenia G³ównego Geodety Kraju nr 20
z 18.11.2005 r. dostêpnym pod adresem internetowym http://www.asg-pl/publikacje/Za-
lacznik_2.pdf. We wszystkich sesjach obliczeniowych uzyskano rozwi¹zanie pocz¹tkowych
nieoznaczonoœci cykli fazowych w postaci liczb ca³kowitych. Dla pierwszej wersji obliczeñ
wartoœci bezwzglêdne ró¿nic szerokoœci geodezyjnej � �– 0 (rys. 2) by³y mniejsze od
10 mm z wyj¹tkiem sesji zarejestrowanej w godzinach 12:30–13:00 TU, dla której uzyskano
� – �0 = –10,2 mm.
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Rys. 2. Ró¿nice miêdzy katalogow¹ szerokoœci¹ geodezyjn¹ (�0) stacji wyznaczanej KATO a wartoœ-
ciami szerokoœci geodezyjnej (�) uzyskanymi w wyniku opracowania wektora KRAW-KATO w 48

pó³godzinnych sesjach, w dwu wersjach obliczeniowych



Ponadto wartoœci bezwzglêdne ró¿nic d³ugoœci geodezyjnej � �– 0 (rys. 3) tylko
w trzech sesjach nieznacznie przekroczy³y 5 mm. W drugiej wersji obliczeñ dla siedmiu sesji
uzyskano ró¿nice � �– 0 > 10 mm oraz dla dziesiêciu sesji � �– 0 > 5 mm.

Metoda estymacji lokalnej refrakcji ró¿nicowej da³a istotnie lepsze wyniki wyznaczenia
wysokoœci geodezyjnej stacji KATO w porównaniu ze standardowym opracowaniem
pomiarów GPS. Ró¿nice wysokoœci geodezyjnej h h– 0 (rys. 4) w pierwszej wersji obliczeñ
tylko w dwu przypadkach nieznacznie przekroczy³y 20 mm, podczas gdy dla drugiej wersji
obliczeñ w 22 sesjach uzyskano wartoœæ h h– 0 > 20 mm, z czego w siedmiu przypadkach
odnotowano h h– 0 > 40 mm.
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Rys. 3. Ró¿nice miêdzy katalogow¹ d³ugoœci¹ geodezyjn¹ (�0) stacji wyznaczanej KATO a wartoœciami
d³ugoœci geodezyjnej (�) uzyskanymi w wyniku opracowania wektora KRAW-KATO w 48 pó³godzin-

nych sesjach, w dwu wersjach obliczeniowych

Rys. 4. Ró¿nice miêdzy katalogow¹ wysokoœci¹ geodezyjn¹ (h0) stacji wyznaczanej KATO a wartoœ-
ciami wysokoœci geodezyjnej (h) uzyskanymi w wyniku opracowania wektora KRAW-KATO w 48

pó³godzinnych sesjach, w dwu wersjach obliczeniowych



W kolejnym eksperymencie obliczeniowym u¿yto pomiarów zarejestrowanych
w dniach 5.11.2003 r. (DOY 309) i 18.05.2004 r. (DOY 139) na stacjach ASG-PL + KRAW oraz
punktach 645G i STAB nale¿¹cych do badawczej sieci geodynamicznej za³o¿onej na obszarze
wschodniej czêœci Górnoœl¹skiego Zag³êbia Wêglowego [5]. Jako bazow¹ ponownie obrano
stacjê KRAW, natomiast punkty 645G i STAB przyjêto jako wyznaczane. Nale¿y dodaæ, ¿e
w dniu 5.11.2003 r. panowa³y bardzo korzystne warunki atmosferyczne [1]. Z uwagi na za-
stosowanie ró¿nych typów anten na stacji bazowej (ASH 701945C-M-SNOW) i punktach
wyznaczanych (ASH 701008-01B) konieczne by³o uwzglêdnienie charakterystyk anten od-
biorników GPS. W procesie uwzglêdniania charakterystyk anten u¿yto programu ASHANT
opracowanego w Zak³adzie Geodezji i Kartografii. Jako wspó³rzêdne dok³adne �0, �0, h0

punktów wyznaczanych 645G i STAB przyjêto wartoœci pochodz¹ce z wyrównania badaw-
czej sieci geodynamicznej [5].

Opracowanie pomiarów fazowych GPS poprawionych z uwagi na wp³yw refrakcji jo-
nosferycznej i troposferycznej przeprowadzono w jednogodzinnych sesjach obliczeniowych.
We wszystkich sesjach uzyskano rozwi¹zanie pocz¹tkowych nieoznaczonoœci cykli fazowych
w postaci liczb ca³kowitych.
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Rys. 5. Ró¿nice miêdzy katalogowymi wartoœciami wspó³rzêdnych geodezyjnych (�0, �0 i h0) stacji wy-
znaczanej 645G a wspó³rzêdnymi (�, �, h) uzyskanymi w wyniku opracowania wektora KRAW-645G
w szeœciu jednogodzinnych sesjach obliczeniowych, z uwzglêdnieniem ró¿nicowych poprawek refrakcyj-

nych (u¿yto danych z obserwacji z dnia 5.11.2003 r.)

Rys. 6. Ró¿nice miêdzy katalogowymi wartoœciami wspó³rzêdnych geodezyjnych (�0, �0 i h0) stacji wy-
znaczanej 645G a wspó³rzêdnymi (�, �, h) uzyskanymi w wyniku opracowania wektora KRAW-645G
w szeœciu jednogodzinnych sesjach obliczeniowych, z uwzglêdnieniem ró¿nicowych poprawek refrak-

cyjnych (u¿yto obserwacji z dnia 18.05.2004 r.)



Wartoœæ bezwzglêdna ró¿nicy szerokoœci geodezyjnej kszta³towa³a siê poni¿ej 10 mm
(rys. 5–7) z wyj¹tkiem sesji zarejestrowanej w godz. 12.00–13.00 TU w dniu 18.05.2004 r.,
gdzie dla punktu 645G ró¿nica szerokoœci geodezyjnej � – �0 wynios³a 11,4 mm (rys. 6).

4. Wnioski

Wyniki przeprowadzonych eksperymentów obliczeniowych wykaza³y, ¿e zastosowa-
nie algorytmu estymacji lokalnej ró¿nicowej refrakcji umo¿liwia uzyskiwanie wysokiej
dok³adnoœci i powtarzalnoœci wyznaczenia wspó³rzêdnych wektorów GPS o d³ugoœci kilku-
dziesiêciu kilometrów, na podstawie opracowania jednogodzinnych a tak¿e 30-minutowych
sesji pomiarowych. Koncepcja przedstawiona w niniejszym artykule stanowi punkt wyjœcia
do dalszych prac, zwi¹zanych z uwzglêdnieniem ³¹cznego wp³ywu refrakcji jonosferycznej
i troposferycznej w pomiarach fazowych na czêstotliwoœci f1 i f2, zarejestrowanych na ob-
szarze ograniczonym sieci¹ stacji permanentnych GPS. Przedmiotem dalszych badañ bêdzie
równie¿ porównanie opisanego algorytmu z metod¹ VRS (Virtual Reference Station) zastoso-
wan¹ w serwisie obliczeniowym sieci ASG-PL.
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