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OPTYMALIZACJA METODY NORMOWANIA MODELI STATYSTYCZNYCH
DLA ATRYBUTÓW I CEN SPÓ£EK METOD¥ UNITARYZACJI ZEROWANEJ (MUZ)

1. Wprowadzenie

Jedn¹ z metod wyceny spó³ek jest metoda cenowo-porównawcza. Bazuje ona w sposób
analityczny na zdefiniowanych atrybutach cenotwórczych i cenach rynkowych.

Zarówno pod wzglêdem merytorycznym, jak i dok³adnoœciowym metoda cenowo-po-
równawcza nale¿y do najwy¿szej kategorii metod wyceny. Pokazuje, jakim wartoœciowym
t³em dla dokonanego rynku transakcji jest przedmiot wyceny.

Atrybuty jako zmienne objaœniaj¹ce, bêd¹ce g³ównie stymulantami, i ceny transakcyjne
jako zmienne objaœniane stanowi¹ ³¹czny zbiór cech diagnostycznych przedmiotu wyceny.

Wa¿nym zagadnieniem na wstêpie wyceny dla metod cenowo-porównawczych jest to,
aby proces doboru, porównania i selekcji atrybutów jako zbioru ogólnego spe³nia³ tzw.
zasadê sprawiedliwoœci formalnej, aby porównywalnym kryteriom atrybutowym zmien-
nych objaœnianych odpowiada³y porównywalne stany faktyczne. Ta zasada jest realizowana
wprost w samej konstrukcji macierzy atrybutowej A bêd¹cej zbiorem elementów {aij} w za-
kresie faktu podstawowego.

Atrybuty posiadaj¹ z natury rzeczy: ró¿ne nazwy, ró¿ny jakoœciowo i merytorycznie
sens, ró¿ne skale, ró¿ne jednostki odniesienia, ró¿ne zakresy zmiennoœci w sensie zakresu
liczbowego. W prezentowanym poni¿ej przyk³adzie s¹ to w zakresie zmiennych iloœcio-
wych – tys. ha, punkty procentowe, mln z³, a w wypadku zmiennych jakoœciowych – tylko
dwie wartoœci [0 lub 1].

Rzeczoznawca przed wykonaniem wyceny na etapie ustalania atrybutów nie jest
w stanie stwierdziæ, jaki jest stopieñ skorelowania atrybutów i cen. Dodatkowo atrybuty
musz¹ byæ dostêpne jako kompletne dane wejœciowe ze wskazaniem merytorycznym
s³abego skorelowania wewnêtrznego i silnego skorelowania ze zmienn¹ objaœnian¹ zbioru L

jako wektora cen {li1} – priorytet wyceny metody cenowo-porównawczej.
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Elementy macierzy A i wektora L stanowi¹ ³¹czny zbiór cech {ci,j} macierzy C i s¹ okre-
œlone w naturalnych jednostkach, przy czym wartoœci skrajne C s¹ uzale¿nione od jednostek,
w których wyra¿one s¹ mierzone wartoœci.

Baza danych obejmuje zbiór cech C = {ci,j} z elementami sk³adowymi w postaci dwóch
podzbiorów zmiennych diagnostycznych: A = {ai,j} i L = {li,1} bêd¹cych stymulantami S esty-
mowanej w toku wyceny wartoœci. Zbiory A, S, C, L spe³niaj¹ warunek

A � S oraz C = (A � L) (1)

W celu wyeliminowania zale¿noœci skali cech od jednostek mierzenia i doprowadzenia
ich do porównywalnoœci w sensie rzêdu wielkoœci oraz zakresu prezentacji liczbowej w ka-
tegorii niemianowanej nale¿y dokonaæ normowania cech

C C [ 0, 1]MUZ� � ���� �T odpowiada (2)

oraz

C (A LMUZ MUZ MUZ� � ) (3)

Spoœród wielu metod normowania cech jako stymulant szczególne znaczenie ma me-
toda unitaryzacji zerowanej (MUZ) zdefiniowana wed³ug wzoru
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ijMUZ
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max min

przy warunku ( )max minc cij ij� (4)

gdzie:

cijMUZ — cecha unormowana (MUZ),
cij — cecha nie unormowana,

cij min — minimalna wartoœæ cechy nieunormowanej,
cij max — maksymalna wartoœæ cechy nieunormowanej.

Przy zastosowaniu formu³y normowania (4) zawsze uzyskujemy dla macierzy CMUZ prze-
skalowanie atrybutów i cen w sensie liczb niemianowanych w sta³ym przedziale [0, 1] z roz-
stêpem równym jednoœci jako sta³ym punktem odniesienia.

2. Zastosowanie normowania atrybutów i cen metod¹ (MUZ)
– studium przypadku wyceny metod¹ cenowo-porównawcz¹

Prezentowane poni¿ej dane spó³ek z grupy OPGK (atrybuty cenotwórcze iloœciowe
i jakoœciowe oraz wartoœci rynkowe) s¹ danymi przyk³adowymi, losowo dobranymi na po-
trzeby niniejszej publikacji.

Przyk³ad dotyczy wyceny wartoœci rynkowej spó³ki oznaczonej jako D na tle spó³ek
z bran¿y geodezyjnej (ogólnie grupa OPGK).
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Zbiór atrybutów jest wstêpnie zbiorem otwartym, natomiast na moment wyceny zbiór
atrybutów i cen jest zbiorem zamkniêtym, jednoznacznie zdefiniowanym w sensie faktów
podstawowych wed³ug (1).

Atrybuty prezentowane s¹ w ujêciu liczbowym, doprowadzone tematycznie i ksiêgo-
wo do porównywalnoœci za dany rok obrotowy i obejmuj¹ cztery grupy.

Grupa 1. Atrybut produkcyjny

A1 – atrybut iloœciowy, opracowanie map dla celów miejscowego planu zagospodaro-
wania przestrzennego w wersji analogowej i numerycznej w tys. ha wed³ug spra-
wozdania zarz¹du spó³ki za ostatni rok obrotowy w aspekcie zawartych i zrealizo-
wanych ramowych umów spó³ek OPGK z urzêdami miast i gmin. Ogólna nazwa
atrybutu A1 – produkcja map.

Grupa 2. Atrybut efektywnoœciowy

A2 – atrybut iloœciowy, parametr ROE (stopa zwrotu z kapita³u w³asnego jako iloraz wy-
niku finansowego do kapita³u w³asnego spó³ki) wed³ug sprawozdawczoœci finanso-
wej w punktach procentowych za ostatni rok obrotowy.

Grupa 3. Atrybuty finansowo-ksiêgowe

A3 – atrybut iloœciowy, przychody netto ze sprzeda¿y w mln z³ wed³ug sprawozdaw-
czoœci finansowej za ostatni rok obrotowy.

A4 – atrybut finansowo-ksiêgowy, iloœciowy: wartoœæ ksiêgowa w mln z³ wed³ug spra-
wozdawczoœci finansowej za ostatni rok obrotowy.

Grupa 4. Atrybut wyp³aty dywidendy

A5 – atrybut jakoœciowy przyjmuj¹cy wy³¹cznie dwie wartoœci: A5 = 1, je¿eli dywidenda
wystêpuje, lub A5 = 0, je¿eli dywidenda nie wystêpuje. �ród³em tego atrybutu s¹
dokumenty i sprawozdania zarz¹dów spó³ek.

Na rynku krajowym spó³ek grupy OPGK wyst¹pi³y trzy wiarygodne rynkowe trans-
akcje porównawcze. Jedna prywatyzacyjna i dwie konsolidacyjne oznaczone odpowiednio
jako spó³ki A, B, C:

1) wartoœæ prywatyzacyjna spó³ki OPGK A wynosi 10 mln z³,
2) wartoœæ konsolidacyjna spó³ki OPGK B wynosi 20 mln z³,
3) wartoœæ konsolidacyjna spó³ki OPGK C wynosi 30 mln z³.

Spó³ka OPGK A posiada nastêpuj¹ce parametry transakcji: prywatyzacyjna wartoœæ
rynkowa wynosi 10 mln z³, przy atrybutach: produkcja map 2 tys. ha, ROE = –1%, przy-
chody netto ze sprzeda¿y = 5 mln z³, wartoœæ ksiêgowa = 5 mln z³, dywidenda niewyp³a-
cona – cecha 0.

Spó³ka OPGK B posiada nastêpuj¹ce parametry transakcji: konsolidacyjna wartoœæ rynko-
wa wynosi 20 mln z³, przy atrybutach: produkcja map 3 tys. ha, ROE = 1%, przychody netto
ze sprzeda¿y = 12 mln z³, wartoœæ ksiêgowa = 7 mln z³, dywidenda wyp³acona – cecha 1.

Optymalizacja metody normowania modeli statystycznych... 79



Spó³ka OPGK C posiada nastêpuj¹ce parametry transakcji: konsolidacyjna wartoœæ ryn-
kowa wynosi 30 mln z³, przy atrybutach: produkcja map 20 tys. ha, ROE = 1,5%, przychody
ze sprzeda¿y = 15 mln z³, wartoœæ ksiêgowa = 8 mln z³, dywidenda wyp³acona – cecha 1.

Wyceniana spó³ka OPGK D posiada nastêpuj¹ce atrybuty:

A1 — produkcja map 16 tys. ha,
A2 — parametr ROE = 2%,
A3 — przychody netto ze sprzeda¿y = 12 mln z³,
A4 — wartoœæ ksiêgowa = 9 mln z³,
A5 — dywidenda wyp³acona – cecha 1.

Problem okreœlenia wartoœci rynkowej podany w powy¿szym przyk³adzie przek³ada
siê w praktyce na uk³ad równañ liniowych, poziomy, w postaci macierzowej tzw. trzy razy
piêæ (i x j):

A X = L (5)

gdzie:

A — macierz atrybutów spó³ek przyjêtych do wyceny,
X — macierz estymowanych wag (wspó³czynników przy atrybutach),
L — wektor cen transakcyjnych spó³ek przyjêtych do wyceny.

Rozwi¹zanie zosta³o przeprowadzone dwoma sposobami z uwzglêdnieniem warunku
[x^ix^i = min] dla metod: konwencjonalnej bez normowania (tab. 1) oraz niekonwencjonal-
nej z wykorzystaniem procedury normowania atrybutów i cen dla metody unitaryzacji ze-
rowanej (MUZ) wed³ug (4) (tab. 2). Rozwi¹zaniem (5) w wersji konwencjonalnej i niekon-
wencjonalnej jest poszukiwana macierz estymowanych wag oznaczona jako

X^ = AT(A AT)–1 L (6)

ze zbiorem rozwi¹zañ

X^ = {x^1, x^2, ..., x^5} (7)

oraz dla normowania przy zastosowaniu metody unitaryzacji zerowanej (MUZ)

X A A A LMUZ MUZ
T

MUZ MUZ
T

MUZ
	 � ( )–1 (8)

ze zbiorem rozwi¹zañ

X x x xMUZ MUZ1 MUZ2 MUZ5
	 	 	 	� { , ,... , } (9)

Uzyskane wyniki okreœlone w równaniach (7) i (9) zosta³y porównane bezwzglêdnie
i obrazuj¹ wp³yw normowania atrybutów i cen transakcyjnych wed³ug (MUZ) na wycenê
modelow¹ (tab. 3).

Obliczenia uwzglêdniaj¹ analizê dok³adnoœci ocen parametrów strukturalnych modelu
wynikowego wyceny dla poziomu ufnoœci (1–
) = 95%, przy statystyce t-Studenta (0,975,3)
= ±3,18.

Wyniki zestawiono w tabeli 3 pod nazw¹ Karta Wartoœci Rynkowej (KWR) wycenianej
spó³ki OPGK oznaczonej jako D.

80 B. Kaczmarczyk



2.1. Obliczenia

Tabela 1. Dane wejœciowe do obliczeñ bez stosowania normalizacji atrybutów i cen
metod¹ unitaryzacji zerowanej (MUZ)

Spó³ka/atrybut
A = {aij} Li,1 = { l1,l2,l3}

C = {cij}

Spó³ka OPGK oznaczona jako A 2 –1 5 5 0 10

Spó³ka OPGK oznaczona jako B 3 1 12 7 1 20

Spó³ka OPGK oznaczona jako C 20 1,5 15 8 1 30

Spó³ka OPGK wyceniana oznaczona jako D 16 2 12 9 1
poszukiwana

w procesie wyceny

Liczba cen transakcyjnych i = 3, liczba atrybutów j = 5

Tabela 2. Uzyskane wyniki bez stosowania normalizacji atrybutów i cen metod¹ unitaryzacji
zerowanej (MUZ)

Ai

Nazwy

atrybutów

Xi
	

Estymowane

wartoœci

wspó³-

czynników

[ ]x x ii
	 	 = 1,97

Odchylenia

standardowe

Przedzia³y

oszacowania

Interpretacja

rzeczo-

znawcy

w zakresie

indywi-

dualnej

istotnoœci

uzyskanego

rozwi¹zania

x i
	

Ilorazy

przedzia³u

oszacowania

do

estymowanej

wartoœci

x i
	

A1

Produkcja map
x 1

	 0,34 0,02 0,06 + 0,2

A2

Parametr ROE
x 2

	 0,05 0,63 2,01 – 40,2

A3

Przychody
netto

ze sprzeda¿y

x 3
	 1,14 0,32 1,01 + 0,9

A4

Wartoœæ
ksiêgowa

x 4
	 0,73 0,43 1,36 – 1,9

A5

Dywidenda
x 5

	 0,08 0,79 2,52 – 31,0

Znak „+” lub „–” przy atrybucie oznacza, i¿ dany atrybut i odpowiadaj¹cy mu estymator x i
	 wchodzi

lub wypada z modelu wyceny. Jako rozstrzygniêcie interpretacyjne w zakresie x i
	 przyjêto graniczn¹

wartoœæ ilorazu przedzia³u oszacowania do estymowanej wartoœci x i
	 na poziomie 1
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Tabela 3. Karta Wartoœci Rynkowej (KWR) wyceny spó³ki wycenianej OPGK D

Parametr

Metoda

cenowo-

-porównawcza

wyceny spó³ki

bez

normalizacji

Metoda cenowo-

-porównawcza

wyceny spó³ki

z normalizacj¹

atrybutów i cen

metod¹ MUZ

Porównanie bez-

wzglêdne metod:

z zastosowaniem

normalizacji

atrybutów oraz cen

metod¹ MUZ

i bez stosowania

normalizacji

Zmiana

[%]

Wartoœæ rynkowa wycenianej
spó³ki OPGK ozn. jako D

[mln z³]
25,96 25,79 0,99 –1

Estymacja przedzia³owa
wartoœci [mln z³]

5,14 1,13 0,22 –78

Wspó³czynnik przy atrybucie
A1 ozn. x 1

	 0,34 0,35 1,03 3

Wspó³czynnik przy atrybucie
A2 ozn. x 2

	 0,05 0,26 5,20 420

Wspó³czynnik przy atrybucie
A3 ozn. x 3

	 1,14 1,14 1,00 0

Wspó³czynnik przy atrybucie
A4 ozn. x 4

	 0,73 0,49 0,67 –33

Wspó³czynnik przy atrybucie
A5 ozn. x 5

	 0,08 0,17 2,13 113

Suma kwadratów
wspó³czynników

przy atrybutach [ ]x xi i
	 	

1,97 1,76 0,89 –11

Wariancja jednostkowa �0
2 0,66 0,59 0,89 –11

Odchylenie standardowe �0 0,81 0,77 0,95 –5

Semiodchylenie

standardowe jako
�0

2
0,57 0,54 0,95 –5

Porównanie bezwzglêdne uzyskanych wyników w zakresie metodologii wyceny bez i z zastosowa-
niem normalizacji atrybutów i cen metod¹ unitaryzacji zerowanej (MUZ)

2.2. Model wyceny z zastosowaniem normalizacji atrybutów i cen

metod¹ unitaryzacji zerowanej (MUZ)

Wycena modelowa dla rynku spó³ek geodezyjnych z grupy OPGK z normalizacj¹ atry-
butów i cen metod¹ MUZ = 0,35 A1 + 0,26 A2 + 1,14 A3 + 0,49 A4 + 0,17 A5 ± b³¹d.

Po wstawieniu do modelu atrybutów spó³ki OPGK D (tab. 4, wiersz 5) oraz po powro-
cie z normalizacji dla metody MUZ na zmienne rzeczywiste uzyskano wartoœæ rynkow¹ wy-
cenianej spó³ki = 25,79 mln z³ ± (1,13 mln z³ = 4,4%) jako b³¹d wynikaj¹cy z estymacji prze-
dzia³owej przy ustalonym poziomie ufnoœci 0,95.
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Tabela 4. Dane wejœciowe z zastosowaniem normalizacji atrybutów i cen metod¹ unitaryzacji
zerowanej (MUZ)

Spó³ka/atrybut
AMUZ = {aij MUZ}

LMUZ i,1 =
= {lMUZ 1, lMUZ 2 ,lMUZ 3}

CMUZ = {cij MUZ}

Spó³ka OPGK
oznaczona jako A

0,096774 0,000000 0,193548 0,193548 0,032258 0,354839

Spó³ka OPGK
oznaczona jako B

0,129032 0,064516 0,419355 0,258065 0,064516 0,677419

Spó³ka OPGK
oznaczona jako C

0,677419 0,080645 0,516129 0,290323 0,064516 1,000000

Spó³ka OPGK wyceniana
oznaczona jako D

0,548387 0,096774 0,419355 0,322581 0,064516
poszukiwana

w procesie wyceny

Atrybuty i ceny normowano wed³ug (4)

Tabela 5. Uzyskane wyniki z zastosowaniem normalizacji atrybutów i cen metod¹ unitaryzacji
zerowanej (MUZ)

Ai

Nazwy

atrybutów

XMUZ
	

Estymowane

wartoœci

wspó³czyn-

ników

[ , ]x xi iMUZ MUZ
	 	 =

= 1,76

Odchylenia

standardowe

Przedzia³y

oszacowania

Interpretacja

rzeczo-

znawcy

w zakresie

indywi-

dualnej

istotnoœci

uzyskanego

rozwi¹zania

x iMUZ
	

Ilorazy

przedzia³u

oszacowania

do

estymowa-

nej wartoœci

x iMUZ
	

A1

Produkcja
map

x MUZ 1
	 0,35 0,02 0,07 + 0,2

A2

Parametr
ROE

x MUZ 2
	 0,26 0,67 2,13 – 8,2

A3

Przychody
netto

ze sprzeda¿y

x MUZ 3
	 1,14 0,28 0,90 + 0,8

A4

Wartoœæ
ksiêgowa

x MUZ 4
	 0,49 0,26 0,84 – 1,7

A5

Dywidenda
x MUZ 5

	 0,17 0,76 2,41 – 14,2

Znak „+” lub „–” przy atrybucie oznacza, i¿ dany atrybut i odpowiadaj¹ce mu estymator x iMUZ
	

wchodzi lub wypada z modelu wyceny. Jako rozstrzygniêcie interpretacyjne w zakresie x iMUZ
	 przyjê-

to graniczn¹ wartoœæ ilorazu przedzia³u oszacowania do estymowanej wartoœci x iMUZ
	 poziomie 1
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3. Wnioski koñcowe

Zarówno stosuj¹c normalizacjê atrybutów i cen wed³ug MUZ, jak i jej nie stosuj¹c,
uzyskano identyczne wartoœci rynkowe dla wycen modelowych (odpowiednio 25,79 mln z³
i 25,96 mln z³). Bezwzglêdne odchylenie wartoœci rynkowej na poziomie mniej ni¿ 1%
nale¿y uznaæ za dopuszczalne, pozostaj¹ce bez wp³ywu na wynik koñcowy.

Porównuj¹c wprost wyniki, uzyskano inny rozk³ad parametrów strukturalnych roz-
wi¹zañ tworz¹cych modele w zakresie sum kwadratów oznaczonych jako [ ]x xi i

	 	 . Suma
kwadratów wspó³czynników [ , ]x xi iMUZ MUZ

	 	 z zastosowaniem normalizacji atrybutów i cen
wed³ug MUZ jest ró¿na (mniejsza) od sumy kwadratów [ ]x xi i

	 	 dla tzw. metody konwencjo-
nalnej. Ró¿nica na korzyœæ metody MUZ wynosi 11%. Przedstawiona w tabeli 5 estymacja
przedzia³owa wielkoœci wynikowych pokaza³a jednoznacznie, ¿e wiêksz¹ dok³adnoœæ
w sensie zmniejszenia przedzia³u oszacowania uzyskano, stosuj¹c MUZ. Fakt ten ma podsta-
wowe znaczenie dla stosowania metod modelowych wyceny w warunkach ograniczonego
rynku informacji.

W trakcie weryfikacji bran¿owej wyceny (na modelu wynikowym) pojawia siê pytanie:
czy atrybut bran¿owy, w tym przypadku atrybut A1 – produkcja map analogowych i nu-
merycznych w spó³kach geodezyjnych, stymuluje wartoœæ modelow¹ wyceny.

Prezentowany przyk³ad pozwala twierdz¹co odpowiedzieæ na to pytanie (xMUZ 1
	 = 0,35).

Dodatkowo stymulanta w zakresie atrybutu A3 – przychody ze sprzeda¿y (xMUZ 3
	 = 1,14)

wzmacnia merytorycznie wynikowy model wyceny.
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