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METODY TWORZENIA I MODYFIKAC]I FUNKCJI SKLEJANYCH
NA POTRZEBY OPISU KSZTAETU OBIEKTOW OBSERWOWANYCH PUNKTOWO**

1. Wprowadzenie

Funkcje sklejane staly sie standardowym narzedziem, stuzacym do projektowania do-
wolnych ksztaltéw o ciaglej krzywiznie. Coraz liczniej powstajace metody zwiekszania ela-
stycznosci modelowania tymi funkcjami wychodza naprzeciw oczekiwaniom projektantéw
tworzacych nieistniejace jeszcze ksztalty, a co za tym idzie — czesto niemuszacych gwaran-
towac Scistego przechodzenia funkcji przez zadane z gory, liczne i geste zbiory punktéw
przestrzennych. Inaczej sprawa ma si¢ w przypadku budowy sklejanych modeli obiektéw
istniejacych, co jest zasadniczym przedmiotem zainteresowania inzynieréw dokonujacych
oceny stanu ich powierzchni. Pomiar budowli metodami geodezyjnymi dostarcza dyskret-
nego zbioru punktéw, wymuszajacego odpowiednie polozenie generowanego splajnu. Je-
zeli mierzone punkty beda rozmieszczone niekorzystnie (z malgq réwnomiernoscia oraz nie
beda dobrze odzwierciedlaly zmian krzywizny w miejscach, gdzie zmienia sie¢ ona szybko),
powsta¢ moga zafalowania funkcji sklejanej, niejednokrotnie zaburzajace w bardzo duzym
stopniu rzeczywisty ksztalt budowli. Na skutek tego odtwarzanie faktycznego stanu obiek-
tu na podstawie jego obrazu punktowego jest procesem bardziej wymagajacym i skom-
plikowanym niz projektowanie. Czesto metody zwigkszajace efektywnos¢é modelowania,
skuteczne w przypadku projektowania, moga zawies¢ przy odtwarzaniu ksztaltu obiektu.
Dodatkowo w wielu przypadkach nie ma obiektywnego uzasadnienia dla stosowania nie-
ktérych metod, poniewaz sam postulat zwiekszania elastycznosci modelowania nieko-
niecznie musi i$¢ w parze z lepszym odzwierciedleniem faktycznego ksztaltu obiektu. Ak-
tualnie problemem nie jest jednak nadmiar réznego typu metod modyfikacyjnych i ich
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mniejsza lub wieksza przydatnosé, lecz fakt, ze funkcje sklejane nie sg jak dotad szczegdl-
nie popularne w réznego rodzaju analizach ksztaltu powierzchni. Skutkuje to czesto bra-
kiem wiedzy o istnieniu metod modyfikacyjnych, a w efekcie funkcje sklejane stosowane sa
W najprostszej postaci, ktéra w znacznym stopniu ogranicza zakres ich stosowania. Niniej-
szy artykul ma na celu przedstawienie najefektywniejszych (z punktu widzenia odtwarza-
nia ksztaltu mierzonego obiektu) metod modyfikacji najbardziej rozpowszechnionej i naj-
prostszej postaci funkgcji sklejanej [1, 3] — tak aby tworzone przy ich uzyciu modele mogly
odzwierciedlaé faktyczny stan obiektu, wnoszac do jego opisu mozliwie male szkodliwe
zafalowania. Zostang réwniez opisane metody modyfikacyjne wymagajace siegniecia po
bardziej skomplikowane algorytmy tworzenia funkgcji sklejanych.

Oczywiscie, jak wyzej wspomniano, krytyczne znaczenie dla zapewnienia precyzji
opisu, a zarazem redukcji zafalowari ma odpowiedni rozklad punktéw pomiarowych na
obiekcie, zagadnienie to zostalo jednak szczegélowo oméwione w [3, 4]. Dopiero polacze-
nie wlasciwego doboru punktéw obserwowanych i odpowiednich metod modyfikacyjnych
przyniesie pozadane efekty przyblizenia rzeczywistego ksztattu.

Pomimo istnienia ré6znorodnych metod tworzenia i modyfikacji funkgji sklejanych [3],
do niniejszego opracowania wybrano te z nich, ktére pozwalaja najefektywniej i najdoktad-
niej przyblizac ksztalt obiektéw reprezentowanych przez punktowy zbiér obserwacji. Dla
prostoty i przejrzystosci zostaly przeanalizowane funkcje sklejane w postaci krzywych pla-
skich, jednak wszelkie prawidla im towarzyszace, sa aktualne zaréwno dla krzywych prze-
strzennych, jak i powierzchni sklejanych.

2. Parametryczny opis funkcji sklejanych

Pierwszorzedna czynnoscia bedzie opisanie zmian, jakie nalezy zawsze wprowadzac
do najprostszej i najbardziej rozpowszechnionej interpolacyjnej postaci splajnu, niezaleznie
od rodzaju opisywanego obiektu. Pozwola one uniknaé zafalowari oraz klopotéw z kierun-
kiem kreslenia funkcji. W tym celu warto przytoczy¢ kilka elementéw definiujacych takq
najprostszg postac funkgji sklejanej. Jest ona zestawem wielomianéw 3. stopnia, ktére tacza
sie w wezlach z ciagloscig klasy C?, co pozwala na zachowanie ciaglosci krzywizny w calej
dziedzinie funkgji. Klasyczna definicja splajnu operuje na jego zapisie jawnym w postaci
y = flx), przyjmujacym jako wezly wspoétrzedne x; kolejnych punktéw. Dla kazdej funkdji
sklejanej ciag wezléw musi by¢ monotoniczny w calej dziedzinie. Takie zalozenia generujq
ograniczenie kierunku kreslenia funkgji: jezeli wezly tworza ciag monotoniczny, to wspot-
rzedne mierzonych punktéw musza tworzy¢ identyczny ciag. Uniemozliwia to zmiane kie-
runku kreslenia krzywej wzdluz osi X, a w szczegdlnosci tworzenie figur zamknietych (np.
w najlepszym wypadku da si¢ utworzy¢ jedynie polowe tuku okregu). Nie jest to jednak
jedyna wada jawnego zapisu funkgji sklejanej. Wielkos$¢ zafalowarni powstajacych podczas
tworzenia tych funkcji bardzo silnie zalezy od zachowania proporcji pomiedzy przestrzen-
na odlegtoscia kolejnych punktéw a odlegloscia pomiedzy odpowiadajacymi tym punktom
wezlami. Im te proporcje sa bardziej zachwiane, tym w efekcie bardziej zdeformowana jest
postac splajnu. Utozsamienie wspotrzednych x; punktéw z wezlami funkgji sklejanej bar-
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dzo czesto prowadzi do takich sytuacji, poniewaz odleglosciom miedzy punktami na nieli-
niowym obiekcie rzadko kiedy odpowiadaja odlegtosci miedzy wspdlrzednymi tych punk-
tow. Opisane wyzej niekorzystne czynniki towarzyszace jawnemu zapisowi splajnu, dys-
kwalifikuja go jako narzedzie do budowy skomplikowanych modeli punktowo mierzonych
obiektéw. Usuniecie tych niedogodnosci jest jednak wyjatkowo proste — wystarczy w tym
celu wprowadzic¢ parametryczny zapis funkgji typu: x = f(t), y = f(t). Pozwala on na wyeli-
minowanie niedogodnosci zwigzanych z koniecznoscia stosowania rosnacego ciagu wspot-
rzednych x; — rosnacy musi by¢ teraz tylko zbiér wezléw t, co nie nastrecza zadnych pro-
bleméw, bo wezlty moga zosta¢ wyznaczone zupelnie niezaleznie. W ten sposéb znika pro-
blem ograniczenia kierunkéw kreslenia splajnu. Dodatkowo wezly mozna dobracé tak, aby
odleglosci miedzy nimi odpowiadaly proporcjom odlegtosci miedzy punktami mierzony-
mi, a to w znacznym stopniu przyczyni sie do redukcji zafalowan otrzymanej funkcji. Mo-
notoniczny ciag wezléw ustalany jest w procesie parametryzacji — kolejne wezly wyznaczo-
ne zostaja jako suma odleglosci miedzy wezlami poprzednimi az do aktualnego wiacznie.
Gléwnym zadaniem parametryzacji jest jednak taki dobér odlegtosci miedzy poszczegol-
nymi wezlami, aby byly one proporcjonalne do odlegtosci miedzy punktami obserwowa-
nymi. Podczas wielu praktycznych analiz ustalono dwa najkorzystniejsze rodzaje parame-
tryzacji, wprost proporcjonalne odpowiednio do: odleglosci miedzy punktami pomiarowy-
mi — dla opisu obiektéw o wolnozmiennej krzywiznie, pierwiastka odlegtosci miedzy
punktami pomiarowymi — dla opisu obiektéw o szybkozmiennej krzywiznie. Ogélnie dla
wiekszosci nieregularnych ksztaltéw bezpieczniej uzywac drugiej z wymienionych para-
metryzacji — niesie ona mniejsze ryzyko powstania niekorzystnych zafalowan. Nic nie stoi
na przeszkodzie, aby w pewnych wypadkach stosowaé parametryzacje mieszang, w zalez-
nosci od zmian ksztaltu obiektu. W praktyce mozna jeszcze spotkaé parametryzacje stalq
dlugoscia przedziatu, jednak poniewaz, podobnie jak przy doborze weztéw dla opisu jaw-
nego — nie odzwierciedla ona proporcji odleglosci miedzy punktami — nie powinna by¢
stosowana. Jej uzycie ma na celu jedynie uproszczenie postaci funkgji sklejanej i przyspie-
szenie obliczert numerycznych. Aby uzyskaé spéjny opis, nalezy oczywiscie stosowac iden-
tyczna parametryzacje dla obydwu funkgji: x = f(t) i y = f(t). Na rysunku 1 przedstawiono
wyniki przyblizenia mierzonego ksztaltu za pomoca splajnéw zbudowanych przy uzyciu
réznego rodzaju parametryzacji.

W calym opracowaniu przyjeto nastepujaca konwencje tworzenia rysunkéw: kolejne
czlony funkcji sklejanej sa oznaczane symbolami S;, natomiast odcinki ksztattu przybliza-
nego numerami — |il. Ksztalt ten tworza w kazdym przypadku linie tamane — polaczone
w wierzchotkach z ciagloscia klasy C. Zbieznosé splajnu do funkeji klasy COjest najstabsza
[3, 6] a to pozwala najlepiej ocenié¢ zafalowania wnoszone do modelu przez rézne metody
modyfikacyjne.

Rysunki pozwalajg latwo ocenié, iz jawny opis funkgji sklejanej moze powodowac
wrecz katastrofalne pogorszenie zbieznosci do funkgji przyblizanej, w poréwnaniu z opi-
sem parametrycznym zachowujacym proporcje odlegtosci miedzy punktami. Parametryza-
gja pierwiastkiem odleglosci daje na pewnych odcinkach lepsze, a na innych nieco stabsze
przyblizenie niz parametryzacja odlegloscia, jednak globalnie oferuje bardziej zréwnowa-
zony opis obiektu.
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Rys. 1. Wykresy funkdji sklejanej S (sktadowe S1,..., S4) utworzone przy réznych rodzajach parame-
tryzagji dla punktéw interpolacyjnych p1,..., p5. Eamana linia przedstawia aproksymowany ksztalt
ztozony z odcinkéw |11,..,141: a) parametryzacja odlegloscia pomiedzy kolejnymi punktami;
b) parametryzacja odpowiadajaca jawnemu opisowi funkcji; ¢) parametryzacja pierwiastkiem
odleglosci pomiedzy kolejnymi punktami

3. Dobé6r warunkéw brzegowych

Obok zastosowania opisu parametrycznego warto dodatkowo zwrécié uwage na
tzw. warunki brzegowe. Specyfika wyznaczania interpolacyjnej funkgji sklejanej polega na
rozwiazaniu ukladu réwnan, z ktérych kazde zawiera trzy niewiadome. Wystepuje zatem
niedobér dwéch réwnarn, ktére nalezy dolaczy¢ do ukladu, czynigc pewne zalozenia. Te
dwa réwnania — dolaczane po jednym na obu koricach ukladu — nosza nazwe warunkéw
brzegowych.

Istnieje caly szereg warunkéw brzegowych, jednak warto oméwic tylko niektére:

a) S”(a)=S"(b)=0- drugie pochodne na koricach rozwazanej funkcji przyréwnane
zostaja do zera. Jest to bardzo uzyteczny i najchetniej stosowany warunek, ktérego
zaleta oprocz prostoty, jest fakt, ze nie wymaga posiadania zadnych wstepnych
wiadomosci o szukanej funkgji, a takze zapewnia stosunkowo dobra zbieznos¢ do
ksztaltu aproksymowanego.
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b) $D(a)=5"(b) dla j =0, 1, 2 — warunek okresowy, wykorzystywany do budowy
krzywych zamknietych.

o S”(x)=S8"(x{),S"(x;,.1) =5"(x;_1) - zadanie ciaglosci pochodnej trzeciego
stopnia w wezlach x; i x,,_; — tzw. warunek ,nie wezel”. Podobnie jak warunek 1)
stosowany jest, gdy nic nie wiadomo o wartosciach pochodnych na kraricach okre-
Slonosci calej funkcji. Dodatkowaq zaletq jest lepsza zbieznos¢ do funkcji aproksy-
mowanej niz w przypadku 1). Korzystanie z tego warunku zaburza tréjdiagonal-
no$¢ macierzy wspoétczynnikéw, co wymaga przeprowadzenia pewnych dodatko-
wych obliczen.

d) Dodatkowe punkty interpolacyjne — aby uzyskac wigkszy wplyw na ksztaltowanie
splajnu na jego koricach, mozna wprowadzi¢ dodatkowe punkty interpolacyjne —
na zewnatrz obydwu kranicéw zbioru punktéw mierzonych, otrzymujac powiek-
szony uklad réwnan. Zastosowanie wéwczas innych warunkéw, np. 1) lub 3), be-
dzie mialo wplyw gitéwnie na utworzone z tych punktéw czltony znajdujace sie
poza interesujacym zakresem funkcji. Takie nadliczbowe punkty interpolacyjne nie
bedace reprezentacja rozwazanego obiektu mozna dowolnie przesuwac, dazac do
otrzymania jak najlepszego przyblizenia w obszarze utworzonym z punktéw po-

mierzonych.

Wymienione warunki (oprécz b) nie musza wystepowaé parami, lecz moga tworzyc
dowolne konfiguracje. Podobnie kazdy z nich (oprécz b) wnosi nieobiektywne informacje
do budowanego modelu, skutkujace zazwyczaj powstaniem zafalowan w poblizu kraficéw
funkcji. Wplyw warunkéw brzegowych na poszczegélne fragmenty splajnu jest lokalny
i wraz z oddalaniem si¢ od jego koncow (w sensie liczby kolejnych przedziatéw) szybko
zanika. Dysponujac stosunkowo gestym zbiorem punktéw pomiarowych (a do tego nalezy
dazyd, jesli chce sie zobrazowac dokladnie badany ksztalt), mozna uwaza¢ wplyw tych
warunkéw na calo$é krzywej za niewielki. Niemniej jednak nalezy mieé¢ swiadomosé, ze
najbardziej zewnetrzne czlony splajnu sg obarczone dodatkowymi znieksztalceniami,
a wiec w przypadku prowadzenia szczegétowych analiz ksztaltu obiektu, moze zaj$¢ ko-
niecznos¢ odrzucenia tych czlonéw z wygenerowanego modelu.

4. Wstawianie dodatkowych punktéw interpolacyjnych

Omoéwione do tej pory zagadnienia powinny by¢ uwzgledniane zawsze, podczas kon-
struowania kazdej funkcji sklejanej. Istnieja jednak metody modyfikacyjne, ktérych stoso-
wanie moze wymusié konkretny ksztatt powierzchni, albo ktére sg korzystne z punktu wi-
dzenia redukgji bledéw pomiarowych. W pierwszym wypadku mowa jest giéwnie o sy-
tuacjach, gdy dany obiekt sklada sie z kilku gladkich powierzchni, polaczonych ze sobag
z ciaggtoscia tylko klasy C° w postaci linii krawedziowych. Dotyczy to réwniez wszelkich
pekniec zaistnialych w obrebie jednolitej gladkiej powierzchni. Jak nadmieniono powyzej,
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zbieznos¢ funkdji sklejanej klasy C? do funkeji przyblizanej jest w takich miejscach bardzo
staba, co zreszta wyraZznie pokazuje rysunek 1, niezaleznie od przyjetej parametryzacji.
Skutkuje to niemozno$cig utworzenia jednolitego, a przy tym precyzyjnego sklejanego mo-
delu catego obiektu posiadajacego zalamania lub pekniecia. Rozwigzaniem tego problemu
sa metody pozwalajace na zmniejszenie klasy polaczenia splajnu w weZle odpowiadajacym
punktowi zalamania. Zazwyczaj wymagaja one ingerencji w algorytm obliczeniowy [3], co
moze by¢ niemozliwe, jezeli korzysta si¢ z gotowych programéw do wyznaczania funkcji
sklejanych. Mozna jednak wykorzysta¢ pewna wiasnos¢ tych funkgji, ktéra bez jakiejkol-
wiek zmiany algorytmu da efekt analogiczny jak zmniejszenie klasy ciaglosci polaczenia.
Oto6z funkcje sklejane cechuje dos¢ duza autonomicznosé opisu — zmiana przebiegu splajnu
klasy C? pomigedzy dwoma weztami bedzie miata teoretycznie wptyw jedynie na szes¢ czto-
néw sasiednich: po trzy z kazdej strony rozwazanego przedzialu wyznaczonego przez te
wezly [3]. Praktycznie na skutek niedokladnosci obliczeri numerycznych wplyw ten zostaje
przeniesiony na dalsze czlony, jednak w bardzo nieznacznym zakresie. Powyzsza wilasnosé
decyduje tez o lokalnym znaczeniu opisanych wczesniej warunkéw brzegowych. Mozna
oczekiwad, ze jezeli w poblizu miejsca zalamania (rys. 2) wstawi si¢ dodatkowy punkt, to
przebieg krzywych w okolicy zalamania ulegnie wygladzeniu. Stanie si¢ tak, poniewaz
zostanie przez to dodany nowy odcinek splajnu, oddalajacy od siebie wczesniej potaczone
krzywe — a wiec wzajemny wplyw tych krzywych zostanie przez to rozdzielenie zreduko-
wany. Jezeli wstawionych punktéw bedzie wigcej, zostanie pomiedzy nimi skonstruowa-
nych kilka odcinkéw splajnu, co spowoduje zniwelowanie wzajemnej zaleznosci krzywej
poczatkowo wchodzacej w zalamanie i krzywej z niego wychodzacej, a wigc mozna osia-
gnaé w ten sposéb dowolnie dobre wygladzenie. Wprowadzajac zatem kilka dodatkowych
punktéw potozonych po obu stronach newralgicznego punktu, wokdt ktérego wystepuja
zafalowania, mozna zdecydowanie je zredukowac (rys. 2). Wstawiane punkty moga lezeé
bardzo blisko punktu, wokét ktérego wystepuje deformacja, poniewaz o zaleznosci prze-
biegu funkcji sklejanej w kolejnych przedzialach nie decyduje ich wzajemna odleglosé,
a jedynie liczba przedzialéw rozdzielajacych. Najlepiej zatem umiejscowic¢ je w odlegto-
Sciach znacznie mniejszych od wartosci sredniego btedu polozenia mierzonego punktu, co
nie spowoduje praktycznie zadnych zmian w ich rozkladzie na obiekcie (nie zdeformuje
wynikéw pomiaréw). Widoczne na rysunku 2a zafalowanie po wstawieniu dodatkowych
punktéw przeniesie si¢ na nowo utworzone czlony — poniewaz jednak ich dlugosci beda
znikomo mate, znikomo male bedzie réwniez towarzyszace im znieksztalcenie.

W ten sposob, bez jakiejkolwiek zmiany w algorytmie wyznaczajacym funkcje skleja-
na, mozna uzyskac¢ model analogiczny do modelu, w ktérym zastosowano redukgje klasy
polaczenia, a wszystko to odbywa sie przy zachowaniu ciaglosci C? dla catego splajnu. Meto-
de te mozna zastosowacd nie tylko do uzyskania jednolitego opisu obiektéw posiadajacych
krawedzie lub pekniecia, ale takze do redukcji ponadnormatywnych zafalowan funkcji
sklejanej powstalych na skutek niewlasciwego doboru rozktadu punktéw obserwowanych.
Jest to jednak dzialanie subiektywne, poniewaz nigdy nie wiadomo, jaka czes¢ zafalowania
wynika ze zlego rozkladu punktéw, a jaka jest wlasciwie przez nie odzwierciedlong fizycz-
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na deformacja obiektu. Wymaga zatem podkreslenia, Ze najwazniejsze dla uzyskania do-
brego przyblizenia funkcjami sklejanymi jest takie rozplanowanie obserwacji na obiekcie,
aby odwzorowaly one wszystkie lokalne deformacje i nie wnosily poprzez swoja duza nie-
regularno$¢ dodatkowych znieksztalcen do opisu. Szczegétowe wskazéwki, jak dobieraé
punkty w zaleznosci od geometrii obiektu, zawarto w [3, 4].

a) b) p3

pl p3

1 9
pl p7 P p

Rys. 2. Wplyw wstawiania réznej liczny punktéw interpolacyjnych w bezposrednim otoczeniu
zalamania: a) funkcja sklejana interpolujaca punkty pl-p3 z zalamaniem w punkcie p2;
b) wstawienie jednego bliskiego punktu interpolacyjnego po obu stronach zalamania;
c) wstawienie dwdéch bliskich punktéw interpolacyjnych po obu stronach zalamania;
d) wstawienie trzech bliskich punktéw interpolacyjnych po obu stronach zalamania

5. Aproksymacja przy uzyciu funkcji sklejanych

Wspoélczesne metody pomiarowe pozwalaja z duza precyzja wyznaczaé¢ dowolne
ksztalty, niemniej jednak kazda obserwacja obarczona jest bledem, uniemozliwiajacym do-
kladne umiejscowienie punktéw na obiekcie. Dysponujac wspdlrzednymi obliczonymi
w oparciu o wyniki pomiaréw oraz odpowiednimi ich bledami srednimi 6, mozna popro-
wadzi¢ funkgje sklejang niekoniecznie przez dane punkty {p,, p;,..., p,}, a przez ich odpo-
wiedniki {p’;, p’y,..., 'y} tak wyznaczone, aby spenialy warunki metody najmniejszych
kwadratéw i jednoczesnie pozwalaly okresli¢ mozliwie gtadka funkcje. Uzyskuje sie dzieki
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temu redukcje zafalowan krzywej, stosownie do wielkosci bledu pomiarowego, oraz przy-
jetego parametru aproksymacji . Zagadnienie rozwiazuje si¢, minimalizujac funkcjonat

2 t,
rz(p;—s(”] -0 ] (S0) m

i=1 pi t

Pierwszy jego czton odpowiada za aproksymacje sredniokwadratows, natomiast dru-
gi wiaze sie z krzywizng catkowita funkgji S. Dobierajac odpowiednia warto$¢ parametru r,
0 <r <1, uzyskuje sie krzywa mozliwie gladka na przemian z krzywa najlepiej wpasowana
w zbiér punktéw. Metoda ta znana jest juz od dluzszego czasu, stosowana jest jednak naj-
czesciej w polaczeniu z jawnym opisem funkgji sklejanych, co w tym wypadku przynosi
jeszcze wieksze szkody niz dla interpolacji. Wspéirzedne punktéw nie sa bowiem trakto-
wane jednakowo — aproksymowane sg tylko wartosci funkgji y; przy ciggu weztéw pokry-
wajacych sie z odcietymi x,. W efekcie nastepuje jedynie ,potowiczna” aproksymacja, nowe
punkty p/, przez ktére przejdzie wygladzona krzywa, nie mogg sie przemieszczaé¢ dowol-
nie, a jedynie wzdtuz osi rzednych, pozostawiajac wspélrzedne x; niezmienione wzgledem
punktéw interpolacyjnych. Rozwigzanie problemu przynosi zastosowanie parametryczne-
go opisu funkdji, gdzie przy ustalonych parametrach t, w aproksymacji uczestniczq w nie-
zaleznych procesach wszystkie grupy wspoétrzednych (x; v, jesli istnieje — z,).

Zasadniczy wplyw na przebieg funkgji aproksymacyjnej maja: wielkos¢ bledu $rednie-
go wspotrzednych — 6 oraz parametr aproksymacji — r. Przy r = 1 niezaleznie od przyjetych
bledéw otrzymuje sie funkcje interpolacyjng (rys. 3a). Zmniejszanie tego wspdlczynnika
powoduje coraz mocniejsze wygladzanie krzywej, przy czym wielkos¢ 6 decyduje o zakre-
sie mozliwych do uzyskania zmian przy ustalonym r (por. rys. 3b i 3c). Opisana metoda
aproksymacji nie ma bezposredniego mechanizmu utrzymujacego przebieg krzywej w gra-
nicach zadanych wartosci bledéw o, tak wiec zawsze mozna znaleZ¢ dostatecznie mate r
zapewniajace dowolne wygladzenie krzywej (por. rys. 3c i 3d). W skrajnym przypadku dla
bardzo matego parametru r cala funkcja sklejana przyjmie postac prostej. Wiasciwy dobor r
mozna osiggnad, wyznaczajac go w sposob iteracyjny, zakladajac okreslong dopuszczalna
wielkos¢ odstepu funkcji sklejanej od przyblizanej. Aproksymacyjnego modelowania krzy-
wych warto dokonywac przy wstepnym zalozeniu r = 1, co pozwoli wyselekcjonowaé
miejsca zafalowan. Nastepnie przeprowadzaé¢ mozna ich redukcje gléwnie przez zwieksza-
nie w tych miejscach tolerancji ¢ przy stosunkowo niewielkich zmianach wspétczynnika r,
gdyz w odréznieniu od 6 wplywa on na wszystkie odcinki konstruowanej krzywej. Aprok-
symacja funkcjami sklejanymi jest szczegdlnie przydatna podczas przyblizania gestego
zbioru punktéw. Rosnie wéwczas stosunek wielkosci popelnionego btedu pomiarowego do
odleglosci pomiedzy punktami, co prowadzi do powstawania zafalowari. W takich sytu-
acjach, gdy cala krzywa wyznaczona dla r = 1 posiada niekoniecznie znaczne, lecz wyste-
pujace w duzej liczbie znieksztalcenia, korzystne moze by¢ zwiekszenie roli majacego glo-
balny wplyw parametru » (zmniejszenie jego wartosci). Podczas poréwnania dwéch pomia-
réw okresowych konieczne jest dokonywanie przyblizenn przy tym samym ustalonym
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parametrze r, dla obu przypadkéw powinny by¢ tez podobne (ten sam rzad wielkosci) za-
loZzone wartosci bled6éw $rednich. Nieprzestrzeganie tych zasad moze da¢ zupelnie niemia-
rodajne efekty poréwnan.

\p2 =92 p4 = pd'7

Rys. 3. Aproksymacja funkcja sklejang przedstawiona w postaci parametrycznej:
a)r=1,6-dowolne; b) r=0,1, 6 =0,02; ¢) r = 0,1, 5 =0,1; d) r = 0,001, 6 =0,01

Jakakolwiek aproksymacja prowadzona przy uzyciu funkgji sklejanych wnosi pewne
niebezpieczenstwo zwiazane z natura splajnéw, ktére zawsze daza do uzyskania najglad-
szej postaci, bedacej w skrajnym przypadku linig prosta. Na skutek tej wlasnosci, zezwole-
nie funkcji sklejanej na nieprzechodzenie przez punkty pomiarowe bedzie powodowalo
kazdorazowo splaszczenie wygenerowanego modelu. Zjawisko to nalezy mie¢ zawsze na
uwadze, decydujac si¢ na uzycie aproksymacyjnych funkcji sklejanych.

6. Funkcje B-sklejane

Potrzeba zwiekszenia elastycznosci modelowania przynosi wcigz nowe metody wy-
znaczania funkgji sklejanych. Niejednokrotnie nie wystarcza uzycie opisanych wczesniej
sposobéw poprawiania wiasnosci klasycznych splajnéw, lepsze efekty mozna uzyskacd 1a-
czac je z odmiennymi metodami konstruowania krzywych. Najbardziej przyszlosciowe
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i rozpowszechnione wéréd nich sa funkcje B-sklejane [2, 3]. Zastosowanie odmiennej re-
prezentacji splajnéw przy zachowaniu takich samych warunkéw brzegowych i identycznej
parametryzacji nie powoduje zmian przebiegu funkcji wzgledem opisu przedstawionego
powyzej. Funkcje B-sklejane wyznaczane sg jako kombinacja liniowa wielomianéw bazo-
wych N!™:

n—-m-1

Sitty= 2, dNI"(t) t;i={ty, .., t,) 2
i=0

Wielomiany te okresla rekurencyjny wzér Mansfielda-de Boora—Coxa:

1 dla te [ti’ti+1)

N{(t) = 3)

0 dla tg [tirti+1)

-t _ |5 —t _
NE() =N+ N )

itk ~ti itk+1 T Lit1
Réwnanie funkcji B-sklejanej 3. stopnia (rys. 4) w przedziale te [t;,t;,1) ma postaé
Si-a(t) = di_3NP 3 (1) +di_ NP o (1) +d; N7y () + ;N7 (1) (4)
gdzie wyznaczane wspoélczynniki d; s tzw. punktami kontrolnymi, tworzacymi tamana

kontrolng. Rysunek 4 przedstawia funkgcje sklejang S; interpolujacg punkty p,, skonstruowa-
ng za pomoca punktéw kontrolnych d..

Rys. 4. Krzywe B-sklejane S; 3. stopnia wraz z punktami kontrolnymi d;
i punktami interpolacyjnymi p;
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6.1. Aproksymacyjne funkcje B-sklejane

Czasami korzystne moze okazac si¢ zmniejszenie liczby funkcji wynikowych opisuja-
cych badany ksztalt. Wiaze sie to oczywiscie w pewnym stopniu z rezygnacja ze szczegdto-
wosci opisu, co jednak moze by¢ nieuniknione np. w przypadku posiadania bardzo duzej
liczby punktéw pomierzonych. W takiej sytuacji wyznaczenie krzywych czy powierzchni,
ale zwlaszcza prowadzenie na nich pézniejszych analiz, moze trwac nieakceptowalnie diu-
go. Przykladowo wyznaczenie okoto pieciuset normalnych do powierzchni sklejanej wyge-
nerowanej w oparciu o taka sama liczbe punktéw, w specjalizowanym programie graficz-
nym operujacym na funkgjach sklejanych (Rhinoceros 3.0), na komputerze wyposazonym
w procesor 1,5 GHz i 512 MB pamieci operacyjnej trwa, kilka minut. Latwo dostarczy¢
znacznie wigeksze zbiory obserwacji, np. za posrednictwem pomiaréw prowadzonych przy
uzyciu skaneréw laserowych, co wydluzy czas obliczert w tak znacznym stopniu, Ze nawet
wielordzeniowe procesory, ktére zostang skonstruowane w ciagu najblizszych lat, nie beda
wstanie przeprowadzi¢ obliczeri w ekonomicznie uzasadnionym czasie. Problem ten po-
zwalajg rozwigzaé aproksymacyjne funkcje B-sklejane. Umozliwiaja one skonstruowanie
pojedynczego odcinka splajnu dla dowolnej liczby punktéw p,, przy wykorzystaniu metody
najmniejszych kwadratéw. Dzieki temu dla tych czesci obiektu, gdzie jego krzywizna zmie-
nia sie powoli, mozna skonstruowac odcinki funkcji grupujace wiele punktéw, natomiast
w miejscach szybkiej zmiany krzywizny odcinki te tworzy¢ w oparciu o dwa punkty, co
zredukuje funkcje aproksymacyjng do postaci interpolacyjnej pozwalajacej na szczegélowy
opis. Uzytkownik moze zadecydowad, ktére czesci obiektu musza by¢ przedstawione pre-
cyzyjnie (interpolacja), a ktére mogg by¢ poddane pewnej generalizacji (aproksymacja),
w efekcie umozliwiajac zmniejszenie liczby funkcji wynikowych. Wystarczy w tym celu
rozwiazac zadanie najmniejszych kwadratéw dla wybranych grup punktéw p,, ktére maja
podlegaé aproksymacji na zadanych odcinkach wg wzoru

)y [Pj— )y 1diNim(t):| — min 5)
j=0 i=0

gdzie:
n-m — liczba punktéw kontrolnych d; splajnu,
r+1 — liczba punktéw mierzonych p; uzytych w aproksymacji.

Dla funkgji interpolacyjnych n—-m > r+1.

Dokladne wyjasnienie zasady konstruowania odcinkéw aproksymacyjnych wymaga
szerszej znajomosci zasad tworzenia funkcji B-sklejanych, co znacznie wykracza poza ramy
objetosciowe niniejszej publikacji. Szczegélowy opis zagadnienia znajdzie czytelnik w [2,
3], tutaj zostang przedstawione jedynie pewne konsekwencje zastosowania tego rodzaju
aproksymacji. Otéz jak wynika z (4) kazdy odcinek splajnu zostaje okreslony za pomoca
czterech punktéw kontrolnych, ktérych zasieg wplywu na dalsze odcinki jest identyczny
dla krzywych aproksymacyjnych i interpolacyjnych. Jezeli wiec w bezposredniej bliskosci
czlonu aproksymowanego wystapigq odcinki ,interpolacyjne”, to faktycznie nie beda one
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interpolowaly punktéw p,, poniewaz nie pozwolg na to punkty kontrolne odcinka aproksy-
mowanego, ktére uczestniczy¢ beda réwniez w tworzeniu krzywej ,interpolacyjnej”. Do-
piero czwarty z kolei taki splajn bedzie wolny od wplywu punktéw d; wytworzonych
w procesie aproksymacyjno-sklejajacym. To niekorzystne zjawisko mozna w pewnym stop-
niu wyeliminowaé poprzez zastosowanie odpowiedniego wagowania réwnan (przemnoze-
nie macierzy wspoétczynnikéw przez macierz wagowa). Narzucajac wigksze wagi przy
punktach, przez ktére krzywa ma przechodzié¢, mozna dla nich wymusic szybsze dazenie
do osiagniecia warunkéw interpolacyjnych. Nastapi to jednak kosztem jakosci przyblizenia
na odcinkach aproksymowanych (por. rys. 5), sa one bowiem réwniez wrazliwe na wplyw
punktéw kontrolnych tworzacych sasiednie cziony.

a) b)

pl
pl

Rys. 5. Aproksymacja funkcjami B-sklejanymi: a) bez wagowania; b) z zastosowaniem wagowania;
S, — odcinek aproksymowany, S; — odcinki interpolacyjne

6.2. Funkcje NURBS

Ostatnig z prezentowanych metod modyfikacyjnych sg wymierne funkcje B-sklejane,
tzw. krzywe NURBS [2, 3] okreslone nastepujaco

n_f_l w;d;N7" (t)
Sy =" — (6)

2. wN"(t)

i=0

Pozwalajg one wplynac na przebieg funkcji poprzez odpowiednig zmiane wag w; przy
punktach kontrolnych d; (wagowanie to nie ma nic wspdélnego z wagowaniem opisanym
przy aproksymacyjnych funkcjach B-sklejanych). Dobér wag zalezy wylacznie od uznania
uzytkownika, z tego tez powodu, jako catkowicie subiektywna, metoda ta powinna by¢
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stosowana tylko w wyjatkowych przypadkach, do usuwania zapetleri i redukgji ponadnor-
matywnych zafalowan, nieistniejacych na rzeczywistym obiekcie. W wigkszosci sytuacji
praktycznych, przy dobrym rozkladzie punktéw obserwowanych, metoda ta nie znajdzie
zatem zastosowania, warta jest jednak przyblizenia, poniewaz pozwala ona wnosi¢ naj-
wieksze zmiany do przebiegu funkgji sposréd wszystkich innych metod modyfikacji splaj-
néw. Wplyw poszczegélnych wag jest ograniczony do kilku czlonéw splajnu, mimo tego
ocena ich oddzialywania na przebieg krzywej czesto nie jest latwym zadaniem. Wprowa-
dzenie wag dla danego punktu kontrolnego d; zdeformuje odcinki sasiednie, zwykle jest
wiec konieczne wprowadzenie na tych odcinkach pewnych wag przeciwdzialajacych temu
zjawisku. Dobér prawidlowych wag wymaga na ogét kilku powtdrzen, poniewaz zaréwno
ich wielkos¢, znak, jak i mozliwe konfiguracje punktéw interpolacyjnych uniemozliwiaja
zebranie jednoznacznych wskazéwek pozwalajacych je wstepnie okresli¢. Najbezpieczniej
jest utworzy¢é wszystkie funkcje przy wagach réwnych jednosci i dopiero w zaleznosci od
potrzeb dokonywaé zmian. Nalezy podkresli¢, iz niewlasciwe wagowanie moze doprowa-
dzi¢ do bardzo duzych zaburzen splajnu. Pozytki plynace ze stosowania funkcji NURBS
mozna oceni¢ poréwnujac rysunki 6a i 6b. Nadanie ujemnej wagi dla punktu d, (rys. 6b),
ktéra jest dodatkowo znacznie mniejsza pod wzgledem modutu od pozostatych, spowodo-
walo tak znaczne przesunigcie tego punktu, ze nie zmiescilby si¢ razem z wykresem na
jednej stronie wydruku. Mimo to uzyskano znacznie lepsze przyblizenie szukanego ksztal-
tu niz bez wagowania (rys. 6a).

a)

w7=1 \ /

Rys. 6. Funkcje NURBS: a) bez wagowania; b) z zastosowaniem wagowania
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7. Uwagi koricowe

Wymienione w opracowaniu metody modyfikacji funkgji sklejanych mozna ze sobg
faczy¢, otrzymujac pozadany wplyw na poszczegdlne ich odcinki. Niektére z tych metod
powinny by¢ bezwzglednie stosowane (opis parametryczny polaczony z wilasciwa parame-
tryzacja, odpowiedni dobér warunkéw brzegowych), innych korzystnie jest uzy¢ w zalez-
nosci od ksztaltu powierzchni, liczby punktéw i dokladnosci ich wyznaczenia (wstawianie
dodatkowych punktéw, aproksymacyjne funkcje sklejane), a pozostale (funkcje NURBS)
warto wykorzystywac tylko w wyjatkowych wypadkach duzych znieksztalceri wprowa-
dzanych przez funkcje sklejang. Metody te nie zapewnia jednak dobrego przyblizenia
w przypadku braku odpowiednio réwnomiernego rozkladu obserwowanych na obiekcie
punktéw, a szczegdlnie pomocne wskazéwki odnosnie planowania tego rozkladu znajdzie
czytelnik w [3, 4].
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