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WP£YW SPOSOBU WYZNACZENIA POPRAWKI KALIBRACYJNEJ
NA OKREŒLANE PRZEWY¯SZENIE**

1. Wprowadzenie

Wp³ywy instrumentalne s¹ jednymi z g³ównych czynników powoduj¹cych powstawanie
b³êdów systematycznych w niwelacji precyzyjnej. Wprowadzenie do pomierzonych prze-
wy¿szeñ popradwek termicznej i kalibracyjnej ma na celu zminimalizowanie tych oddzia-
³ywañ. Poprawka termiczna liczona jest na podstawie okreœlonego w procesie badañ labo-
ratoryjnych wspó³czynnika rozszerzalnoœci termicznej [4]. Poprawka kalibracyjna, jak dot¹d,
obliczana jest na podstawie tzw. poprawki „metra œredniego” pary ³at, która obejmuje za-
równo przypadkowe b³êdy naniesienia podzia³u, jak i przeskalowanie zwi¹zane ze zmian¹
d³ugoœci wstêgi inwarowej, na której ten podzia³ jest naniesiony. Mamy wiêc do czynienia
z opisaniem z³o¿onego zjawiska jednym parametrem. Wykorzystanie w procesie wzorcowa-
nia interferometru laserowego pozwala na pozyskanie wiêkszej liczby obserwacji przy jed-
noczesnym zwiêkszeniu dok³adnoœci pomiarów. Dziêki badaniom prowadzonym w Geo-
dezyjnym Laboratorium Metrologicznym AGH zaproponowano [2] sposoby wyznaczania
poprawki kalibracyjnej w oparciu o pe³ne dane z procesu wzorcowania, bez koniecznoœci
generalizowania ich poprawk¹ „metra œredniego”. W artykule zaprezentowano analizê wp³y-
wu przyjêtego sposobu wyznaczenia poprawki kalibracyjnej na wielkoœæ wyznaczanego
przewy¿szenia.

2. Sposoby wyznaczania poprawki kalibracyjnej
do pomierzonych przewy¿szeñ

Za³ó¿my, ¿e pomiar na stanowisku niwelacyjnym obejmuje wykonanie odczytów „wstecz”
na podziale zasadniczym W1 i podziale pomocniczym W2 oraz odczytów „w przód” P2
(podzia³ pomocniczy) i P1 (podzia³ zasadniczy).
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Ró¿nica wysokoœci policzona z tych odczytów wyniesie
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Wprowadzana do wyników niwelacji precyzyjnej poprawka kalibracyjna mo¿e byæ li-
czona wed³ug ró¿nych metod. Powszechnie stosowany jest sposób, w którym brana jest pod
uwagê œrednia wartoœæ „metra œredniego” �œr obu ³at z kompletu pomiarowego, a wyznacza-
na w ten sposób poprawka kalibracyjna dla stanowiska niwelatora, nazywana w dalszej
czêœci poprawk¹ uœrednion¹ pU, liczona jest wed³ug wzoru

pU dH œr� ( – )� 1 (2)

W czasie badañ prowadzonych w Geodezyjnym Laboratorium Metrologicznym AGH
stwierdzono, ¿e wartoœci „metra œredniego” i wspó³czynnika rozszerzalnoœci termicznej
pary ³at w niektórych kompletach pomiarowych znacznie siê ró¿ni¹ [2, 4, 6]. Dlatego te¿
wydaje siê zasadne obliczanie poprawki kalibracyjnej – poprawki „metra œredniego” pM –
z uwzglêdnieniem wyznaczonych dla ³at „wstecz” i „w przód” wartoœci „metrów œrednich”
�W i �P.
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Podczas wzorcowania ³at klasycznych w Geodezyjnym Laboratorium Metrologicznym
AGH wyznaczane s¹ odchylenia kalibracyjne rD od wartoœci nominalnych poszczególnych
kresek. W [2] zaproponowano dwa sposoby wyznaczania poprawki kalibracyjnej wyko-
rzystuj¹ce te dane z wzorcowania. Pierwszy z nich uwzglêdnia dodanie do ka¿dego od-
czytu nominalnego wyznaczonej dla niego odchy³ki rD. Poprawka kalibracyjna, nazywana
w dalszej czêœci poprawk¹ kresek pD, wyniesie wówczas

pD
rD rD rD rDW P W P�
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2
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Sposób ten wymaga jednak wyznaczenia w procesie wzorcowania odchy³ek od wszy-
stkich kresek podzia³u ³aty, zarówno zasadniczego, jak i pomocniczego. Obecnie czynnoœci
te wykonywane s¹ jedynie dla kresek „opisanych” na ³acie, czyli oddalonych od siebie
o 5 cm, co ³¹cznie stanowi 1/10 wszystkich kresek podzia³owych. Z tego powodu propono-
wana jest dla ka¿dej ³aty aproksymacja odchy³ek kresek od wartoœci nominalnych wielomia-
nem pi¹tego stopnia (FW i FP) [2], a wyliczona w ten sposób poprawka wielomianu pF
wyniesie

pF
rF rF rF rFW P W P�
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2
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gdzie rFx oznacza wartoœci wielomianów policzone dla danego z odczytów.
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3. Projekt badañ

Przeprowadzone badania zosta³y podzielone na dwa etapy. Pierwszy z nich, z braku
rzeczywistych danych pomiarowych, oparty by³ na wynikach niwelacji generowanych loso-
wo przez komputer. Obecnie trwaj¹ prace nad skompletowaniem i opracowaniem analitycz-
nym obserwacji z fragmentu sieci niwelacji I klasy, wykonanej w roku 2001 ³atami klasycz-
nymi skalibrowanymi wczeœniej w Geodezyjnym Laboratorium Metrologicznym AGH [7].
W tabeli 1 zestawiono fragment wyników wzorcowania trzech kompletów ³at Carl Zeiss
Jena, które by³y wykorzystywane w obu etapach badañ. Dane te obejmuj¹: „œredni metr”
³aty (�), œredni¹ wartoœæ „metra œredniego” dla kompletu ³at (�œr), która jest uwzglêdniania
we wzorze (2) oraz – dla przedstawienia zakresu zmian odchy³ek rD – wartoœæ minimaln¹,
maksymaln¹ i œredni¹ tych odchy³ek dla ka¿dej z ³at. Ze wzglêdu na obszernoœæ materia³u
nie zamieszczano pe³nego wykazu odchy³ek od wartoœci nominalnych dla poszczególnych
kresek.

Tabela 1. Zestawienie wyników wzorcowania

Zestaw
nr

Numer
³aty

� �œr rDmin rDmax rDœr

[–] [–] [�m] [�m] [�m]

1
45149 1,0000045

0,9999949
1,9 71,0 32,1

45150 0,9999853 –63,9 25,4 –8,1

2
45783 1,0000022

0,9999936
–30,4 38,8 6,7

45784 0,9999850 –60,0 14,3 –18,3

3
50537 0,9999876

0,9999886
–60,3 8,9 –23,6

50538 0,9999895 –38,4 35,1 –2,6

Tabela 2. Wspó³czynniki wielomianów aproksymuj¹cych

Nr ³aty A5 A4 A3 A2 A1 A0

45149 –0,0000007 0,0000120 –0,0000506 0,0000763 –0,0000326 0,0000282

45150 –0,0000038 0,0000401 –0,0001422 0,0001946 –0,0000912 0,0000099

45783 –0,0000134 0,0001099 –0,0003163 0,0003651 –0,0001282 0,0000021

45784 –0,0000056 0,0000508 –0,0001584 0,0001912 –0,0000817 0,0000013

50537 –0,0000078 0,0000704 –0,0002247 0,0002966 –0,0001538 0,0000074

50538 –0,0000091 0,0000721 –0,0001954 0,0002018 –0,0000653 0,0000082

Dla ka¿dej z ³at policzono tak¿e wspó³czynniki (A0 – A5) wielomianu aproksymuj¹cego
(tab. 2). Wielkoœæ odchy³ek od wartoœci nominalnych rFx liczono podstawiaj¹c do równania (6)
odczyty x z ³at.

rF A A x A x A x A x A xx � � � � � �0 1 2
2

3
3

4
4

5
5 (6)
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W celu przeanalizowania wp³ywu sposobu obliczenia poprawki kalibracyjnej na war-
toœæ wyznaczanych przewy¿szeñ zaprojektowano osiem baz testowych o d³ugoœci 1 km. Dla
ka¿dej z nich zadano w programie okreœlon¹ konfiguracjê terenu i komputer generowa³ na
tej podstawie odczyty z ³at. Pierwszy odcinek charakteryzowa³ siê losowo generowanymi
deniwelacjami terenu (oznaczany dH = Ran), drugi po³o¿ony by³ w terenie p³askim
(dH = 0 m), a przewy¿szenia na jednym stanowisku nie przekracza³y 0,3 m; dla kolejnych
baz za³o¿ono sta³e pochylenie terenu, a ró¿nica wysokoœci punktów pocz¹tkowego i koñco-
wego wynosi³a odpowiednio 5, 10, 15, 20, 25 i 30 m. Ka¿d¹ bazê pomierzono 50 razy trzema
kompletami ³at, czyli ³¹cznie wygenerowano 1200 km niwelacji. Program dopuszcza³ zmianê
przewy¿szenia bazy w granicach ±2 m. Odcinki podzielono na 20 stanowisk, czyli d³ugoœæ
celowych wynosi³a 25 m, za³o¿ono tak¿e sta³¹ temperaturê pomiaru równ¹ 10°C. Na ka¿-
dym stanowisku niwelatora niezale¿nie symulowano odczyty na ³atach wstecz i w przód
(zamieniaj¹c ³aty na kolejnych stanowiskach) zgodnie z zadan¹ dla bazy deniwelacj¹. Z tych
odczytów policzono przewy¿szenia na stanowiskach z uwzglêdnieniem poprawki termicznej.
Nastêpnie, wed³ug podanych powy¿ej czterech metod, liczono wartoœci poprawek kalibra-
cyjnych. W tabelach 3–5 zestawiono fragmenty wyników obliczeñ dla ka¿dego kompletu ³at.
Kolejne kolumny zawieraj¹: przewy¿szenie ca³ego odcinka (kol. 3), wartoœci poprawek ka-
libracyjnych (kol. 4–7) oraz modu³y z ró¿nic miêdzy ró¿nymi wariantami poprawki kalib-
racyjnej (kol. 8–10).

Tabela 3. Wyniki analiz dla kompletu 45149-45150

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odcinek
dH pU pM pD pF |pU–pM| |pD–pM| |pD–pF|

[m] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

dH = Ran

max 7,968 0,156 0,166 0,294 0,209 0,094 0,191 0,179

min –6,618 –0,188 –0,183 –0,216 –0,207 0,000 0,001 0,001

œr 0,123 –0,003 –0,015 0,003 –0,008 0,029 0,069 0,062

dH = 0 m

max 1,250 0,029 0,032 0,101 0,048 0,020 0,109 0,117

min –1,218 –0,029 –0,029 –0,102 –0,042 0,000 0,000 0,001

œr -0,080 0,002 0,003 –0,002 0,004 0,005 0,037 0,036

dH = 10 m

max 10,668 –0,221 –0,219 –0,200 –0,252 0,010 0,352 0,315

min 9,385 –0,252 –0,251 –0,577 –0,292 0,000 0,007 0,008

œr 9,998 –0,236 –0,235 –0,388 –0,268 0,002 0,156 0,129

dH = 20 m

max 18,615 –0,515 –0,535 –1,011 –0,798 0,019 0,533 0,281

min 21,838 –0,439 –0,441 –0,579 –0,677 0,001 0,109 0,003

œr 19,949 –0,471 –0,473 –0,769 –0,723 0,007 0,296 0,070
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Tabela 4. Wyniki analiz dla kompletu 45783-45784

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odcinek
dH pU pM pD pF |pU–pM| |pD–pM| |pD–pF|

[m] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

dH = Ran

max 9,935 0,150 0,155 0,314 0,215 0,072 0,236 0,230

min –7,733 –0,193 –0,212 –0,345 –0,295 0,000 0,001 0,000

œr 0,679 –0,013 –0,013 –0,023 –0,026 0,025 0,073 0,051

dH = 0 m

max 1,035 0,022 0,028 0,172 0,055 0,009 0,169 0,167

min –1,138 –0,020 –0,023 –0,151 –0,045 0,000 0,000 0,000

œr 0,128 –0,002 –0,002 –0,006 –0,006 0,004 0,056 0,058

dH = 10 m

max 10,920 –0,177 –0,176 –0,275 –0,321 0,008 0,375 0,215

min 9,115 –0,212 –0,209 –0,565 –0,375 0,000 0,067 0,000

œr 10,013 –0,194 –0,194 –0,412 –0,353 0,002 0,218 0,070

dH = 20 m

max 18,203 –0,418 –0,426 –0,951 –0,815 0,011 0,537 0,153

min 21,530 –0,353 –0,355 –0,657 –0,728 0,000 0,279 0,000

œr 20,017 –0,388 –0,389 –0,818 –0,769 0,005 0,430 0,067

Tabela 5. Wyniki analiz dla kompletu 50537-50538 (wartoœci œrednie)

1 4 5 6 7 8 9 10

Odcinek
pU pM pD pF |pU–pM| |pD–pM| |pD–pF|

[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

dH = 0 m 0,000 0,000 –0,002 0,000 0,000 0,039 0,042

dH = 5 m –0,128 –0,128 –0,251 –0,234 0,000 0,124 0,053

dH = 10 m –0,260 –0,260 –0,419 –0,409 0,000 0,160 0,042

dH = 15 m –0,390 –0,390 –0,553 –0,627 0,000 0,163 0,078

dH = 20 m –0,519 –0,519 –1,020 –0,823 0,000 0,501 0,197

dH = 25 m –0,647 –0,647 –1,062 –0,949 0,000 0,415 0,114

dH = 30 m –0,778 –0,778 –0,979 –0,925 0,000 0,201 0,065

4. Analiza wyników

Wielkoœæ poprawki kalibracyjnej wzrasta wraz ze zwiêkszaniem siê przewy¿szenia
mierzonego odcinka. Przy ma³ych deniwelacjach terenu œrednia wartoœæ poprawki, bez
wzglêdu na sposób jej liczenia, nie przekracza kilkudziesiêciu mikrometrów na kilometr.
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Jak mo¿na siê by³o spodziewaæ, dla kompletu, w którym ³aty maj¹ zbli¿one wartoœci „metra
œredniego” (50537-50538), wielkoœci poprawek pU i pM s¹ w zasadzie takie same (kol. 8).
Natomiast w przypadku kompletów, w których te parametry dla poszczególnych ³at znacz-
nie siê ró¿ni¹, rozbie¿noœci z tytu³u stosowania poprawki uœrednionej osi¹gaj¹ wartoœæ do
0,1 mm/km, wiêc w przypadku takich kompletów warto zrezygnowaæ z liczenia poprawki
wzorem przybli¿onym. Dlatego te¿ w dalszej analizie rozpatrywane bêd¹ jedynie pozosta³e
trzy sposoby obliczania poprawki kalibracyjnej.

Wraz ze wzrostem deniwelacji terenu, a co za tym idzie – ze zwiêkszaniem siê wartoœci
poprawki kalibracyjnej, roœnie tak¿e rozbie¿noœæ miêdzy trzema wariantami tej poprawki.
Zauwa¿yæ mo¿na równie¿, ¿e aproksymacja kresek podzia³u wielomianem pi¹tego stopnia
daje du¿o lepsze efekty ni¿ „metr œredni”. Abstrahuj¹c od praktycznego aspektu uwzglêd-
niania poprawek kresek, mo¿na przyj¹æ, ¿e ta metoda jest najbardziej dok³adna, poniewa¿
nie wymaga aproksymacji. Na rysunkach 1–4 zaprezentowano dla ró¿nych zestawów ³at,
w jaki sposób kszta³tuj¹ siê te rozbie¿noœci w zale¿noœci od pomierzonego przewy¿szenia.

Na rysunkach 2 i 3 wyraŸnie widaæ, ¿e zró¿nicowane sposoby liczenia poprawki kalib-
racyjnej mog¹ powodowaæ ska¿enie wyników b³êdami o charakterze systematycznym.

Zauwa¿alne na rysunku 4, przy przewy¿szeniach 25 i 30 m, zmniejszenie ró¿nicy miê-
dzy wariantami poprawki kalibracyjnej wynika z faktu wykonywania odczytów na ³atach
w miejscach wystêpowania mniejszych odchy³ek od wartoœci nominalnych. Policzono tak¿e
ró¿nice |pD–pM| oraz |pD–pF|, aby sprawdziæ, jakiej wielkoœci rozbie¿noœci powstaj¹
w wyniku aproksymacji podzia³u funkcj¹ liniow¹ lub wielomianem.
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Zestaw 45149-15450: dH=0m
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Rys. 1. Porównanie wielkoœci poprawek dla dH = 0 m
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Zestaw 45783-45784: dH=10m
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Rys. 2. Porównanie wielkoœci poprawek dla dH = 10 m

Zestaw 50537-50538: dH=20m
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Rys. 3. Porównanie wielkoœci poprawek dla dH = 20 m



Na rysunku 5 mo¿na zauwa¿yæ, ¿e wielkoœæ poprawki wielomianu ró¿ni siê od po-
prawki kresek w granicach 0,040÷0,200 mm na kilometr. Jest to b³¹d du¿y, jednak znacznie
mniejszy ni¿ spowodowany uwzglêdnieniem poprawki „metra œredniego”. Rozbie¿noœci
z tego tytu³u wynosz¹ nawet 0,500 mm i s¹ dwu-, trzykrotnie wiêksze ni¿ w przypadku
poprawki kresek.
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Zestaw 50537-50538
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Rys. 4. Œrednie wartoœci poprawek dla testowanych odcinków

Zestaw 50537-50538
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Rys. 5. Wartoœci poprawek pM i pF odniesione do poprawek kresek (pD)



5. Analiza wp³ywu innych czynników na wynik niwelacji

O tym, czy b³êdy systematyczne z tytu³u przyjêtego sposobu wyznaczenia poprawki
kalibracyjnej maj¹ istotny wp³yw na okreœlane przewy¿szenia, mo¿na przekonaæ siê porów-
nuj¹c ich wielkoœæ z wartoœciami innych poprawek wprowadzanych do wyników niwelacji
precyzyjnej. Poniewa¿ ró¿nice miêdzy poszczególnymi wariantami poprawek kalibracyj-
nych s¹ najbardziej widoczne przy du¿ych deniwelacjach terenu, do obliczeñ przyj¹³em
dane z odcinka o dH = 20 m. Dla tej bazy zak³adaliœmy sta³e pochylenie terenu, wiêc mo¿emy
skorzystaæ z nastêpuj¹cego wzoru na poprawkê refrakcyjn¹ wed³ug Kukkamäki
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gdzie:

d — d³ugoœæ celowej (d = 25 m),
ZW, ZP — wysokoœci celowych ponad terenem na ³acie wstecz i w przód (przyjêto 1,1

i 2,1 m),
Z0 — wysokoœæ instrumentu nad terenem (1,6 m),

tW, tP — temperatura powietrza na wysokoœci celowej przy ³acie wstecz i w przód
(10,0°C i 10,2°C),

c — wspó³czynnik opisuj¹cy zmianê temperatury wraz z wysokoœci¹ Z nad te-
renem (c = –0.3).

Dla tych wartoœci otrzymujemy pR = 0,016 mm na jednym stanowisku, co dla ci¹gu
1 km o 20 stanowiskach da wartoœæ 0,318 mm. Dla porównania, wartoœæ b³êdu pope³nianego
z tytu³u wprowadzenia parametru „metra œredniego” dla kompletu ³at 45783-45784 dla
analogicznego odcinka waha siê w granicach 0,279÷0,537 mm. Natomiast w przypadku
aproksymacji b³êdów podzia³u wielomianem 5. stopnia b³¹d ten bêdzie siê mieœci³ w grani-
cach 0,000÷0,153 mm, czyli bêdzie dwukrotnie mniejszy od wartoœci poprawki refrakcyjnej.

Przy tak znacznych ró¿nicach wynikaj¹cych z tytu³u stosowania parametru „metra œred-
niego” wartoœæ poprawki eliminuj¹cej wp³yw Ksiê¿yca i S³oñca jest niemal¿e zaniedbywal-
nie ma³a. Policzona ze wzoru

p s k z A a k z A aK K K S S S� � �{ sin cos( – ) sin cos( – )]2 2 [0,01 mm] (8)

gdzie:

kK = 8,5,
kS = 3,9,

zK, zS — odleg³oœæ zenitalna cia³a zaburzaj¹cego (z Rocznika Astronomicznego),
AK, AS — azymut cia³a zaburzaj¹cego (z Rocznika Astronomicznego),

a — azymut odcinka linii niwelacyjnej (z mapy 1:50 000),
s — d³ugoœæ odcinka linii niwelacyjnej [km],

poprawka ze wzglêdu na dobowe zmiany kierunku linii pionu kszta³tuje siê dla terenu Pol-
ski na poziomie 0,03÷0,04 mm/km. Jest to wiêc wielkoœæ dziesiêciokrotnie mniejsza ni¿
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wspomniany wczeœniej b³¹d poprawki „metra œredniego”. Podobnie wartoœæ poprawki or-
tometrycznej normalnej (która jest czterokrotnie wiêksza od poprawki p�) jest mniejsza od
pope³nianego b³êdu z tytu³u aproksymacji podzia³u ³at parametrem „metra œredniego”.

6. Zakoñczenie

Przeprowadzone analizy wyraŸnie pokazuj¹, jak istotny wp³yw na obliczone przewy¿-
szenie ma w³aœciwe uwzglêdnienie tzw. poprawki kalibracyjnej. Rozbie¿noœci powodowane
opisaniem systematycznych i przypadkowych b³êdów naniesienia podzia³u przez parametr
„metra œredniego” siêgaj¹ nawet 0,5 mm/km, co stanowi dwukrotnoœæ obliczonej dla tych
pomiarów poprawki refrakcyjnej i dziesiêciokrotnoœæ poprawki ze wzglêdu na dobowe
zmiany kierunku linii pionu.

W tej sytuacji stosowanie poprawki kresek wydaje siê rozwi¹zaniem optymalnym do-
k³adnoœciowo. Jednak ta metoda wymaga wyznaczenia w procesie wzorcowania poprawek
dla 1200 kresek na ³acie (zarówno podzia³u zasadniczego, jak i pomocniczego), a nastêpnie
poprawienia ka¿dego odczytu na ³acie o odpowiedni¹ wartoœæ. W Geodezyjnym Laborato-
rium Metrologicznym AGH prowadzone s¹ prace, które maj¹ umo¿liwiæ pe³ne zautomaty-
zowanie procedur wzorcowania precyzyjnych ³at niwelacyjnych na pionowym komparatorze
interferencyjnym, a tak¿e zmniejszyæ niepewnoœæ wyznaczanych odchy³ek od nominalnych
wartoœci poszczególnych kresek pomiarowych.

Dotychczasowe badania i analizy statystyczne pozwalaj¹ zauwa¿yæ istotny wp³yw spo-
sobu obliczenia i wprowadzenia poprawki kalibracyjnej na wartoœæ wyznaczanych przewy¿-
szeñ. Nie pozwalaj¹ jednak zbadaæ wp³ywu tych wielkoœci na wyniki niwelacji precyzyjnej.
W tym celu nale¿y wykonaæ analizy dla rzeczywistych pomiarów niwelacyjnych, wykona-
nych skalibrowanym wczeœniej wed³ug proponowanych metod sprzêtem niwelacyjnym.
Wstêpne analizy obserwacji fragmentu sieci niwelacji I klasy z roku 2001 pozwalaj¹ przypu-
szczaæ, ¿e zastosowanie proponowanych metod wyznaczania poprawki kalibracyjnej mo¿e
przyczyniæ siê do zwiêkszenia dok³adnoœci niwelacji precyzyjnej.
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