MECHANICS
Vol. 25 No. 1 2006

Leszek MAJKUT

MINIMALIZACJA DRGAN OBIEKTU POPRZEZ DOBOR
OPTYMALNYCH PARAMETROW INERCJALNO-SPREZYSTYCH
UKLADU CIAGLEGO™

STRESZCZENIE

Praca dotyczy poszukiwania optymalnych sprezystych i masowych parametrow belki, ze wzgledu na minimalizacje
wspotczynnika przenoszenia drgan dla zadanej czestosci wymuszenia. Belka o wyznaczonych parametrach i zada-
nej dlugosci jest czesciq uktadu wibroizolacji tzn. jest na niej posadowiony, obiekt chroniony. Jako warunki ogra-
niczajqce przyjeto, zZe: czestoS¢ wymuszenia lezy pomiedzy pierwszq, a trzeciq czestoSciq drgan wlasnych ukladu
cigglego; strzalka ugiecia pod obciqzeniem statycznym nie przekracza wartosci ustalonej.
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MINIMIZATION OF THE OBJECT VIBRATIONS THROUGH THE OPTIMAL SELECTION
OF INERTIA-SPRINGY PARAMETERS OF CONTINUOUS SYSTEM

The work concerns the problem of optimum selection of inertial (the product of the beam material density and the
cross section A) and springy (bending rigidity EI) parameters of the beam. The objective function is transmissibi-
lity coefficient for given excitation frequency. Restrictive conditions were accepted: exciting frequency is lying be-
tween first and third natural frequency of the continuous system, and deflection of beam in gravitational field was
less than the given value.

Keywords: optimization, vibration, continuous system

1. WSTEP

W pracy analizowana jest wibroizolacja przemieszczeniowa
chronionego obiektu posadowionego bezposrednio na belce
o ciagltym rozkladzie masy. Minimalizowany wspotczynnik
przenoszenia drgan rozumiany jest, w tym przypadku, jako
stosunek amplitudy drgan obiektu posadowionego na belce
o poszukiwanych parametrach inercjalno-sprezystych do
amplitudy drgan wymuszenia kinematycznego.

Opierajac si¢ na zasadzie wzajemnosci [4], wykaza¢ moz-
na, ze wspotczynnik przenoszenia dla wymuszenia sitowego
(wibroizolacja sitowa) jest identyczny ze wspotczynnikiem
wyznaczonym w pracy dla wibroizolacji przemieszczeniowe;.

W niniejszej pracy rozwazono problem optymalnego do-
boru parametréw inercjalnych (iloczyn gestosci materiatu
belki i pola przekroju poprzecznego pA) i sprezystych
(sztywnosc¢ belki na zginanie E7) belki bedacej czgscia ukta-
du wibroizolacji. Wymienione parametry dobrane zostana
tak, aby wspotczynnik przenoszenia drgan (przy wymusze-
niu monoharmonicznym o zadanej czgstosci) osiagat war-
tos¢ rowna zero, tzn. beda dobrane tak, by dla zadanej cze-
stosci wymuszenia, w punkcie posadowienia obiektu chro-
nionego, uktad miat wezet drgan.

Problem optymalnego ksztaltowania belek jest znanym
problemem w mechanice budowli, gdzie przy obciazeniach
statycznych poszukuje si¢ optymalnego ksztattu przekroju
belki ze wzgledu na zadane kryterium. Wykorzystywane naj-
czesciej kryteria optymalizacji polegaja na minimalizacji ener-
gii sprezystej, minimalizacji objgtosci (cigzaru, kosztu) lub
wyrownywaniu wytezen [3]. Przy formutowaniu zadan
ksztaltowania okresla si¢ w pierwszej kolejnosci warunki uzyt-

kowe, ktorym musi odpowiada¢ uksztattowany element [2].
Warunkami uzytkowymi, nie podlegajacymi ksztattowaniu,
sa dlugos¢ oraz bardzo czgsto szerokos¢ belki. Optymaliza-
cji podlega w takim przypadku grubos$¢ potek i szerokosé
srodnikow belek o przekroju dwuteowym lub skrzynkowym.

Jako warunki ograniczajace opisanej w pracy optymali-
zacji przyjeto zatozenie, ze zadana czgsto$§¢ wymuszenia
znajduje si¢ pomigdzy pierwsza i trzecia czestoscia drgan
wlasnych, oraz ze strzatka ugigcia statycznego belki z obiek-
tem bedzie mniejsza od zadanej wielkosci [1]. Jedynym wa-
runkiem uzytkowym jest dlugos¢ belki. Pominigcie warun-
ku zachowania okreslonej szerokos$ci potki pozwala na kon-
strukcje belki w postaci np. sprezyny $rubowej, co zostato
wykorzystane przez autora do konstrukcji wibroizolowane;j
rekojesci narzedzia recznie prowadzonego [5] (rys. 1).

W uktadzie tym przy odpowiednim doborze parametrow
belki w stosunku do czgstosci wymuszenia uzyska¢ mozna
zerowa amplitude drgan rekojesci (czg$¢ srodkowa belki) [6].

Rys. 1. Belka w postaci sprezyny Srubowej
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2. UKLAD WIBROIZOLACJI

Rozpatrzony zostanie problem minimalizacji drgan obiektu
posadowionego na belce ciagtej, pokazanej na rysunku 2.

l
| M |
| —
W sinw,t

Rys. 2. Model uktadu wibroizolacji

Dla takiego uktadu nalezy tak dobra¢ inercjalno-sprgzy-
ste parametry belki, by amplituda drgan masy chronionej M
byta rowna zero, dla danej czgstosci wymuszenia ®,,. Mini-
malizowany wspotczynnik przenoszenia drgan p jest rowny
stosunkowi amplitudy drgan obiektu X(x,,) do amplitudy
drgan wymuszenia kinematycznego W

X (x,)

w

Roéwnanie rozniczkowe opisujace drgania uktadu wibro-
izolacji ma postac

4 2
EIM+(pA+M8(x,xm))-M:O (1)
ox* or?
gdzie:
EI — sztywnos¢ na zginanie,
p A — masa na jednostke dtugosci belki,
M — masa wibroizolowanego obiektu.

Roéwnanie (1) rozwiazano metoda Fouriera rozdzielenia
zmiennych, czyli po zatozeniu, ze

Y, 1) = X(x) - T(0)

otrzymano dwa rownania o zmiennych rozdzielonych (przy

JSolx, ©)=0):

XY — MX(x) = pA*X(x,)8(x, x,,) 2)
T)+’T(t)=0 A3)
gdzie:
Ao I
I8 wn,nEI,uPA-

Rozwiazaniem rownania (2) jest funkcja:

X (x) = Pcosh Ax+ Qsinh Ax + R cos Ax + S sin Ax +

N )
+%X(xm)[sinh AGe =y, ) —sin A(x —x,)]- H (3, %)

Problem drgan wymuszonych kinematycznie znacznie
si¢ uprosci, gdy w rownaniu drgan (1) podstawimy

y(x, t) :yl(xa t) +y2(xa t)a

gdzie:
yi(x, ) — rozwiazanie rownania z jednorodnymi wa-
runkami brzegowymi i niejednorodnymi
warunkami poczatkowymi,
W(x, ) — rozwiazanie rownania z niejednorodnymi
warunkami brzegowymi postaci:

. 0 1
¥, (0,8) =Wsin o, t, M -0,
x|
2 3
In&Y oy In®)
8x2 . ax3 -
x=1 el

i jednorodnymi warunkami poczatkowymi:

Ay (x, 0) _
ot

¥, (x,0)=0, 0.

Ze wzgledu na wystepujace zawsze tlumienie, w stanie
ustalonym, mozna pomina¢ rozwiazanie y,(x, ¢). W analizo-
wanym przypadku drgan wymuszonych uktadu liniowego
odpowiedz uktadu w stanie ustalonym ma charakter wymu-
szenia, co za tym idzie, po rozdzieleniu zmiennych funkcje
czasowa T(f) mozna zapisac

T(t) = Acos ®,,¢ + Bsin®,,t.

W przypadku analizy modelu bez ttumienia (prostsze ob-
liczenia, kosztem niewielkiego, poza rezonansem, biedu
wyznaczenia amplitudy drgan), kat przesunigcia fazowego
migdzy wymuszeniem a odpowiedzia uktadu liniowego jest
rowny zero lub i stad 4 = 0.

Rozwiazanie réwnania funkcji zmiennej przestrzennej
X(x) przy wymuszeniu kinematycznym ma wigc w stanie
ustalonym posta¢ (4). Z tym, ze teraz A wyznaczy¢ nalezy
z zaleznosci:

pA

AM=w2m, n=".
W, M I

Warunki brzegowe po rozdzieleniu zmiennych maja po-
stac:
X,(0)=W, X5(0)=0.

X5()=0, XZ(1)=0.

W réwnaniach opisujacych warunki brzegowe wykorzy-
stujemy rownanie (4) wraz z jego pochodnymi i otrzymujemy
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niejednorodny uktad réwnan, ktory przedstawi¢ mozna w
postaci macierzowej

1 0 1 0 0 P w

0 1 0 1 0 0 0
coshAl sinhAM —cosM —sinAl a5 R |[=|0| (5

sinhAl  coshAl  sinAl  —cosM  ays S 0

coshAx,, sinhAx,, cosAx, sinAx, =il X (x,) 0

gdzie:
PA . :
35 =" (sinh A(l - x,, ) +sin M(I - x,,)),

= %(cosh AL~ x,) +c0s (I - x,,)).

Z réwnania (5) wyznaczy¢ mozna stale P, O, R, S, X(x,,),
a nastgpnie wektor amplitud drgan wymuszonych kinema-
tycznie funkcja Wsin®, t.

Wprzypadku wyznaczenia charakterystyki amplitudo-
wo-czgstotliwosciowej belki, w przekroju x = x,, wystarczy
z roéwnania (5) wyznaczy¢ stala X(x,,), korzystajac np. ze
wzoréw Cramera. W przypadku W = 1, warto$¢ X(x,,) jest
rowna wspotczynnikowi przenoszenia drgan, ktorego mini-
mum poszukiwane bedzie w funkcji inercjalno-sprezystych
parametrow belki (dla zadanej czgstosci wymuszenia).

3. PROCEDURA OPTYMALNEGO DOBORU
PARAMETROW BELKI

W rozwazanym przypadku, minimalizowana funkcja celu
ma postac ilorazu wyznacznikow

X (x W
w Wg
gdzie:
W, — wyznacznik macierzy gtéwnej rownania (5)
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
i - ! —sin A/
W, = coshAl  sinhAl —cos Al —sin A %(sinh?&(l—xm)+sin7t(l—xm)) ,
i l [ sinAl — l
sinhAl coshAl sinAl —cos\ %(coshx(l )+ cosMl - %,))
cosh Ax,, sinhAx, cosAx,, sinAx,, -1

W; — wyznacznik tej samej macierzy, ale w miejsce
ostatniej kolumny nalezy wstawi¢ kolumng¢ wyra-
z6w wolnych, czyli

1 0 1 0 w

0 1 0 1 0

Ws =| coshAl sinhAl —cosAl —sinl 0
sinhA/ coshAl sinAl —cosAl 0

cosh Ax,, sinhAx,, cosAx, sinAx, 0

Zmiennymi decyzyjnymi sa inercjalno-sprezyste para-
metry belki: p = M/pA in = pA/El. Zmienne te moga przy-
biera¢ warto$ci, ograniczone warunkami:

W <0, <03,

{max(ysmt (x)) <1/250 [1].

Pierwszy warunek oznacza, ze czgsto$¢ wymuszenia ®,,
znajduje si¢ pomigdzy pierwsza m; a trzecia m; czgstoscia
drgan wlasnych uktadu. Sformutowany w ten sposob waru-
nek pozwala na znalezienie takich parametrow belki, przy
ktorych otrzymaé¢ mozna zerowa amplitudg drgan obiektu
chronionego. Warunek drugi zapewnia ograniczenie strzat-
ki ugigcia statycznego belki i jest rownoznaczny z warun-
kiem minimalizacji masy uktadu ciagtego.

Tak postawiony problem optymalizacyjny mozna roz-
wiaza¢, stosujac metody programowania nieliniowego.
Analizowane w pracy funkcja celu i warunki ograniczajace
sa funkcjami wypuklymi, a w takim przypadku znane sa
efektywne metody poszukiwania minimum funkcji celu,
np. warunki Kuhna—Tuckera czy metody iteracyjne (trans-
formacja zmiennych niezaleznych; zastosowanie funkcji
kary; metoda kompleks) [3].

Dalej pokazana zostanie uproszczona procedura poszu-
kiwania optymalnych parametréow belki, bedacej czgscia
uktadu wibroizolacji, pokazanego na rysunku 2.

W pierwszej kolejnosci wyznacza si¢ takie wartosci 1,
dla ktorych czgstos¢ wymuszenia ®,, jest pierwsza i trzecia
czestoscia drgan wiasnych belki. Nalezy wige, dla zadanej
czgstosci wymuszenia ®,, znalez¢ takie dwie wartosci
(pierwsza i trzecia) M; i M3, dla ktorych zeruje si¢ wyznacz-
nik macierzy gléwnej rownania (5), czyli W, = 0.

Znajac warto$ci graniczne parametru 1, nalezy wyzna-
czy¢ wartos¢ optymalng tego parametru 1,,,, z warunku
zerowania si¢ wyznacznika Wy (przy czym W = 1).

Dlan,,, nalezy wyznaczy¢ p z warunku na ograniczenie
wartos$ci strzatki ugigcia.

Rownanie linii ugigcia opisuje rownanie rozniczkowe
postaci

Y =Ny &= Nopyy * 1~ 2~ 8(x, x,,) (7)

a po czterokrotnym catkowaniu funkcja

x4 (x ~Xm )3

y(x):_nopty'g'a_nopty'u'g' 6 ~H(x,xm)+

®)

x3 2

X
+C-—+Cy-—+C5-x+C
g Th2 TS 4

gdzie:
g — przyspieszenie ziemskie,
d(x, x,,) — funkcja delta Diraca,
H(x, x,,) — funkcja Heaviside’a skoku jednostkowego
w punkcie x =Xx,,.

State C,, C,, C3, C, zaleza od warunkéw brzegowych,
skojarzonych z rozwazanym problemem.
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Nalezy tak dobrac p, by maksymalna warto$¢ ugigcia belki
byta mniejsza od zadanej wielkosci, np. max(y,,,,(x)) </250
[1]. Po wyznaczeniu parametru @ wyznaczy¢ mozna opty-
malna warto$¢ masy na jednostke dugosci belki pA4 = M/p
(M — masa obiektu wibroizolowanego). Sposrod wszystkich
u spetiajacych powyzszy warunek nalezy wybra¢ wartos$¢
najwigksza, co pozwoli wyznaczy¢ minimalng warto$¢ p4,
a wigc minimalny cigzar belki. Sztywnos$¢ gigtna belki wy-
znaczy¢ mozna z zaleznos$ci

EI=pAM 5y

4. PRZYKEADY NUMERYCZNE

Przedmiotem analizy jest uktad wibroizolacji pokazany na
rysunku 2. Nalezy tak dobra¢ inercjalne i sprezyste parame-
try belki, by amplituda drgan obiektu o masie M = 5 kg
posadowionego na belce o dtugoscei / = 1,2 m, w odlegtosci
x,, = 0,4 m od lewego brzegu belki, byla minimalna dla wy-
muszenia o czgstosci m,, = 150 rad/s.

Dobor parametrow przeprowadzono wedhug algorytmu
uproszczonego. W pierwszej kolejnos$ci wyznaczono takie
wartosci parametru | = pA/E1, dla ktorych czgstos¢ wymu-
szenia bedzie pierwsza i trzecia czgstoscia drgan wiasnych.
Wynosza one odpowiednio: n; = 0,0003 in; =0,0816, sa to
graniczne warto$ci parametru 1.

Wartos¢ optymalng otrzymano z warunku zerowania si¢
wyznacznika macierzy glownej réwnania (5) z tym, ze
ostatnia kolumng zastgpiono kolumna wyrazéw wolnych.
W rozwazanym przypadku wyznaczona optymalna warto$¢
parametru M wynosi

Mopy = 0,0244.

Po obliczeniu wartosci 1,,,, Wyznaczono lini¢ ugiccia
belki z rownania (8), a nastgpnie parametr p z warunku na
ograniczenie wartosci strzatki ugigcia.

Zmiang warto$ci strzatki ugigcia belki w funkcji parame-
tru p pokazano na rysunku 3.

Na rysunku 3 linia kropkowana oznaczono dopuszczalna
strzatke¢ ugigcia. Spetnienie warunku ograniczajacego daja
wszystkie wartosci p z zakresu od 0 do 0,07.

max y(x)

0.071

0.061

Rys. 3. Zmiana wartoS$ci strzatki ugigcia w funkcji parametru p

Wybranie najwigkszej z tych wartosci pozwala na kon-
strukcje belki o najmniejszym cigzarze wlasnym.

Tak dobrane parametry 1 i p pozwalaja na wyznaczenie po-
szukiwanych parametrow belki, ktore w rozpatrywanym przy-
padku wynosza: EI = 29274 N'm?, p4 = 71,43 kg/m. Dla
takich parametréw belki wyznaczono charakterystyke am-
plitudowo-czgstotliwosciowa, ktora pokazano na rysunku 4.

L L
1] 50 100 150 200 250
®

Rys. 4. Wspoélezynnik przenoszenia drgan uktadu wibroizolacji
pokazanego na rysunku 2

Pokazany na rysunku 4 wspotczynnik przenoszenia
drgan osiaga, zgodnie z zatozeniami zadania optymalizacji,
wartos¢ zerowa dla czestosci = 150 rad/s.

Innym przyktadem zastosowania opisanej metody opty-
malizacji jest analiza drgan uktadu wibroizolacji pokazane-
go na rysunku 5.

&I M

77777

ZAN

TWsinO)wl X W sino, t

Rys. 5. Model uktadu wibroizolacji

Nalezy tak dobra¢ inercjalne i sprgzyste parametry belki,
by amplituda drgan obiektu o masie M = 10 kg posadowio-
nego na belce o dlugosci /= 1,2 m, w odlegtosci x,, = 0,4 m
od lewego brzegu belki, byta minimalna dla wymuszenia
0 czgstosci o, = 150 rad/s.

Dobor parametrow przeprowadzono wedhug algorytmu
uproszczonego. Warto$ci graniczne parametru wynosza od-
powiednio: m; = 0,00210 1 ;3 = 0,1669, natoniast warto$¢
optymalna

Mopy = 0,0334.

Dla tak wyznaczonej wartosci 1, parametr p wyzna-
czono z warunku na ograniczenie wartosci strzatki ugigcia.
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0.025

max y(x)

0.02

00151

0.005F

Rys. 6. Zmiana wartoS$ci strzatki ugigcia
w funkcji parametru p

Zmiang wartoS$ci strzatki ugigcia belki w funkcji parame-
tru p pokazano na rysunku 6.

Na rysunku 6 linig kropkowana oznaczono dopuszczalng
strzatke ugigcia. Spetnienie warunku ograniczajacego daja
wszystkie wartosci p z zakresu od 0 do 1,5.

Wybranie najwigkszej z tych wartosci pozwala na kon-
strukcjg belki o najmniejszym cigzarze wiasnym.

Tak dobrane parametry 1 i u pozwalaja na wyznaczenie
poszukiwanych parametrow belki, ktore w rozpatrywanym
przypadku wynosza: EI = 199,60 Nm?, pA4 = 6,667 kg/m. Dla
takich parametrow belki wyznaczono charakterystyke am-
plitudowo-czgstotliwosciowa, ktora pokazano na rysunku 7.

Pokazany na rysunku 7 wspotczynnik przenoszenia
drgan osiaga, zgodnie z zalozeniami zadania optymalizacji,
wartos¢ zerowa dla czestosci @ = 150 rad/s.

5. PODSUMOWANIE

W pracy opisano problem optymalnego doboru parametrow
inercjalnych (iloczyn ggstosci materiatu belki i pola prze-
kroju poprzecznego pA) i sprezystych (sztywno$¢ na zgina-
nie ET) belki, wchodzacej w sktad uktadu wibroizolacji. Mi-
nimalizowana funkcja celu byt wspoétczynnik przenoszenia
drgan dla zadanej czgstoSci wymuszenia.

Przedstawiono dwa algorytmy optymalizacji. Pierwszy
z nich oparty jest na poszukiwaniu minimum funkcji dwu

a 50 100 150 200 250
(0]

Rys. 7. Wspoétczynnik przenoszenia drgan uktadu wibroizolacji
pokazanego na rysunku 5

zmiennych z ograniczeniami w postaci nierownosci. Taki
problem optymalizacji rozwiaza¢ mozna, stosujac metody
programowania nieliniowego. Funkcja celu 1 warunki ogra-
niczajace sa funkcjami wypuklymi, znane sa wigc metody
poszukiwania minimum funkcji celu: metody bezposrednie,
np. warunki Kuhna—Tuckera, czy metody iteracyjne, np.
transformacja zmiennych niezaleznych, zastosowanie funk-
cji kary, czy metoda kompleks. Drugi, uproszczony algo-
rytm polega na niezaleznym poszukiwaniu miniméw dwu
funkcji, kazda jednej zmienne;.

Zastosowanie opisanego w pracy algorytmu prowadzi do
znacznie uproszczonych obliczen oraz utatwia interpretacjg
wynikoéw obliczen posrednich.
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