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IDENTYFIKACJA PEKNIECIA BELEK

Leszek MAJKUT

NA PODSTAWIE POMIAROW AMPLITUD DRGAN WYMUSZONYCH

STRESZCZENIE

Praca dotyczy problemu identyfikacji parametrow (lokalizacji i glebokosci) poprzecznego pekniecia, w ukiadach,
ktorych modelem jest belka prostoliniowa. Jako wielkosci wejsciowe procesu identyfikacji wybrano amplitudy
drgan wymuszonych monoharmonicznie. Dla tej wielkosci skonstruowany zostal model odwrotny belki z peknie-
ciem, pozwalajqcy na wyznaczenie parametrow pekniecia belki o dowolnych (znanych) warunkach brzegowych.
Podany zostal rowniez algorytm identyfikacji pekniecia na podstawie modelu odwrotnego.

Stowa kluczowe: drgania, pekniecie, identyfikacja, modele odwrotne

IDENTIFICATION OF CRACK IN BEAMS USING FORCED VIBRATION AMPLITUDES

This paper deals with detection of the location and size of a

transverse crack in beam like structure. An input

quantity for identification a forced vibration amplitudes was chosen. For this quantity the inverse beam model
was created. Identification algorithm based on this model was proposed.

Keywords: vibration, crack, identification, inverse models

1. WSTEP

Elementy i uktady konstrukcyjne poddawane sa bardzo cze-
sto obcigzeniom zmiennym w czasie. Zmienne obciazenie
sitowe czy kinematyczne wywoluje zmienne w czasie na-
prezenia, ktore powoduja powstawanie w materiale ztozo-
nych zjawisk i zmian zmegczeniowych zaleznych od wielko-
Sci tych naprezen i liczby ich cykli. Zmiany zmeczeniowe
uwidaczniaja si¢ peknigciem materiatu konstrukcyjnego
i przy dalszej eksploatacji prowadza do zniszczenia ele-
mentu czy konstrukcji.

Istotne wige, ze wzgledu na bezpieczenstwo konstrukeji,
jest pytanie o glebokos¢ peknigcia. Wielkos¢ ta pozwala
na oceng przydatnos$ci konstrukcji do dalszej pracy. Spo-
$rod istniejacych obecnie kryteriow oceny wyroznia sig, ze
wzgledu na obszar, ktérego dotycza, kryteria lokalne i glo-
balne, a ze wzgledu na podstawe kryterium — kryteria sito-
we, energetyczne i deformacyjne [13].

Istota kryterium silowego, ktdre jest rowniez kryterium
lokalnym, jest poréwnanie wystgpujacego w diagnozo-
wanym elemencie wspotczynnika intensywnos$ci naprezen
[9, 11] (WIN - K)) z krytyczna wielko$cia wspolczynnika
— K¢, ktory jest cecha charakterystyczna materiatu.

Jednym z kryteriow energetycznych jest kryterium zapro-
ponowane przez Griffitha, polegajace na poréwnaniu wspot-
czynnika uwalniania energii (WUE — G) [9, 11] z wielko$cia
krytyczna, charakterystyczng dla danego materiatu.

Wymienione wyzej kryteria zostaly przytoczone ze
wzgledu na fakt, ze do ich zastosowania konieczna jest zna-
jomos¢ wielkosci (glebokosci) peknigceia.

Sposréd wielu narzedzi w diagnostyce zmegczeniowej
stanu obiektu w przegladowej pracy [12] wymienione sg
metody wibroakustyczne, ktore ,,polegaja na analizie widm
akustycznych i drganiowych”. Niniejsza praca jest jedna

z ,,metod wibroakustycznych”, polegajaca na identyfikacji
miejsca i glgbokosci peknigcia z wykorzystaniem zmierzo-
nych amplitud drgan wymuszonych monoharmonicznie.

Wplyw pekniecia na charakterystyki dynamiczne ele-
mentow konstrukcyjnych jest przedmiotem prac wielu au-
torow, przegladowe prace [3, 6, 12] zawieraja razem ponad
500 pozycji literatury dotyczacych tego zagadnienia.

Wigkszo$¢ cytowanych tam prac dotyczy wyznaczenia
charakterystyk wplywu peknigcia na czgstosci drgan wia-
snych, zmiany postaci drgan wlasnych czy amplitude drgan
wymuszonych belek. Zwiazane z tym metody identyfika-
cji polegaja na odczytywaniu z tych charakterystyk tzw.
nomograméw glebokosci i miejsca peknigcia. Nomogramy
te, np. charakterystyki amplitudowo-czgstotliwosciowe, wy-
znaczone zostaly dla réznych, okreslonych warunkow
brzegowych. Za ich pomoca mozna okresli¢ parametry pek-
nigcia na podstawie zmierzonych amplitud drgan wymu-
szonych, jezeli warunki brzegowe analizowanej belki od-
powiadaja belce, dla ktorej wyznaczony zostat nomogram.

Proponowana w pracy procedura identyfikacyjna oparta
jest na modelu odwrotnym dla belki o dowolnych, znanych
warunkach brzegowych. Definicje modelu odwrotnego
podaje Engel w pracy [4]: ,,Modelowanie inwersyjne pole-
ga na zastosowaniu aktualnych wynikéw kilku pomiarow
dostrzegalnych parametrow w celu wnioskowania o rzeczy-
wistych warto$ciach parametréw modelu™.

W niniejszej pracy model odwrotny rozumiany jest jako
wyznaczenie miejsca i glgbokosci peknigeia na podstawie
pomiaréw amplitud drgan wymuszonych. Opisana metoda
konstrukcji modelu odwrotnego i wykorzystania go do
identyfikacji parametrow peknigcia, tzn. lokalizacji i glgbo-
kosci, podana zostata w sposob utatwiajacy algorytmizacje
— w pracy podany zostat algorytm obliczen stuzacych iden-
tyfikacji peknigcia.
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Jako wielkosci identyfikacyjne wykorzystuje si¢ czgsto-
$ci drgan wlasnych (procedura opisana zostata przez autora
w pracy [9]) oraz amplitude drgan wymuszonych, mierzona
w dowolnym punkcie belki wzbudzonej do drgan sita sku-
piona o znanej amplitudzie i znanej czgstosci.

W przypadku belek, ze wzgledéw technologicznych ob-
cigzonych dynamicznie sila, ktéra mozna traktowaé jako
skupiona, o jednej czgstosci wymuszenia (np. w przypad-
ku maszyn wibracyjnych drgania wywotane nie wywazo-
ng masa wirujaca), pomiary identyfikacyjne mozna wyko-
na¢ jako tzw. eksperyment bierny. Pod tym pojgciem rozu-
miane s pomiary w normalnym stanie pracy, bez koniecz-
nosci przeprowadzania dodatkowych eksperymentow na
obiekcie.

Pomiary drgan wymuszonych stuzy¢ moga réwniez do
monitorowania peknigcia, tj. obserwacji ewentualnego
wzrostu jego gtebokosci.

Obok identyfikacji z wykorzystaniem modelu analitycz-
nego wielu autoréw dokonuje rowniez identyfikacji para-
metrow peknigcia w oparciu o model MES [7, 16].

Rozwdj metod komputerowych przyczynit si¢ do po-
wstania nowych, lub zastosowania znanych wcze$niej, me-
tod identyfikacji, np. opartych na algorytmach genetycz-
nych [5], transformacie falkowej [14, 15], sieciach neuro-
nowych [8] czy metodach probabilistycznych [1].

2. OPIS PROBLEMU

Podobnie jak w pracy autora [9] dotyczacej identyfikacji
peknigcia na podstawie pomiaru czestosci drgan wlasnych,
rozpatrywany problem opisany zostal modelem belki Ber-
noulliego — Eulera ze stale otwarta szczelina, co schema-
tycznie pokazano na rysunku 1.

Rys. 1. Schemat rozpatrywanej belki z pgknigciem

Przedmiotem pracy jest poszukiwanie gtebokos$ci pek-
nigeia a i jego potozenia x,,. Peknigeie zostato zamodelowa-
ne jako sprezyna, ktorej podatnos$¢ 6 wiaze ze sobag moment
gnacy w przekroju o wspoltrzednej x = x,, oraz katy obrotu
z prawej i lewej strony przekroju, w ktorym wystepuje pek-
nigcie, czyli

Y (eps 1) =y (xp, 1) = 8- EI - y"(x,5,1) M

Rownanie wiazace ze soba podatnos$¢ sprezyny i glebo-
ko$¢ peknigcia ma postac [9]

R @
El
gdzie:
Y = alh,
h — wysokos¢ belki,

vV — wspotczynnik Poissona,

£(y)=0,6294 1,047 -y+4,6021-y> —9,9751-v° +
+20,2948-v* —32,9933-v° + 47,0408 - y° —
—40,6933-7’ +19,6-7°.

Poszukiwane parametry pgknigcia wyznaczone zostana
w oparciu 0 model odwrotny dla belki o dowolnych, znanych
warunkach brzegowych. Przez model odwrotny rozumie sig
wyznaczenie miejsca i glgbokosci peknigeia na podstawie
pomiaréw amplitud drgan wymuszonych sita o znanej am-
plitudzie i czgstosci.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Roéwnanie amplitud drgan wymuszonych belki z uwzgled-
nieniem sily wymuszajacej przytozonej w punkcie o wspot-
rzgdnej x = xz, amplitudzie F i czgstosci ®,, ma postac

X -2%x =0-X"(x,) 8 (x,x,)~F/El -8(x,x7) (3)

Rozwiazania réwnania (3) poszukuje si¢ w klasie funkcji
uogo6lnionych, dzigki czemu otrzymuje si¢ rozwiazanie
w postaci skonczonej w przeciwienstwie do metody kla-
sycznej, gdzie rozwigzanie otrzymuje si¢ w postaci nie-
skonczonej sumy funkcji wtasnych.

Rozwiazaniem réwnania (3) jest funkcja

X(x) =Xo(x)+%X”(xp)-[shk(x—xp)+

+sinx(x—xp)]H(x,xp)—Z;DWx )

X[shA(x—2xp)+sinA(x—2xp)]H (x,xf)

gdzie:
d(x, x,) — funkcja delta Diraca w punkcie x = x,,,
H(x, x,) — funkcja Heaviside’a (skoku jednostkowe-
g0) w punkcie x = x,,,
A = o pA/EI
p — gestos¢ materiatu belki,
A — pole przekroju poprzecznego,
Xy = PchAx + OshAx + RcosAx + S sinAx,
P,0O,R,S — stale catkowania.
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Mozna rozwigza¢ problem odwrotny i wyznaczy¢ miej-
sce x,, oraz glgbokos¢ a peknigcia, postugujac si¢ wezesniej
opisanym modelem belki z pgknigciem i wykorzystujac
zmierzone amplitudy drgan wymuszonych dla rzeczywiste-
go obiektu.

Amplituda drgan wymuszonych w punkcie pomiarowym

0 wspotrzednej x = ¢ jest rOwna:
X(0)= X (c)+—[shAlc—x, )+
U £

F
+sinA(c—x,)]H(c,x,)————X Q)
(c—xp)H(c, x,) W EE

XshA(c—xp)—sinMc—x;)]H (c,xf)

gdzie Xj(c) = PchAc + OshAc + RcosAc + S sinAc.

State catkowania P, O, R, S nalezy dobra¢ tak, by funkcje
(4) 1 (5) spetniaty warunki brzegowe.

Ze wzgledu na niejednoznaczno$¢ modelu odwrotnego,
podobnie jak w przypadku identyfikacji opartej na pomia-
rze czgstosci drgan wlasnych [9], do identyfikacji koniecz-
ny jest pomiar amplitudy drgan w dwoch punktach (x = ¢;
1 x=c,) lub wjednym punkcie, ale przy réznych czgsto-
Sciach wymuszeniach. Dla kazdego pomiaru identyfikacyj-
nego otrzymuje sig funkcjg jednej zmiennej x,, tak wige do
identyfikacji potrzebne sa przynajmniej dwa pomiary.
Punkt przecigcia krzywych 6 w funkcji x,, dla dwoch roz-
nych pomiaréw identyfikacyjnych wyznacza poszukiwane
parametry peknigcia, przy czym gitebokos¢ a liczona jest
z zaleznosci (2).

Sposob postegpowania przy identyfikacji pgknigeia, dla
ktorego wielko$cia wejSciowa jest amplituda drgan wymu-
szonych, opisano dla uktadu pokazanego na rysunku 2.

I
Y

Xr

SNANN
<

Rys. 2. Model belki wspornikowej z pgknigciem

Warunki brzegowe dla belki pokazanej na rysunku 2 opisu-
jarownania: X (0) =0, X'(0)=0, X”() =0 oraz X (1) = 0.
Rownania te zostang zapisane w postaci macierzowej

M-C=W (6)
gdzie:
[ 1 0 1 0 0 |
0 1 0 1 0
M=| chAl shAl —cosAl —sinAl a3s |,
shAl chAl sinAl —cosAl ays
_ch?ucp shAx, coskx, sinkx, -1 |

35 =%.[Shk(l—xp)—sink(l—xp)],

6
ays =z_x.[chx(z—xp)—cosx(z—xp)],
C — wektor statych
T

=[P 0 RS Xx] .

W — wektor wymuszen

0
0
F .
—}é-[shk(l—xf)—smk(l—xf)]
2-EI-
W =
F
m-[chk(l—xf)—cosk(l—xf)]
F .
e [shACx, —xp)+sinh(x, —x,) |H(x,xp)

W przypadku gdy czesto§¢ wymuszenia nie jest zadna
z czestosci drgan wiasnych uktadu, rzad macierzy gtéwnej jest
rowny rzedowi macierzy uzupeknionej, z czego wynika, ze
uktad (6) mozna rozwiazaé, korzystajac ze wzoréw Cramera.

Do rozwiazania tego problemu zaproponowana zostanie
metodologia, ktéra pozwala na stworzenie ponizszego algo-
rytmu komputerowego [10].

1. W wyznaczniku macierzy gléwnej M zostanie dokona-
na modyfikacja polegajaca na tym, by w miejsce wiel-
kos$ci 6 wprowadzi¢ wielko$¢ 1 (jeden) — powstala ma-
cierz oznaczona jest jako A.

2. Nalezy skonstruowaé inna macierz oznaczona B, ktora
powstaje z macierzy A przez wykreslenie ostatniego
wiersza i ostatniej kolumny.

3. Przy takich oznaczeniach poszukiwany wyznacznik
gléwny jest rowny

W, =6-(det(A) +det(B))—det(B) (7)

4. Nalezy, zgodnie z metoda Cramera, skonstruowaé piec
macierzy, w ktorych kolejne kolumny macierzy A zosta-
ng zastapione kolumna wyrazow wolnych W. Tak wy-
znaczone macierze oznaczono C;, gdzie i =1,2,3,4,5
oznacza numer zastgpionej kolumny (C; — ma postac
macierzy A w ktoérej pierwsza kolumng zastapiono
wektorem wymuszen W).

5. Podobnie jak w punkcie 2, nalezy skonstruowaé¢ z ma-
cierzy C; macierze D;, ktore powstaja z odpowiadaja-
cych sobie macierzy C; przez wykreslenie ostatniego
wiersza i ostatniej kolumny.

6. Odpowiednie wyznaczniki konieczne do wyznaczenia
stalych z wektora C wynosza w takim przypadku:

Wp =6 (detCy + detD,) — detDy;

Wy =0 (detC, + detD,) — detD,;
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Wy = 0 (detC; + detDs) — detDy;
W¢=0 (detC4 + detD,) — detDy;
WX” = detCS

Dla uproszczenia oznaczono:

L, =detA + Ly; L, = detB;
Ly=detC; +L,; L,=detDy;
Ls=detC,+L,; L,=detD,;
L,=detC;+L,; L,=detDs;
Ly=detC4+L,;; Ljo=detDy;

Lll = detCS.

7. Stale catkowania wyznaczy¢ mozna z zalezno$ci:

_Wp _01s-Ls ) Mo _6-Ls-Ls
Wy 6-Li-L W, ©0L;-L,’
e _Oly-lg o Ws _OLo-Ly,
Wy 6-L-Ly W, 6-Li-L,’
meooN_ Wy Ly
X(xp) = —~ _G-Ll—L .
g 2

Po wyznaczaniu statych catkowania nalezy skonstru-
owaé identyfikacyjny model odwrotny, tzn. model,
z ktorego mozna wyznaczy¢ poszukiwana podatnosé 0,
korzystajac z wyznaczonej (zmierzonej) amplitudy
drgan w punkcie pomiarowym x = c.

8. Dla kazdego x, € (0, /) podatno$¢ 8 wyznaczy¢ mozna
z zaleznosci

Lp—L,Z

TLy-LZ+Ly ®

gdzie:
L, =L4chic+LgshAc+Lgsinic+Lycoshe,

Ly =LschAc+LsshAc+L;sinAc+LgcosAc

Ly =I;—l}bl-[shk(c—xp)+sink(c—xp):|-H(c,xp)

POM(c) — jest zmierzong wielkos$cia amplitudy drgan
w punkcie o wspotrzednej x = c.

Podobnie jak przy identyfikacji na podstawie pomiaru
czgstosci drgan wlasnych [9], kazdy pomiar identyfikacyj-
ny (w jednym punkcie) pozwala na wykreslenie krzywej
podatnosci 6 w funkcji potozenia pgknigeia x,, dla ktorych
amplituda drgan w punkcie o wspotrzednej x = ¢ bedzie
wynosi¢ POM(c) czyli: X(c) = POM(c).

Dlatego tez punkt 8 algorytmu nalezy powtoérzy¢ dla kaz-
dego z pomiardéw. Na przecigciu krzywych wyznaczonych
dla dwu pomiaréw identyfikacyjnych (r6zne punkty pomia-
rowe lub r6zne wymuszenia) leza poszukiwane parametry
peknigcia.

Dla belki o danych: dlugos¢ [=0,1 m, wysokos¢
h=0,0016 m, szeroko$¢ b = h, pokazanej na rysunku 2,
wyznaczono przy uzyciu MES wielkosci amplitud drgan
wymuszonych sita o amplitudzie F =100 N i czgstosci
®,, = 300 rad/s, przylozonej na koncu belki x; = L. Do iden-
tyfikacji pgknigcia wybrano amplitud¢ drgan belki w dwoch
punktach x = [, x = 0,085 m. Wyniki identyfikacji dla o$miu
wariantow parametréw peknigcia zebrano w tabeli 1.

Tabela 1
Wyniki identyfikacji
Parametry Parametr
Wariant modelowane ident fikow);ne Btad wzgledny
w analizie MES Y
I x,= 10 x,= 9,37 6,3%
” a=02h a=0,177h 11,5%
> x,= 10 x,= 9,68 3.2%
7 a=03h a=0,278h 7.3%
2 x,=30 x,= 284 5,3%
7 a=02h a=0,173h 13,5%
47 xp=30 x,=283 5,7%
” a=03h a=0273h 9,0%
- x,= 50 x,= 50,1 0,2%
” a=02h a = 0202k 1,0%
& x,= 50 x,= 52,7 5,4%
” a=03h a=0341h 13,7%
- x,= 70 x,= 75,6 8,0%
7 a=02h a=0,172h 14,0%
- x,=70 x,= 788 12,6%
7 a=03h a=0,337h 12,3%
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Rys. 3. Przyktadowe przebiegi krzywej 6(x,) wyznaczone dla wariantu 6

Na rysunku 3 pokazano przyktadowe przebiegi krzywej
podatnosci 8 w funkcji x, wyznaczone dla wariantu 6. Linig
ciagla oznaczono krzywa uzyskana dla amplitudy mierzo-
nej w punkcie o wspolrzednej x = [, linia przerywang dla
x =0,085 m.

Kazde dwie wielkoSci zmierzonych amplitud drgan
moga postuzyé do wyznaczenia krzywych podatnosci
w funkcji potozenia peknigcia, na przecigciu ktorych leza
poszukiwane parametry (x, i 0) peknigcia.

Po wyznaczeniu parametréw uszkodzenia dla réznych
wielko$ci amplitud mozna podda¢ je obrobce statystycznej
(np. usrednianiu), dzigki czemu mozna zminimalizowad
wplyw niepewnosci pomiaréw: amplitudy drgan oraz poto-
zenia punktu pomiarowego.

4. PODSUMOWANIE

W uktadach konstrukcyjnych, ktorych modelem fizycznym
jest belka prostoliniowa, identyfikacj¢ parametrow peknig-
cia przeprowadzi¢ mozna wykorzystujac, jako wielko$ci
konieczne do identyfikacji, amplitudy drgan wymuszo-
nych. Kazdy pomiar amplitudy drgan pozwala na wyzna-
czenie krzywej podatnosci sprezyny modelujacej peknigcie
w funkcji jego potozenia. Przedstawione w pracy wyniki
»pomiaro6w” pochodza z analizy Metoda Elementéw Skon-
czonych.

Dla kazdej pary parametrow (6, x,,) lezacych na krzywej
spetniony jest warunek identyfikacji, czyli amplituda drgan
w wybranym punkcie jest rowna wielko$ci zmierzone;j.

W punkcie wspélnym dla dwoch dowolnych krzywych leza
poszukiwane parametry peknigcia, stad wynika, ze np. dla
pigciu dowolnych pomiaréw identyfikacyjnych otrzymuje
si¢ dziesig¢ par krzywych, z ktdrych po obrdbce statystycz-
nej mozna wyznaczy¢ poszukiwane parametry peknigcia.

W kazdym przypadku identyfikacji doktadno§¢ wyzna-
czenia parametrow peknigcia zalezy od doktadnos$ci (nie-
pewnosci) pomiaru amplitudy drgan i wspotrzednej punktu

pomiarowego. Otrzymaé¢ mozna wtedy jedynie pewne ob-
szary, w ktorych zawieraja si¢ poszukiwane parametry pek-
nigcia.

W przypadku identyfikacji z amplitud drgan wymuszo-
nych, na jej wynik ma wpltyw zaréwno niepewnos¢ wyzna-
czenia amplitudy drgan, jak i wspotrzednej, w ktorej jest
ona mierzona.

W przypadku belek obciazonych, ze wzgledow techno-
logicznych, dynamicznie sita, ktéora mozna traktowac jako
skupiona o jednej czgstosci drgan (np. maszyny wibracyj-
ne), pomiary identyfikacyjne mozna wykonaé jako tzw.
eksperyment bierny.

Pomiary drgan wymuszonych moga réwniez stuzy¢ do
monitorowania peknigcia, czyli obserwacji ewentualnego
wzrostu jego glebokosci.
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