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�+���$$/ �!��"���&&(����#���"�(���&���%�!�����&(��� �!� "%
���5� �# �6/��$*'�����!�"�� �!/ ����������!����%�!+�!� ��7
�� �!+��"���&%��(##($/&!�!��/%��(��)(8 �!(������&*%(%.��� �!+(%
 ��%����6/()�&��!9� &(��� �)(%$�/%�"���&%�+�)��8������)�7
&�����,+($+��:� �%%�!+����� �*��(%%(��!����$$/ �!�&*'�+�,7
�)� '�!+�*������!�$��!/ ��!+��%�"���+*%($�&�8�+�)(�/ .

���!+��%!/�*�,��#�$/%������!,����"�(���"���&%�;�6/()�7
&��!�)(%$�/%���"�(�������$�"�&�:�"��/&/%<�!+�!�&���%�/%�!�
&(��� (=���"���&%�>1?.��+���6/()�&��!�)(%$�/%���"�(���#�$7
!� � �� �%��!%�!+�!�&�)�&��#�)(%$�/%���"�(���!+�!��(%%(��!�%
!+�� %�"�� ��� �*� �%� !+�� �$!/�&�"�$+��(%"�,+($+� (%� 8�(��
"��%/ ��� >@?.� �+�� $�"�&�:�"��/&/%� ��� ��$+� !�� )� (�/%
��"�(���"�$+��(%"%�(%����� �&&*�8�%������ �!(���&(=�!(��
�#� )(%$�/%� ��"�(��� !� "� !+�!� $��� 8�� #�/��� (�� �&�%!($(!*.
�+�%�� "���&%� � �� �"�&�*��� !�� &(��� � $+� �$!� (=�!(��� �#
�����"�� �,+�%��(�+� ��!�#��!/ ��� ��+(�+����&(��� �$+�7
 �$!� (%!($%�8�(���!+�� �%/&!��#�%��$(�&�� ��� !(�%��#����#&/(�
#(&&(���!+����"�� �>A?.��+(%�#�$!�� �"�!%�"��*� �%�� $+� %
!��%/$+������"�� �"���&�%��B�!+�!�"�B�%�(!%�8�+�)(�/ �&
� ��($!(�����%%(8&�.��+���:�&���!(���#� �!+�%�����&(��� (!(�%
�%� ,�&&� �%� ��� ��"�� � "���&%� ,(!+� )� (�/%�  +��&��($�&
%! /$!/ �%�+�%�8����,(��&*��(%$/%%���(��!+��&(!� �!/ ��>C'�@@?.
�+��$�"�&�:(!*��#�!+�%��"���&%��/� ��!��%��� �&(�8&��� �7
�($!(����#������"�� �$+� �$!� (%!($%'�+�,�)� �(!�"�B�%�!+�
#�%!�%*%!�"��)�&/�!(���6/(!�����(##($/&!�!�%B.��� �!+(%� ��%��'
(�� !+�� %!/�*'� !+�������"�� � (%� ��� �:("�!���8*���� (���&
��%+��!�)(��(�! ��/$(���!+��$��##($(��!%��#��6/()�&��!�)(%$�7
/%���"�(�������$�"�&�:�"��/&/%.��+�!��&&�,���/%�!��� �7
�($!�!+����"�(�������%!(##��%%��#�!+�������"�� ��!��)� *
��� �!(���$���(!(���,(!+��� ��%���8&���$$/ �$*.
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�+��#� $��� ��/$���8*���&(��� ������"�� �������%����"�7
���!($�#(�&��(��/$���8*�!+��$/  ��!�(��!+����"�� �$�(&����
���(%!���)�&�$(!*�;�(�.�@<.��+����"�� ���� �!�%�(��!+��#&�,
"��������!+(%�"���%�!+�!�!+��� ��/$���#� $��(%�$��! �&&��
8*�!+��#&�,� �%(%!��$���#����#&/(���� !(���$��!�(����(��!+�
���.�
%���"����!($�#(�&��(%����&(���!�����#&/(��(��!+����"7
�� '� !+����"�(���$+� �$!� (%!($%��#� !+�� #&/(�� (�$ ��%��,(!+
� �$!($�&&*�(�#(�(!��� �$(%(��.

��� !+��  �%�� $+� � �� �"� ,�� /%��� !+�� ��� ��"�� � �#
��7@3347A�%� (�%�"��/#�$!/ ���8*��� ���� �� �!(���;%��
�(�.� 1<.� �+(%� ��"�� � (%� �� %"�&&'� $�"��$!� %+�$B� �8%� 7
8� �,(!+� %("�&���&�$! ��($%����� &�,�)�&!���'� ����$/  ��!%
��"���%� !+�!� �&&�,�  ��&7!("�� ��"�(��� ��D/%!"��!� >E?.
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�+����"�� �+�%�F14�""�%! �B�.��+��(��/!�)�&!����(%�@1�0
��.��+��(��/!�$/  ��!�$���8��)� (���# �"�3�
�!��1�
.��+�
 �%���%��!("��;��������!�����"�&(#(� �������,� �%/��&*<�(%
&�%%�!+���14�"%�;!("��!�� ��$+�G3H��#�"�:("�&�&�)�&��/ (��
��3�
�!��@�
�%!���(��/!��!�)�&�$(!*�4@I@3JA�"5%<.��+��"�:(7
"/"��:!��%(���#� $��%+�/&��8��B��!�8�&�,�222C����������7
 �!(��� !�"�� �!/ �� �#� !+�� �/!� � 8��*� %+�/&�� ��!� �:$���
E@��.��+����7@3347A���"�� �(%��� !($/&� &*� �$�""�����
#� � %/%���%(��� (�� � ()� 9%� %��!%� (�� ! /$B%'� 8/%�%� ���� #� "
! �$!� %.

�!�,�%�"��!(�����8�#� ��!+�!�!+��(�+� ��!�#��!/ ���#���
��"�� �� ��+(�+����&(��� �$+� �$!� (%!($%.��+(%� (%� (&&/%! �7
!���(���(�/ ��A'�8*��:�� ("��!�&��&�!%��#�#� $�7�(%�&�$�"��!
&���%�����#� $�7)�&�$(!*�&���%�#� ���7@3347A���"�� �"�7
�%/ ����!�%(����(%�&�$�"��!��:$(!�!(���(��!+��$/  ��!� ����
;3.3'�@.3<�
�>G?.���!��!+�!�/��� �!+(%�%(����(%�&�$�"��!��:$(7
!�!(��'�!+��"�:("�&��(%!���)�&�$(!*�(%�KAI@3JA�"5%.

�!�(%� ���(&*����� ��!�!+�!L

J !+��#� $��(%���!�$��!� ����!�=� ��;!+���##�$!��#�����$$/7
"/&�!� �$��!�(�(���+(�+7� �%%/ ���(! �������%<'

J !+��� ��!� �$/  ��!�&�)�&'�!+��� ��!� �#� $�'
J !+��#� $��(�$ ��%�%�"/$+�"� ��#� �&�,� �$/  ��!�&�)�&%

;!+���##�$!��#�"����!($�#(�&��%�!/ �!(��<.

��!� /%� $�"�� �� !+�� �&�!%� �8!�(���� /��� � )� (�/%� %(��
�:$(!�!(���#� �!,��$/  ��!�&�)�&%�3.3�
�����3.2�
�;%����(�.�2<.
�8%� )(���!+���&�!%�,��%���!+�!�#� ���$+�$/  ��!'�!+�����B
!�����B�)�&/�%��#�!+��#� $��/��� �%(����:$(!�!(���,(!+�# �7
6/��$*� 2��=� ���� �"�&(!/��� @.4I@3JA�"� ;��!�� !+�!� /��� 
!+(%��:$(!�!(��'�!+��"�:("�&��(%!���)�&�$(!*�(%�ACI@3JA�"5%<
� �� &�%%� !+��� !+�!� /��� � # �6/��$*� @� �=� ���� �"�&(!/��
@3I@3JA�".��!������ %�!+�!��!�#(:���$/  ��!�&�)�&%'�!+��#� $�
)� (�%��/��!��"�:("�&��(%!���)�&�$(!*�,+($+�(%��� �%/&!��#
%("/&!����/%� $+����� �#� # �6/��$*� ���� �"�&(!/��� �#� !+�
���&(����:$(!�!(��.��+(%�#��!/ �'��6/()�&��!�!��!+��$���$(!*
�#�!+���&�$! �7+*� �/&($�%*%!�"��#�!+��)(8 �!(���!�%!(���"�7
$+(��� �%! ($!%��/ �$��%(�� �!(��%.��� �!+(%�)� *� ��%���!+�
(�! ��/$���$��##($(��!�$�/&����!�8��(�)�%!(��!���(��!� "%��#
!+���:$(!�!(���# �6/��$*������"�&(!/���%��� �!�&*.
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���$+� �$!� (=�������"�� �,��/%���!+��"���&%��#�!+���6/(7
)�&��!� )(%$�/%� ��"�(��� ���� !+�� $�"�&�:�"��/&/%�,+($+
&(��� (=��!+�������"�� �8�+�)(�/ �!��8�����(���&���%+��!��!
�)� *���� �!(���$���(!(��.

���������:�� ("��!�&���!���&�!%�"��%/ ����!�%(����:$(!�!(���;# �7
6/��$*�@��='��"�&(!/���@3I@3JA�"<'�$/  ��!L�3.3�
'�3.1�
'�3.2�
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M+���(�! ��/$(���!+���6/()�&��!�)(%$�/%���"�(���,���%%/7
"��!+�!�!+��)�&�$(!*��#�!+�������"�� ��(%!��� ( )x t� �(%�� �7
�� !(���&�!��!+�� �%!� (���#� $��@;�<'��%��()���8*�!+��#� "/&�

( ) ( )eqF t c x t= � ;@<

,+� ���
"�(%�!+���6/()�&��!�)(%$�/%���"�(���$��##($(��!.

�+��$��##($(��!��
"�(%�$�&$/&�!���/%(���!+����� �*��(%%(��7
!���8*�!+�������"�� ��)� �����$*$&��*.��+(%���� �*�$���8�
#�/���,(!+(�� !+�� � ��� ��$&�%���8*� !+�� #� $�7�(%�&�$�"��!
&����#� �!+���� !($/&� ����&(���$/  ��!������(%!����(%�&�$�7
"��!.����!+��#( %!���� �:("�!(���!+(%�� ���$���8���%!("�!��'
�%�!+��� ��/$!��#�!+�����B�!�����B�)�&/�%��#�!+���(%!����(7
%�&�$�"��!�����!+��� ��/$�����"�(���#� $�'�%���!+��#� "/7
&��;1<.�+�!�(%�8�$�/%��!+���8!�(����#� $�7�(%�&�$�"��!��&�!%
� ����� &*� �$!���/&� �(��%+����;%���%+������ ���(���(�.�4<.

max min2 ( )E F F X= ⋅ − ⋅ ;1<

�&�!%�(���(�/ ��A� �)��&�!+�!���� ��!� ���� �*��(%%(��!��
;��&� �� �#� $�7�(%�&�$�"��!�&���<� �%/&!%�# �"���+(�+� �&�7
)�&��#����&(���$/  ��!�����!+��%("(&� � ��/&� (!*�(%�#�/���#� 
+(�+� ��(%!���)�&�$(!(�%.


%%/"(��� %(��� �(%�&�$�"��!� �:$(!�!(��� $;�<� N� A%(�ω�

;ω�J�� ()(���# �6/��$*'�A�J��"�&(!/��<'�!+����� �*��(%%(��7
!���8*�!+�������"�� ��)� �����$*$&��(%��()���"� ��� �$(%�7
&*�8*�!+��� �����$&�%���,(!+(��!+��+*%!� �%(%�$*$&���()���8*
#�&&�,(���(�!�� �&

2 /

0

( ) ( )
l

E Fdx F t x t dt
π ω

= =∫ ∫ �
� ;A<

�+��(�!�� �&� (�� !+��#� "/&��;A<�$�  �%����%� !�� !+��� �*
� ���(���(�/ ��4.


���6/()�&��!���"�(���$��##($(��!����8&�%�/%�!��$�"��7
 ��!+����"�(����� #� "��$���#�!+�������"�� �,(!+�!+�!��#
�� )(%$�/%� ��"�� � 8*� �6/�!(��� !+�� ��� �*� �(%%(��!��� �)� 
����$*$&�

( )
2 / 2 /

2 2

0 0

2

( cos )eq eq

eq

E c x t dt c X t dt

c X

π ω π ω
= = ω ω =⎡ ⎤⎣ ⎦

= πω

∫ ∫�

;2<

����+��$���
"�$���8��#�/����%

2 ( )eq
E E

c
X XX

= =
π ωπω

;4<

�+��#� "/&��;4<�("�&(�%�!+�!�!+���6/()�&��!�)(%$�/%�$��#7
#($(��!�(%���#/�$!(����#����&(���$/  ��!�����"�:("�&��(%!��
)�&�$(!*�ωA'� �%%/"(��� !+�!� !+���:$(!�!(����"�&(!/��� (%� #(7
:��.���%/&!%��$+(�)���(���:�� ("��!�&�(�)�%!(��!(����#�!+�
 �&�!(��%+(��;4<�� ���(%$/%%���(��	/8%�$!(���2.1.

�����)+,#$-�+)* # '

M+��� (�! ��/$(��� !+�� $�"�&�:� "��/&/%� ,�� �%%/"�� !+�!
8�!+�!+��#� $�������(%�&�$�"��!�!("��+(%!� (�%�� ��%(�/%�7
(��&.��+��$�"�&�:�%!(##��%%��#� !+�������"�� �3B�+�%� !,�
$�"�����!%�����$���8��, (!!����%

1 2k k jk∗ = + ;K<

�+�� #( %!� $�"�����!� 3@'� 8�(��� ��� (�7�+�%�� $�"�����!
;!+�� ��&��� !��#�$�"�&�:�%!(##��%%<'�(%�!+��%!� ����%!(##��%%.
�+��%�$��������31'�8�(����/!��#��+�%��$�"�����!�;("��(��7
 *��� !��#�$�"�&�:�%!(##��%%<'�(%�!+��&�%%�%!(##��%%.��+��$�"7
�����!%� 3@����� 31�$��� �&%�� 8��  �#�  ��� !�� �%� !+�� �##�$!()�
%!(##��%%������##�$!()����"�(���;��"�(���"��/&/%<.��+�� �7
&�!(��%+(�� 8�!,���� �6/()�&��!� )(%$�/%� $��##($(��!� �
"� ���
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"�����31�� �� �&�!���8*�!+��#�&&�,(���#� 7
"/&��>2?

2
eq

k
c ≈

ω
;E<

�+���##�$!()��%!(##��%%������##�$!()����"�(���$���8��$�&7
$/&�!���# �"�!+��#� $��� ��/$���8*�!+����"�� �@;�<�����!+�
�(%!����(%�&�$�"��!�$;�<.�
%%/"(���!+�!

( ) sin( )  cos( )s cF t F t F t= ω + ω ;C<

���

( ) sin( ) cos( )s cx t X t X t= ω + ω ;G<

,+� ��@�'�@�'�A�'�A��� ����/ (� �$��##($(��!%��#�!+��#� $�����
!+���(%�&�$�"��!�$;�<� �%��$!()�&*.

�����.����� �%��!�!(����#���� �*��(%%(��!(���8*��������"�� 
�)� �����$*$&�
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2
1( ) ( ) ( )

k
F t k x t x t= + ω � ;@3<
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1 2 2
s s c c

s c

F X F X
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X X
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c s s c
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F X F X
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