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IDENTYFIKACJA PEKNIECIA W BELKACH
NA PODSTAWIE POMIARU CZESTOSCI DRGAN WLASNYCH

STRESZCZENIE

Praca dotyczy problemu identyfikacji parametrow (lokalizacji i glebokosci) pekniecia. Jako wielkosci wejsciowe
procesu identyfikacji wybrano czestosci drgan wtasnych. Dla tej wielkosci skonstruowany zostal model odwrotny
belki z peknieciem, pozwalajqcy na wyznaczenie parametrow pekniecia belki o dowolnych warunkach brzegowych.

Podany zostal rowniez algorytm komputerowy identyfikacji pekniecia na podstawie modelu odwrotnego.
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IDENTIFICATION OF CRACK IN BEAMS WITH EIGENVALUE

This paper deals with detection of the location and size of a crack. An input quantity for identification a natural
frequencies was chosen. For this quantity the inverse beam model was created. Computer algorithm for making

identification based on this model was proposed.

Keywords: vibration, crack, identification, inverse nodels

1. WSTEP

Techniczne uktady konstrukcyjne poddane dziataniom dy-
namicznym moga ulega¢ réznorodnym uszkodzeniom.
Typowymi uszkodzeniami sa peknigcia poszczegdlnych
elementéw konstrukcji. Bardzo wazne jest wigc dziatanie
zapobiegajace trwatym uszkodzeniom, co wiaze si¢ bezpo-
Srednio z oceng stanu technicznego konstrukcji w okresie
eksploatacji, np. w przypadkach duzych, ztozonych ukta-
dow strukturalnych (mostow, wiez wiertniczych itp.) czy
obudowanych watéw maszyn wirujacych. Typowe metody
nieinwazyjne oceny stanu konstrukcji zwiazane z np. z wy-
korzystaniem fal powierzchniowych, efektu Barkhausena
itp., opisane w [15], sa mato uzyteczne. Stato si¢ to powo-
dem poszukiwan wptywu peknigcia na parametry charakte-
rystyk dynamicznych obiektéw. Przegladowe prace [3]1 [5]
zawieraja razem ponad 450 pozycji literatury dotyczacych
tego zagadnienia.

Wigkszo$¢ cytowanych tam prac dotyczy wpltywu pek-
nigcia o znanych parametrach na czgstosci drgan wlasnych,
zmiany postaci drgan wlasnych czy amplitude drgan wymu-
szonych belek. Zwigzane z tym metody identyfikacji pole-
gaja na odczytywaniu z tych charakterystyk tzw. nomogra-
méw glebokosci 1 miejsca pgknigeia. Nomogramy te wy-
znaczone zostaly dla réznych (okreslonych) warunkow
brzegowych i mozna, wykorzystujac je, okresli¢ parametry
peknigcia na podstawie zmierzonych czestosci drgan wias-
nych, jezeli warunki brzegowe analizowanej belki odpo-
wiadaja tej, dla ktorej zostal wyznaczony nomogram.

Niniejsza praca dotyczy identyfikacji parametréw pek-
nigcia, tzn. lokalizacji i glgbokosci, na podstawie pomiarow
czgstosci drgan wilasnych. Wybdr tej wielkosci wiaze sig
z fatwym jej pomiarem.

W celu wyznaczenia parametréw peknigcia skonstru-
owany zostal model odwrotny dla belki o dowolnych, zna-

nych warunkach brzegowych. Podobne zagadnienie opi-
sane zostato w pracy [11], w ktdrej przeprowadzono iden-
tyfikacje jedynie miejsca peknigcia w belce swobodnie
podpartej.

Z modelu odwrotnego korzystaja rowniez autorzy pracy
[10]. Opisany tam sposéb identyfikacji polega, podobnie
jak w niniejszej pracy, na wyznaczeniu poszukiwanych pa-
rametrow z warunku zerowania si¢ wyznacznika macierzy
gléwnej opisujacej warunki brzegowe (moga by¢ dowolne)
skojarzone z rozwazanym problemem poczatkowo-brzego-
wym. W przypadkach obu prac autorzy korzystaja z pew-
nych wlasnosci wyznacznikdw; w pracy [10] z mozliwosci
przedstawienia wyznacznika w postaci odpowiedniej sumy
innych wyznacznikéw, w niniejszej za$ pracy — z wtasnosci
rozwinigcia wyznacznika wzgledem dowolnej kolumny.
Opisana przez autora metoda wydaje si¢ znacznie prostsza
ze wzgledu na tatwos¢ algorytmizacji — w pracy podany
zostal algorytm obliczen stuzacych identyfikacji parame-
trow peknigcia.

Obok identyfikacji z wykorzystaniem modelu anali-
tycznego wielu autorow dokonuje réwniez identyfikacji
peknigcia na podstawie modelu komputerowego MES [6, 7,
10, 18].

Rozw6j metod komputerowych przyczynit si¢ do po-
wstania nowych lub zastosowania znanych wcze$niej me-
tod identyfikacji, np. opartych na algorytmach genetycz-
nych [4], transformacie falkowej [14, 17], sieciach neuro-
nowych [8] czy metodach probabilistycznych [1].

2. OPIS PROBLEMU

Rozpatrywany w pracy problem opisany zostal za pomoca
modelu belki Bernoulliego—Eulera, ze stale otwarta szczeli-
na, co schematycznie pokazano na rysunku 1.
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Vx

Rys. 1. Model rozpatrywanej belki z pgknigciem

Przedmiotem pracy jest poszukiwanie giebokos$ci pek-
nigeia a 1 jego polozenia x, dla belki pokazanej na rysun-
ku 1. W rozwazaniach przyjeto belke o statym przekroju
poprzecznym A = bxh oraz momencie bezwladnosci prze-
kroju I. Zatozono réwniez stalo$¢ wlasnosci materiatowych
na dtugosci belki, tzn. modutu Younga E oraz ggstosci ma-
teriatu p. Peknigcie zostalo zamodelowane jako sprezyna,
ktorej podatnos¢ O wiaze ze soba moment gnacy w przekro-
Ju o wspoétrzednej x = x,, oraz katy obrotu z prawej i lewej
strony przekroju, w ktorym wystepuje peknigcie, czyli

Y (xp4-0) =¥ (xp,1) = BEL (x,5,1) 1)
Taki model peknigcia w belce pochodzi z pracy [16].
Sposéb wyznaczenia podatnosci sprezyny modelujacej
peknigcie w funkcji jego gltebokosci opisany zostat ponize;j.

3. ENERGETYCZNY OPIS SZCZELINY

Prace z zakresu mechaniki peknigcia [12] pozwalaja na zna-
lezienie zalezno$ci pomiedzy wielkos$cia globalna, jaka jest
wspotczynnik uwalniania energii — G (rdwna zmianie ener-
gii potencjalnej odksztatcenia U na skutek wzrostu pola

peknigcia Ap, G = ;TU)’ a wielkos$cia lokalng — wspotczyn-

P
nikiem intensywnos$ci naprezen — K;
2
1-v 2
= Kj,
E
gdzie

G — wspotczynnik uwalniania energii,
v — wspotczynnik Poissona,
E — modut Younga,
K; — wspdlczynnik intensywnosci naprgzen (WIN)
dla pierwszego sposobu obciazenia szczeliny.
Calkowity przyrost energii zwigzany ze szczeling o gle-
bokosci a jest réwny (oznaczenia na rys. 2)

U= jGals:l_"2

4

a
b [ K} da )
0

S

b

Rys. 2. Przekr6j poprzeczny belki w przekroju
z peknigciem

WIN zapisa¢ mozna w postaci
o
Ky =ova iy}

gdzie:
4, — pole peknigeia,
bxh — wymiary belki,
a — glebokos¢ peknigcia,
G — naprgzenie normalne,
F; — wspolezynnik korekcyjny.

Zaleznos$¢ pomigdzy wspotczynnikiem F; a glebokoscia
peknigcia znalez¢ mozna w katalogach [16] i dla belki zgi-
nanej przyjmuje postac

F| 2 |=1122-1,40[ & |+
h h
o . o ’ o 0
+7,33( 2| —13,08{ 2 | +14,0[ 2 | .
h h h

Jest to zalezno$¢ empiryczna oparta na metodzie naj-
mniejszych kwadratow, ktorej doktadno$¢ wynosi 0,2% dla
glebokosci szczeliny nie wigkszej od 0,6 4.

Po prostych przeksztatceniach wyznaczy¢ mozna przy-
rost energii odksztalcenia w belce zwiazany z powstaniem
szczeliny o glgboko$ci a w belce o przekroju prostokatnym
bxh. Wykorzystujac twierdzenie Castigliano, otrzymuje si¢
wielko$¢ podatnosci 6

o=6hm 1Y (4] «
£ \n
a a s
«| 0,6294-1,0472[ ¢ V4 4,6021( £ | -
3 3
a X a 5 a P
—9.9751( % | +20,2948 % | —32,9933[ % | +
3 3 3

6 7 8
+47,0408( £ | —40,6933[ £ | +19,6/ £
h h h

4. ROZWIAZANIE PROBLEMU

©)

Stosujac metodg Fouriera rozdzielenia zmiennych, rowna-
nie drgan wiasnych belki z pgknigeciem w klasie funkcji
uogoélnionych, ma postaé

X At =0x"(x,)8 (x,x,) )
Rozwiazaniem réwnania (4) jest funkcja

X(x):Xo(x)+%X'(xp)-[shk(x—xp)+ o

+sink(x—xp)]H(x,xp)
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gdzie:
d(x, x,) — funkcja delta Diraca w punkcie x = x,,,
H(x, x,) — funkcja Heavisaide’a (skoku jednotkowego)
w punkeie x = x,,,
A = w’pA/EI,
Xy = Pchix + OshAx + Rcoshx + AsinAx — roz-
wiazanie drgan belki jednorodne;.

Pochodna funkcji (5) jest funkcja

X'(x)= X(')(x)+QX”(xp)-[chk(x—xp)+
2 ©)

+cosMx —x,)]H (x,x,,)

State P, O, R, S zaleza od warunkow brzegowych skoja-
rzonych z rozwazanym problemem.

Wykorzystujac powyzej opisany model belki z pgknig-
ciem, mozna rozwiaza¢ problem odwrotny, czyli wyzna-
czy¢ wspotrzedna x), 1 glgbokos¢ a peknigeia z wykorzysta-
niem wyznaczonych dla rzeczywistego obiektu czgstosci
drgan wtasnych. Dla wyznaczonych czgstosci nalezy wy-
liczy¢ wielkosci A, po czym wyznaczy¢ x, i 6, dla kto-
rych zeruje si¢ wyznacznik macierzy gtéwnej zawierajacej
wspolczynniki opisujace rownania warunkow brzegowych,
a nastgpnie glebokos$¢ a wyznaczy¢ z zaleznosci (3). Oczy-
wiscie, ze wzgledu na niejednoznaczno$¢ modelu odwrot-
nego, dla kazdej czgstosci otrzymuje si¢ w ten sposob funk-
cje jednej zmiennej, wigc do identyfikacji potrzebne sa
przynajmniej dwie czgstosci drgan wiasnych. Punkt prze-
cigcia krzywych 8 w funkcji x, dla dwu réznych czgstosci
wyznacza poszukiwane parametry pegknigcia. Sposob po-
stgpowania pokazany zostanie na przyktadach

4.1. Belka swobodnie podarta

W przypadku belki swobodnie podpartej warunki brzegowe
maja postaé: X(0) = 0, X”’(0) = 0, a to prowadzi do wniosku,
ze P =R = 0, co obniza rzad macierzy gtéwnej. Wykorzy-
stane to zostalo w pracy [14], gdzie na podstawie zmia-
ny dwu pierwszych czgstosci wlasnych belki z peknigciem
w stosunku do czgstosci belki bez peknigcia identyfikowa-
ne jest tylko potozenie peknigcia.

Pozostate rownania opisujace warunki brzegowe X(/) = 0
i X”(]) = 0 zapisane zostana w postaci macierzowej

sh;l sin \;1 a3 0 0
Sh;&il —Sinkil a3 . S =10 9
shhx, —sindx, -1A2 | [X ()] [0

gdzie:
0 .
aps =E[shki(l—xp)+51nki(l—xp):|,

i

o =%[shki(l—xp)—sinki(l—xp)],

; — i-ta wyznaczona czgstos¢ wiasna.

Na rysunkach 3 i 4 przedstawione zostaly krzywe 0
w funkcji x, dla dwu pierwszych czgstoSci wlasnych bel-
ki swobodnie podpartej z dwoma réznymi peknigeciami
(crack 1 i crack 2) [14].

Dane zaczerpnigto z pracy [14]: dlugos¢ belki /= 0,1 m,
wysokos¢ 4 =0,0016 m, szeroko$¢ b = h, p = 7960 kg/m3
oraz E = 2,1'1011 Pa.

Wyznaczone czgstotliwosci (z analizy MES) dla belki z pe-
knigciem crack 1 wynosza f; = 370,31 Hz i f, = 1475,36 Hz.

3
0, N-m/rad

25¢

0.5r

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
X,,m

Rys. 3. Przebieg zmiany podatnos$ci 6 w funkcji lokalizacji
peknigcia x,, dla belki crack 1
Objasnienia w tekscie

3
0, N-m/rad

25

0.5

0

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
x,,m

Rys. 4. Przebieg zmiany podatnos$ci 6 w funkcji lokalizacji
peknigceia x,, dla belki crack 2
Objasnienia w tekscie

Na rysunku 3 linia ciagla oznaczono krzywa uzyskana
dla czgstotliwosci f, linia przerywana — dla f5. Ze wzgledu
na symetri¢ uktadu krzywe te przecinaja si¢ w dwu punk-
tach o wspdtrzgdnych x,; =0,0296 m i x,, =0,0704 m.
Okreslenie, po ktorej stronie srodka belki znajduje si¢ pek-
nigcie, nalezy przeprowadzi¢ innymi metodami. Obu wiel-
kosciom x,, odpowiada natomiast ta sama wartos¢ podatno-
§ci B = 1,5704-1072, ktora odpowiada glebokosci pgknigcia
z rownania (3) a = 0,3034. Porownanie wielkoSci ziden-
tyfikowanych i modelowanych w analizie MES dla przy-
padkéw crack 1 i crack 2 zebrano w tabeli 1.
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Tabela 1. Wyniki identyfikacji peknigcia

Crack Model Parametry identyfi- Blad
rac MES [14] kowane wzgledny

X,= 70 mm x,=70,4 0,6%

”1”
a=03h a=0303h 1,0%
x,= 80 mm x, = 80,9 1,25%

”2”
a=02h a=0205h 2,5%

Dla peknigcia opisanego jako crack2 wyznaczone
z analizy MES czgstotliwosci wynosza f; = 371,93 Hzi f, =
= 1481,52 Hz.

Na rysunku 4 podobnie jak na rysunku 3 linia ciagla
oznaczono krzywa uzyskana dla czgstotliwosci f; linia
przerywana — dla f5. Ze wzgledu na symetri¢ uktadu krzywe
te przecinaja si¢ w dwu punktach o wspdlrzednych
Xp1 = 10,0191 m ix,, =0,0809 m. Obu wielkosciom x,, od-
powiada natomiast ta sama warto$¢ podatnosci 6 = 6,97-107%,
ktora odpowiada glgbokos$ci peknigcia wyznaczonej z row-
nania (3) a = 0,205A.

Tak dobre wyniki mozna uzyskaé jedynie w przypadku
bardzo doktadnego wyznaczenia czgstosci drgan wiasnych.
W zwiazku z tym ponizej wyznaczono przebiegi podatnosci
8 w funkcji x,,, tzn. lokalizacji peknigeia z uwzglgdnieniem
niepewnos$ci pomiaru. Bledy 8, i 8, pomiaru czgstosci wy-
znaczono z pordwnania czgstosci drgan wiasnych belki bez
peknigcia modelowanej w MES ), y/z51 czgstosci uzyska-
nej dla modelu analitycznego My, 4,41

8; =|00i—mESs — D0i-natl! Poi-Anal )

Na rysunku 5 pokazano przebieg poszukiwanych krzy-
wych dla czterech czestotliwosci f;10, i f,£0, dla przypad-
ku crack 2 w poblizu lokalizacji pgknigeia x, = 80 mm.

x 10%

16
0, N-m/rad

L
0.084
X,,m

2 Il Il Il Il Il
0.072 0.074 0.076 0.078 0.08 0.082

Rys. 5. Przebieg zmiany podatnosci & w funkcji x,, dla czgstosci
»wyznaczonych” z btedem
Objasnienia w tekscie

Liniami ciaglymi oznaczono krzywe wyznaczone dla
f1£8;, liniami przerywanymi — dla f,45,. Identyfikowane
wielko$ci potozenia peknigcia i jego glebokosci zawieraja
si¢ W czeSci wspolnej wnetrz obszar6w ograniczonych

krzywymi wyznaczonymi dla f;£9; (linie ciagte) i dla f,5,
(linie przerywane). Obszar ten zawiera lokalizacje pek-
nigeia w przedziale x, € (75-83) mm i glebokos$¢ peknig-
ciaa € (0,15-0,26)h (modelowane parametry to x,= 80 mm
1 a=0,2h). W rozwazanym przyktadzie czgstosci g, s
zaczerpnigto rowniez z pracy [14], a wyznaczone z zalez-
nosci (7) wielkosci btedow wynosza §; =5,9-10"* oraz
8, =2,6:10°. Wielkosci f;£8, roznia sic zatem zaledwie
00,5 Hz ( /,£0, o 7,7 Hz), z czego wynika, ze doktadno$¢
proponowanej metody identyfikacji zalezy istotnie od do-
ktadno$ci wyznaczenia (pomiaru) czgstosci drgan wia-
snych.

4.2. Belka wspornikowa

W przypadku belki wspornikowej rozwiazanie (5) 1 jego
pochodne musza spetnia¢ warunki brzegowe: X(0) = 0,
X'(0)=0, X’(I)=0orazX”’(l) = 0.

Postepujac jak w przyktadzie poprzednim, wielkosci 0O
i x, wyznacza sig z warunku zerowania si¢ wyznacznika
macierzy gtownej M dla kazdej z wyznaczonych czgstosci
drgan wilasnych. W przypadku belki wspornikowej wy-
znacznik ten ma postac

1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
M chA;l  shA;l —cosA —sin;] a3
| shal  chAd  sindd —coshl ays |
. -1
chd;x, shi;x, cosk;x, sind;x, vl
L i
gdzie:

- =2%-[shxi(z—xp)—sinxi(z—xp)],

4

ays =zi}v-[ch?»i(l—xp)—coski(l—xp)].

4

Do rozwiazania tego problemu zaproponowana zostanie
nastepujaca metodologia, ktéra pozwala na stworzenie al-
gorytmu komputerowego [9]:

1. w macierzy gtoéwnej M nalezy dokona¢ modyfikacji
polegajacej na tym, ze w miejsce wielkosci 6 nalezy
wprowadzi¢ wielkos¢ 1 (jeden) — powstala macierz
0znaczono przez A;

2. nalezy skonstruowaé inng macierz (tu oznaczona B),
ktora powstaje z macierzy A przez wykreslenie ostat-
niego wiersza i ostatniej kolumny, jest to wigc macierz
opisujaca problem wlasny belki bez uszkodzenia;

3. przy takich oznaczeniach poszukiwane rdwnanie wy-
znacznikowe zapisa¢ mozna w postaci

6 (det(A)+det(B))—det(B) =0 ®)
Roéwnanie to tatwo wyprowadzié, rozwijajac wyznacz-

nik macierzy gtéwnej wzgledem ostatniej kolumny. Z row-
nania (8) po przeksztalceniach mozna wyznaczy¢ podat-
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nos¢ 0 dla kazdego x,, € (0, /) (tylko macierz A zmienia sig
w funkeji x,,)

0 = det(B)/ (det(A) + det(B)) ©)

Czestosci drgan wlasnych wspornika, konieczne do
identyfikacji, wyznaczone zostaly przez autora z analizy
MES. Dane geometryczne i materialowe do analizy przyje-
to takie same jak belki swobodnie podpartej. Rozpatrzono 8§
roznych wariantow parametréw peknigcia. Wielkosci te
oraz wyznaczone dla nich czgstotliwo$ci wtasne i wyniki
identyfikacji zebrano w tabeli 2 (wszystkie wielko$ci poto-
zenia pgknigcia x, podane sa w mm).

Proces identyfikacji przeprowadzono w ten sposob, ze
dla kazdej czgsto$ci wlasnej wyznaczono (wg rownania (9))
przebiegi zmiany podatnosci 0 w funkcji lokalizacji pgknig-
cia x,,. Wspotrzedne punktow przecigeia krzywych, wyzna-
czonych dla obu czgstosci, w kazdym z przypadkow sa po-
szukiwanymi wielko$ciami 6 1 x,. Wielko$¢ glgbokosci
peknigcia wyznaczono z zaleznosci (3).

Na rysunku 6 pokazany zostat przyktadowy przebieg
krzywej podatnosci 6 w funkcji lokalizacji peknigcia x,, dla
wariantu 4., z uwzglednieniem btedow wyznaczania cze-
stosci. Zatozono tu, ze blad wyznaczenia kazdej czgstosci
wlasnej jest identyczny z popelnianym przy wyznaczaniu
tej czestosci dla belki bez pgknigcia, jak to przedstawia za-
leznos$¢ (7). Wielkoscia wzorcowa sa czestosci wyznaczone
analitycznie z jednowymiarowego modelu belki Eulera
(zwanego roéwniez technicznym réwnaniem drgan belki).

Podobnie jak poprzednio liniami ciaglymi oznaczo-
no krzywe wyznaczone dla f;£9;, liniami przerywanymi —
dla f,£9,. Identyfikowane wielkosci, tj. miejsca peknigcia
1 jego glebokosci, zawieraja si¢ w czgsci wspolnej wnetrz
obszaréw ograniczonych takimi samymi liniami. Obszar
ten zawiera lokalizacje peknigcia dla wariantu 4. w prze-
dziale x, € (27,1-40,4) mm i glebokos¢ pegknigeia
a € (0,22-0,378)h mm (modelowane parametry to x,= 30 mm
ia=0,3h).

0, N-m/rad

x 10°
5

4.5}

41

3.5+

3t

25}

2t

1.5+

11

0.5+

0 Il
0.026 0.028 0.03

Il Il Il Il Il Il
0.032 0.034 0.036 0.038 0.04 0.042 0.044

X,,m
Rys. 6. Przebieg zmiany podatnosci 8 w funkcji x,,

dla czgstosci wyznaczonych z btedem (wariant 4.)
Objasnienia w tekscie

Tabela 2. Wyniki identyfikacji pgknigcia

Patametry
Wariant el Czgstotliwosci wiasne, Hz identyfi- £
MES wzgledny
kowane
=10 = 8,94 10,6%
1 e fi=13241 f2=834,07 i ?
a=02h a=0,189% 5,5%
=10 =891 10,9
2 i f1=131,07 f2=830,57 =% 9%
a=03h a=0274h 8,7%
=30 =322 7,3%
3 % f1=133,04 f2= 83545 r ‘
a=02h a=0,208h 4,0%
=30 =316 53%
4 % f1=132,44 2= 834,20 r ‘
a=03h a=0283h 5,7%
=50 =493 1,4
5 o f1=133,40 fa=832,32 = A%
a=02h a=0,189% 5,5%
=50 =536 7,2
6 i f1=133,32 f2=827,33 = 2%
a=03h a=0264h 12,0%
=70 =741 59
7 i f1=133,57 f2=834,18 = 9%
a=02h a=024h 20,0%
=70 =776 10,9
8 i f1=133,56 f2=832,46 = %
a=03h a=0355h 18,3%
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Czynnikiem wptywajacym na niepewnos¢ identyfikacji
jest nieuwzglednianie tlumienia w analizowanych mode-
lach analitycznych i obliczanych za pomoca MES. Wspo61-
czynnik thumienia wewnetrznego (sita ttumienia jest pro-
porcjonalna do predkosci odksztalcen) rosnie z kwadratem
czgstosci, 1 co za tym idzie, jego wpltyw na mierzone czgsto-
$ci wlasne jest tym wigkszy, im wyzsza czgsto$¢ chcemy
zmierzy¢. Jest to podobne zjawisko do zjawiska przesu-
wania si¢ amplitudy maksymalnej na charakterystyce am-
plitudowo-czgstotliwosciowej uktadu drgajacego o jednym
stopniu swobody z tlumieniem.

Wynika z tego, ze aby zminimalizowa¢ wplyw tlumienia
na wyniki identyfikacji, najlepiej bytoby mierzy¢ jedynie
pierwsza czestos¢ wlasng. Niestety dla kazdej czgstosci
wlasnej, tak jak to opisano na poczatku pracy, zidentyfiko-
wa¢ mozna jedynie zbior par (8 1x,) — model odwrotny jest
modelem niejednoznacznym.

Problem ten (wyznaczanie jedynie pierwszej czgstosci
wlasnej) autor proponuje rozwiaza¢ poprzez chwilowa
zmiang struktury ukladu, np. poprzez dodanie znanej ma-
sy skupionej w okreslonym przekroju i dla takiego zmo-
dyfikowanego ukladu wyznaczy¢ krzywa podatnosci 6
w funkcji polozenia peknigeia x,,. Zidentyfikowane parame-
try peknigcia leza na przecigeiu si¢ krzywych wyznaczo-
nych z pierwszych czgstos$ci wlasnych i modelu belki bez
1 z zaproponowana modyfikacja.

Opisany powyzej sposob identyfikacji pokazany zosta-
nie na przyktadzie.

4.3. Belka obustronne utwierdzona

W przypadku belki obustronnie utwierdzonej wyznacznik
macierzy gtdéwnej ma postac

1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
W chAl  shAl  cosAl sinAl  azs ,
shAl chAl —sinAl cosAl ays
chix, shix, coskx, sinix, —x—lz
1 0 1 0
0 1 0 1
coshA/ sinhAl cosAl  sin)/
W= sinhA/  coshAl —sinAl cosAl
coshAx, sinhAx, cosix; sinAx,
coshx, sinhAx, coskx, sinkx, poA

0 0
0 0
B2 sinh A (1) -sin (i -5 ) as
lVLT'?L[coshk(l—xd)—cos?»(l—xd)] ass |
-1 ase
[sinh ey~ )=sind (x50} (503)

gdzie:
a5 =2%.[shx(z—xp)+sinx(z—xp)],
0
dys =Z—}L-[ch?»(l—xp)+cos7»(l—xp)].

Parametry pekniecia wyznaczy¢ mozna, postgpujac we-
dtug wezesniej opisanego algorytmu i rownania (9).

Roéwnanie drgan wlasnych ukladu z modyfikacja w po-
staci dotaczenia dodatkowej masy skupionej m; w przekro-
Jju o wspotrzednej x = x,; 1 z uwzglednieniem peknigceia, po
rozdzieleniu zmiennych, mozna zapisa¢ w postaci

XO _atx =t X (x))8(x, x,)+

(10
+0X"(x,)8"(x, xp)
Rozwiazaniem réwnania (10) jest funkcja (11)
UA
X(x)=Xo(x)+ TX(xd)X
X[shAM(x —x ) —sin Mx —x,)]H (x,x;)+
(11)

0 _»
+2_7»X (xp)[shA(x—x,) +

+sinA(x —x, )JH (x,x,)

gdzie U = m,/p A, pozostate oznaczenia jak poprzednio.

Wyznacznik macierzy gtéwnej nalezy uzupehic¢ o ko-
lumng zwigzana z nieznang wielko$cia X(x,) oraz o wiersz
opisujacy zalezno$ci pomigdzy ta wielkosScia i statymi cat-
kowania P, O, R, S. Na warto§¢ wyznacznika nie wpty-
wa zamiana miejscami dwu dowolnych kolumn czy wier-
szy, z czego wynika, ze dodatkowa kolumng i wiersz mozna
uwzgledni¢ w dowolnym miejscu. Jednak, aby nie utracic¢
mozliwos$ci skorzystania z opisanego algorytmu, nalezy do-
datkowa kolumng wpisa¢ jako piata, podobnie — jako piaty
— wiersz dodatkowy. W takim przypadku macierz oznaczo-
na poprzednio przez B, ktora powstaje z macierzy A przez
wykreslenie ostatniego wiersza i ostatniej kolumny, jest
macierza opisujaca problem wiasny belki z masa skupiona
bez uszkodzenia.

W przypadku belki obustronnie utwierdzonej z masa do-
datkowa wyznacznik macierzy gléwnej ma postaé
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glee.
3 —_’| i l— i l— |
a 5 Slnh ;L( xp)+Sln ;L( xp) 5
a45 27 S ( xp) S ( xp) >

s =2—ex~|:sinh7\(xd —xp)—sink(xd -x, )]~H(xd,xp).

Pierwsze czestosci drgan wilasnych ukladu podstawo-
wego 1 z modyfikacja potrzebne do identyfikacji zostaly
wyznaczone z modelu MES i zebrane w tabeli 3. Dane ma-
teriatlowe i geometryczne przyjeto jak dla belki rozwazane;j
w poprzednim przyktadzie, przyjeta wielkos¢ masy dodat-
kowej m,; = 0,5pA, dotaczonej w punkcie x; = 0,07 m.

Warianty 5. 1 6. dotycza przypadku, w ktérym mase¢ do-
datkowa przytaczono w tym samym przekroju, w ktéorym
modelowano pegknigeie. Wyniki identyfikacji przekazano
w tabeli 3.

Tabela 3. Wyniki identyfikacji pgknigcia

Parametry
Wariant Czestotliwoéci wlasne Model identyfi- Blad
MES wzgledny
kowane
1 bez my zZmy x,=10 x,=10,2 2,0%
f1 = 846,66 f1=288,43 a=0,2h a=0,213h 6,5%
x,=10 x,=10,9 9,0%
2 f1=2843,08 f1=287,68
a=0,3h a=0,325h 8,3%
x,=50 x,= 482 3.6%
3 f1=86440 | f, =28885
a=0,2h a=0,19 5,0%
x,=50 x,=53,8 7,6%
4 fl = 841’14 fl = 287,81
a=0,3h a = 0,299 0,33%
x,="70 x,= 68,3 1,7%
5 f1=84872 | f=287,11
a=0,2h a=0,23h 15,0%
=70 =69,6 0,6%
6 f1=84751 | fi=28457 |7 *r ’
a=0,3h a=0,333h 11,0%

Rozwazania wskazuja jednoznacznie na mozliwo$¢ wy-
znaczania parametrow peknigcia dla kilku réznych potozen
masy dodatkowej (lub kilku wielko$ci masy), co zwigksza
liczbe identyfikacji. Kazde dwie wielko$ci czgstosci moga
postuzy¢ do wyznaczenia krzywych podatnosci w funkcji
polozenia peknigcia, na przecigciu ktérych leza poszukiwa-
ne parametry (potozenie i glgbokos¢) peknigcia.

Po wyznaczeniu parametréw uszkodzenia dla réznych
modyfikacji strukturalnych belki mozna poddac je obrobce
statystycznej (np. usrednianiu), dzigki czemu mozna zmini-
malizowa¢ wpltyw niepewnosci pomiaréw czestosci drgan
wiasnych.

5. PODSUMOWANIE

W uktadach konstrukcyjnych, ktorych modelem fizycznym
jest belka prostoliniowa, mozliwa jest identyfikacja para-
metrow peknigcia. Jako wielkosci konieczne do identyfika-
cji wykorzystano czgstosci drgan wtasnych. Kazdy pomiar
czgstosci pozwala na wyznaczenie krzywej podatno$ci
sprezyny modelujacej peknigeie w funkcji jego potozenia.
Dla kazdej pary parametrow (6, x,,) lezacych na krzywej
czgstos¢ drgan wilasnych jest rowna czgstosci zmierzonej —

identyfikacja ($cislej model odwrotny) jest procesem nie-
jednoznacznym.

Punkt wspolny dwu dowolnych krzywych wyznacza po-
szukiwane parametry pgknigcia, stad wynika, ze dla np. pig-
ciu dowolnych pomiaréw identyfikacyjnych otrzymuje si¢
dziesig¢ par krzywych, z ktorych po obrdbce statystycznej
mozna wyznaczy¢ poszukiwane parametry pgknigeia.

Jako pomiary identyfikacyjne wykorzystaé mozna po-
miary uktadu zmodyfikowanego, np. poprzez dodanie zna-
nej masy dodatkowe;j.

W kazdym przypadku identyfikacji doktadno§¢ wyzna-
czenia parametrow peknigcia zalezy od doktadnos$ci (nie-
pewnosci) pomiaru czgstosci. Otrzymaé mozna wtedy jedy-
nie pewne obszary, w ktorych zawieraja si¢ poszukiwane
parametry peknigcia (tab. 2 i 3).
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