
21

��������	
���
��
 ���
�
 ����
��������	
���
��
 ���
�
 ����

������
�������

������ ������
!"���"���
#
$������
��
!%�	��#��
!%���&�
�'"	�%(��
�&)�*
#+�	����

����������	�


���� ������� ��������� ������������� ��������� � !����������� �� "#$����%�&� �$���$��'� (����  �����%��  ��%�� �

����)�� �������������  ������� �$)��%�� ��"�*�  #�)��+'� ,��� ����  �����%�� )���)���� ���� ��)��#� ������ �� �����

������ �� �$���$���-� ��� ����.�� ��� ���������� ��������� ��$���$��� ������ �� �� ����+� ������+� ����"� �+'


��������)��#� �� ���/���"��������������� �� ��������������$���$���������)�� ������������ �����"�'

������ �	
����0���"����-��$���$��-� ������������-���������� �����

	,���	1	�2�	3��31���2�4�	��5�26��7	�8��	9��:2;<�

�+�)� ������ ����)�  ��+� ��������� ��� �+�� �������� ���� )���� ��� �� ���'� 2�� ������ =�������� ���� �������������� �� �������

���=�����)�  �)� +�)��'� 1��� �+�)� =�������� �+�� ��>��)�� ����� ������  �)� ������'� ��������� ��"����+�� ���� �����"

����������������)������ �+�)������� �)������)��'

�������0�>��������-����-� �������������-� ��>��)�������)

�������	

��,-./,�.�
0�1234
��.�560�,47.�
8�332.�
3�/212./�9
34:
.29/,�.49
 9�;<
 0�;2=
 6>?.�6�3.49
 0����3��./�9�
�48�@49/
 0����3��./29/
 �<
 8A�./A,/2
 8���,��;>.4,-
��9�.5>@
��.�560�,7/�
$263��
@2?.�
 7��5
@/A,
 3�/212./�
�28�B/�;27<,�
56@2149
0����3��./�9C
,�
@/<?�
�/A
B��8�:
D6�3./�
�
�,�.<
�52.0
 5�,-./,�.�;�
��.�560�,7/
@
��6��/�
���8�252,7/C
 .8�
 @E86�4823�2,-
 30?4,-C
 �1�?�.4,-
 0�12:
3>@
 �560�5062.4,-
 F9��5>@C
 @/�?
 @/�65./,�4,-
 /58�G
 ,�4
�B03�@2.4,-
@21>@
92��4.
@/607<,4,-�
�48�@�
9�5�34
./�/.@2�47.�
�,�.4
�52.0
��.�560�,7/
�@/<�2.�
�E.8�
�
@4:
��6�4�52./�9
 H2
 8�@/�6�,-./�@4,-C
 �H��50
 $26�-20��.2
/58�C
�8/�2.�
@
I��JC
�<
921�
0?45�,�.��
	521�
�/A
5�
8�@�:
3�9
8���0�/@2K
@814@0
8A�./A,/2
.2
82629�564
,-262�5�:
64�54�
34.29/,�.4,-
�B/��5>@�
!6��;<3�@�
862,�
ILJ
/EI�J
�2@/�627<
62��9
8�.23
���
8��4,7/
/5�625064
3�54,�<,4,-
5�;�
�2;23./�./2�

#/A����D=
,45�@2.4,-
 529
862,
3�54,�4
@814@0
8A�:
./A,/2
�
�.2.4,-
82629�562,-
.2
,�A�5�D,/
36;2K
@12�.4,-C
�9/2.4
8��52,/
36;2K
@12�.4,-
,�4
298/503A
36;2K
@490:
���.4,-
B����
'@/<�2.�
�
549
9�5�34
/3�.54H/�2,7/
8��:
;27<
.2
�3,�454@2./0
�
54,-
,-262�5�64�54�
5�@�
.�9�;62:
9>@
;1AB���D,/
 /
9/�7�,2
 8A�./A,/2�
��9�;6294
 5�
@4:
�.2,��.�
 ���5214
 32
 6>?.4,-
 F��6�D�.4,-G
 @260.�>@
B6��;�@4,-
/
9�?.2C
@4��6�4�507<,
7�C
��6�D/=
82629�564
8A�./A,/2
.2
8�3�52@/�
�9/�6��.4,-
,�A�5�D,/
36;2K
@12�:
.4,-C
 7�?�/
 @260.�/
 B6��;�@�
 2.2/��@2.�7
 B��/
 �38�:
@/2327<
5�7C
32
�5>6�7
���521
@4�.2,��.4
.�9�;629�

�/./�7��2
 862,2
 3�54,�4
 /3�.54H/�2,7/
 82629�56>@
8A�:
./A,/2C
5�.�
��2/�2,7/
/
;1AB���D,/C
.2
8�3�52@/�
8�9/26>@
,�A�5�D,/
 36;2K
@12�.4,-�
#4B>6
 5�7
 @/���D,/
 @/<?�
 �/A
�E125@49
7�7
8�9/26�9�

#
 ,�0
 @4�.2,��./2
 82629�56>@
 8A�./A,/2
 ���.�560:
�@2.4
���521
9�3�
�3@6�5.4
32
B��/
�E3�@�.4,-C
�.2:

.4,-
 @260.�2,-
 B6��;�@4,-�
 !�3�B.�
 �2;23./�./�
 �8/:
�2.�
���521�
@E862,4
I��JC
@
�5>6�7
86��86�@23��.�
/3�.:
54H/�2,7A
 7�34./�
 9/�7�,2
 8A�./A,/2
 @EB�,�
 �@�B�3./�
8�38265�7�

'
9�3�0
�3@6�5.�;�
��6�4�527<
6>@./�?
205�6�4
862,4
I��J�
 %8/�2.4
 529
 �8��>B
 /3�.54H/�2,7/
 8��;2C
 8�3�B./�
72�
@
././�7���7
862,4C
.2
@4�.2,��./0
8���0�/@2.4,-
82:
629�56>@
�
@260.�0
��6�@2./2
�/A
@4�.2,�./�2
92,/�6�4
;1>@.�7
�8/�07<,�7
@260.�/
B6��;�@�
F9�;<
B4=
3�@�.�G
���726��.�
�
6��@2?2.49
86�B�9�9
8�,�<5��@�:B6��;�:
@49�
#
86�4823�2,-
�B0
862,
205�6�4
��6�4�527<
�
8�@:
.4,-
@12�.�D,/
@4�.2,�./�>@M
@E862,4
I��J
�E9�?/@�D,/
86��3�52@/�./2
@4�.2,�./�2
@
8��52,/
�38�@/�3./�7
�094
/..4,-
@4�.2,�./�>@C
@
././�7���7
�2D
862,4
N
�
@12�.�D,/
6��@/./A,/2
 @4�.2,�./�2
 @�;A3�9
 3�@�.�7
 ��09.4�
%8/�2.2
86���
205�62
9�5�32
@4327�
�/A
�.2,�./�
86��5��2
��
 @�;A30
 .2
 125@�D=
 2;�6459/�2,7/
 N
 @
 862,4
 8�32.4
���521
 2;�6459
 �B/,��K
 �10?<,4,-
 /3�.54H/�2,7/
 82629�:
56>@
8A�./A,/2�

%B��
 /3�.54H/�2,7/
 �
 @4��6�4�52./�9
 9�3�0
 2.2/:
54,�.�;�
 @/�0
 205�6>@
 3���.07�
 6>@./�?
 /3�.54H/�2,7/
8A�./A,/2
.2
8�3�52@/�
9�3�0
��9805�6�@�;�
��	
IOC
PC
��C
�QJ�

&��@>7
 9�5�3
 ��9805�6�@4,-
 86�4,�4./1
 �/A
 3�
 8�:
@�52./2
.�@4,-
 0B
�2�5���@2./2
�.2.4,-
@,��D./�7
9�:
5�3
 /3�.54H/�2,7/C
 .8�
 �82654,-
 .2
 2;�64592,-
 ;�.�54,�:
.4,-
I�JC
 562.�H�692,/�
H2��@�7
I��C
�PJC
�/�,/2,-
.�06�:
.�@4,-
IQJ
,�4
9�5�32,-
86�B2B//�54,�.4,-
I�J�


���	���	������

Rozpatrywany w p62,4
86�B�9
�8/�2.4
���521
�2
8�9�,<
9�3�0
B��/
$�6.�0/�;�N�0�62C
��
�52�
�5@265<
��,��/:
.<C
,�
�,-�9254,�./�
8��2�2.�
.2
64�0.�0
��

� ��23�9/2
)>6./,��:�05./,�2
@
�62��@/�C
�25�362
��,-2./�/
/
#/B6�2�0�54�/M
927�05R0,/�2;-��30�8



22

������
 
������

������ ������
!"���"���
#
$������
��
!%�	��#��
!%���&�
�'"	�%(��
�&)�*
#+�	����

!6��39/�5�9
 862,4
 7��5
 8���0�/@2./�
 ;1AB���D,/
 8A�:
./A,/2
a
 /
 7�;�
8�1�?�./2
xp dla belk/
8��2�2.�7
.2
64�0.:
�0
 ��
#E6��@2?2./2,-
 86�47A5�
 B��A
 �
 �52149
 86���6�70
8�86��,�.49
A = b×h
�62�
9�9�.,/�
B��@123.�D,/
86��:
�6�70
I�
'21�?�.�
6>@./�?
�521�D=
@12�.�D,/
925�6/21�@4,-
.2
310;�D,/
B��/C
5�.�
9�3010
��0.;2
E
�62�
;A�5�D,/
92:
5�6/210
ρ�
!A�./A,/�
���521�
�29�3��@2.�
 72��
�86A?4.2C
�5>6�7
8�325.�D=
θ
@/<?�
��
��B<
9�9�.5
;.<,4
@
86���6�:
70
�E@�8>16�A3.�7
x = xp
�62�
�<54
�B6�50
�
862@�7
/
�@�7
�56�.4
86���6�70C
@
�5>649
@4�5A807�
8A�./A,/�C
,�4/

( , ) ( , ) ( , )p p py x t y x t EIy x t+ −′ ′ ′′− = θ (1)

�2�/
 9�3�
 8A�./A,/2
 @
 B�,�
 8�,-�3�/
 �
 862,4
 I�OJ�
	8��>B
 @4�.2,��./2
 8�325.�D,/
 �86A?4.4
 9�3�07<,�7
8A�./A,/�
@
H0.�,7/
7�;�
;1AB���D,/
�8/�2.4
���521
8�./?�7�

����������������	������������

!62,�
�
�2�6��0
9�,-2./�/
8A�./A,/2
I��J
8��@227<
.2
�.2:
��/�./�
�2�?.�D,/
8�9/A3�4
@/���D,/<
;�B2.<C
72�<
7��5
@�8>1,�4../�
0@2./2./2
�.�6;//
N
9
F6>@.<
�9/2./�
�.�6:
;//
 8�5�.,72.�7
 �3���521,�./2
<� .2
 ��05��
 @�6��50
 8�2

8A�./A,/2
2
C
 ),
P

U
G

A

∂=
∂


2
@/���D,/<
��2.<
N
@�8>1,�4.:

./�/�9
/.5�.�4@.�D,/
.286A?�K
N
4	
2

21
,IG K

E

− ν= ⋅

;3�/�S
9 N @�8>1,�4../�
0@2./2./2
�.�6;//C
ν N @�8>1,�4../�
!�/���.2C
� N 9�301
��0.;2C
4	 N @�8>1,�4../�
 /.5�.�4@.�D,/
 .286A?�K
 F#��G

32
8/�6@���;�
�8���B0
�B,/<?�./2
��,��/.4�

�21��@/54
86�46��5
�.�6;//
�@/<�2.4
��
��,��/.<
�
;1A:
B���D,/
�
7��5
6>@.4
F��.2,��./2
.2
64��
�G

2
2

0

1

p

a

I
A

U G ds b K d
E

− ν= = ⋅ ⋅ α∫ ∫ (2)

#��
�28/�2=
9�?.2
@
8��52,/

,I IK F
h

α⎛ ⎞= σ πα ⎜ ⎟⎝ ⎠
;3�/�S

2� N 8��
8A�./A,/2C
�T+ N @49/264
B��/C
� N ;1AB���D=
8A�./A,/2C
σ N .286A?�./�
.�692.�C
1	 N @�8>1,�4../�
��6��,47.4�

'2�?.�D=
8�9/A3�4
@�8>1,�4../�/�9
1	
2
;1AB���D,/<
8A�./A,/2
�.2�U=
9�?.2
@
�252�;2,-
I�OJ
/
32
B��/
�;/:
.2.�7
86�47907�
8��52=

2 3 4

1,122 1,40

7,33 13,08 14,0 .

IF
h h

h h h

α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

���5
 5�
 �2�?.�D=
 �98/64,�.2
 �82652
 .2
 9�5�3�/�
 .27:
9./�7��4,-
�@23625>@C
�5>6�7
3��123.�D=
@4.��/
�C�V
32
;1AB���D,/
��,��/.4
./�
@/A����7
�3
�CO
+�

!�
86��54,-
86�����521,�./2,-
@4�.2,�4=
9�?.2
86�4:
6��5
�.�6;//
�3���521,�./2
@
B�,�
�@/<�2.4
�
8�@�52./�9
��,��/.4
�E;1AB���D,/
�
@
B�,�
�
86���6�70
86��5��<5.49
�T+�
#4��6�4�507<,
5@/�63��./�
�2�5/;/2.�C
�56�4907�
�/A
@/���D=
8�325.�D,/
θ

22

2

3 4 5

6 7 8

1
6

0,6294 1,0472 4,6021

9,9751 20, 2948 32,9933

47,0408 40,6933 19,6

a
h

EI h

a a

h h

a a a

h h h

a a a

h h h

− ν ⎛ ⎞θ = π⋅ ×⎜ ⎟⎝ ⎠
⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞×⎢ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎥⎦

(3)

��������������	������

St��07<,
9�5�3A
 �06/�62
6��3�/��./2
�9/�..4,-C
6>@.2:
./�
 36;2K
 @12�.4,-
 B��/
 �
 8A�./A,/�9
 @
 �2�/�
 H0.�,7/
0�;>./�.4,-C
92
8��52=

(4) 4 ( ) ( , )p pX X X x x x′′ ′′− λ = θ δ (4)

&��@/<�2./�9
6>@.2./2
F�G
7��5
H0.�,72

0( ) ( ) ( ) [sh ( )
2

sin ( )] ( , )

p p

p p

X x X x X x x x

x x H x x

θ ′′= + ⋅ λ − +
λ

+ λ −
(5)

������
��3�
6��82564@2.�7
B��/
�
8A�./A,/�9

�

�

� α

�������
!6���6>7
8�86��,�.4
B��/
@
86���6�70
�
8A�./A,/�9



23

��������	
���
��
 ���
�
 ����

gdzie:
δ(x, xp) – funkcja delta Diraca w punkcie x = xp,
H(x, xp) – funkcja Heavisaide’a (skoku jednotkowego)

w punkcie x = xp,
λ = ω2ρA/EI,

X0 = Pchλx + Qshλx + Rcosλx + Asinλx – roz-
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2

/ ,

i p i p
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i i

a l x l x

A EI

θ ⎡ ⎤= λ − − λ −⎣ ⎦λ

λ = ω ρ
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f1 = 371,93 Hz i  f2 =
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1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

ch sh cos sin
,

sh ch sin cos

1
ch sh cos sin

i i i i

i i i i

i p i p i p i p
i

l l l l a

l l l l a

x x x x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥λ λ − λ − λ

= ⎢ ⎥λ λ λ − λ⎢ ⎥
⎢ ⎥−λ λ λ λ⎢ ⎥

λ⎢ ⎥⎣ ⎦

M

gdzie:
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i p i p
i

a l x l x

a l x l x

θ ⎡ ⎤= ⋅ λ − − λ −⎣ ⎦λ

θ ⎡ ⎤= ⋅ λ − − λ −⎣ ⎦λ
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Crack 
Model 

MES [14] 
Parametry identyfi-

kowane 
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xp = 70 mm xp = 70,4  0,6% 
,,1” 

a = 0,3 h a = 0,303 h 1,0% 

xp= 80 mm xp = 80,9 1,25% 
,,2” 

a = 0,2 h a = 0,205 h 2,5% 
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(modelowane parametry to xp= 30 mm
i a = 0,3h).

Wariant 
Model 
MES ������������������������� 

Patametry 
identyfi-
kowane 
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�
�����
�� 

xp = 10 xp = 8,94 10,6% 
1 

a = 0,2h 
f1 = 132,41 f 2 = 834,07 

a = 0,189h 5,5% 

xp = 10 xp = 8,91 10,9% 
2 

a = 0,3h 
f 1 = 131,07 f 2 = 830,57 

a = 0,274h 8,7% 

xp = 30 xp = 32,2 7,3% 
3 

a = 0,2h 
f 1 = 133,04 f 2 = 835,45 

a = 0,208h 4,0% 

xp = 30 xp = 31,6 5,3% 
4 

a = 0,3h 
f 1 = 132,44 f 2 = 834,20 

a = 0,283h 5,7% 

xp = 50 xp = 49,3 1,4% 
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a = 0,2h 
f 1 = 133,40 f 2 = 832,32 

a = 0,189h 5,5% 

xp = 50 xp = 53,6 7,2% 
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a = 0,3h 
f 1 =133,32 f 2 = 827,33 

a = 0,264h 12,0% 

xp = 70 xp = 74,1 5,9% 
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a = 0,2h 
f 1 = 133,57 f 2 = 834,18 

a = 0,24h 20,0% 

xp = 70 xp = 77,6 10,9% 
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a = 0,3h 
f 1 = 133,56 f 2 = 832,46 

a = 0,355h 18,3% 
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bez md z md xp = 10 xp = 10,2 2,0% 
1 

f1 = 846,66 f 1 = 288,43 a = 0,2h a = 0,213h 6,5% 

xp = 10 xp = 10,9 9,0% 
2 f 1 = 843,08 f 1 = 287,68 

a = 0,3h a = 0,325h 8,3% 

xp = 50 xp = 48,2 3,6% 
3 f 1 = 864,40 f 1 = 288,85 

a = 0,2h a = 0,19h 5,0% 

xp = 50 xp = 53,8 7,6% 
4 f 1 = 841,14 f 1 = 287,81 

a = 0,3h a = 0,299h 0,33% 

xp = 70 xp = 68,8 1,7% 
5 f 1 = 848,72  f 1 = 287,11 

a = 0,2h a = 0,23h 15,0% 

xp = 70 xp = 69,6 0,6% 
6 f 1 = 847,51 f 1 = 284,57 

a = 0,3h a = 0,333h 11,0% 
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