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;�6�:0'-*�A!PB ���10��*/)�&:�0'20/����/)*',��;�6�;1D:�1
:6�:+C�)'� ?�(,8�;'(7�"�)�D��C1E� :0�:�;',�� ?�(1,*��(3'
:*3,*&+;�:6�2,*'?8-1-4�;'�/,�&�4�≥�G
#�-�13*�(3'��C*�&0+;
*,��-1?,1-4 

�5*�%$1(#$23$� 9� 5.#/�*.#/'(� �*$':9� '(/� %$� *$&(27

60.$'(2#/;� (� %6</� 4�=� 9�&6.#��*�9$'$� #$.:9'6� -1$
64(/&*:9� ('/.2�3'�27>� 3$&� (� 6�2�1$2�3'�27 � ��:0� 0�� ,*�.
;8063*;*��?�?�;*�3&8��'3�08#��;2':�-�'��;*8�',8���:*3,*&')*
C��:�-��0&�;1)*#� )'?8-1)*� �,'-�,*�� ),*�?:��� )�)�,01
C��;2'(,�@-*�;�6��+;,',*/��� :*3,*&')*�6�8(/�:0'2���� 3/C
':1,-4��,*-�,1)* 

�� -�3/� �'6����,0�;',*'� )�D3*;�@-*� 6��6�,�;',�?
)�0�(1� �601)'3*�'-?*� ���/3'0��'� )�)�,0/� ;1&���1:0',�
6'�')�0�1� :*3,*&'� !P� &�� A>�('0�&B#� �(�*�� �601)'3*�'-?7
,':0';� ���/3'0��'� 6���6��;'(��,�� (3'� )�)�,0/� C��;2'(.
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,�@-*�<�K�$#M��&�)��A:*3,*&�?�:0��C*�&0�)�*,��-1?,1)B���'�
(3'�5*&-1?,����)�)�,0/�C��;2'(,�@-*�<�K�$#��&�)��A�C*�&0
�:-13'-1?,1B � >�/�*� 6��16'(�&� )�D�� C1E� 6��1&2'(�)� �'.
:0�:�;',*'� �)';*',�?� )�0�(1� (3'� :*3,*&+;� :1,-4��,*-�.
,1-4� �� )'�,�:')*� 0�;'21)* � >3'� �C1(;+-4� 6��16'(&+;
;'�*� ;:&'L,*&'� ?'&�@-*� A!NB� 6��1?70�� *(�,01-�,*�#� ���(.
,*����A!MB �>3'�,'67(+;�6���6��;'(��,���601)'3*�'-?7�6'.
�')�0�+;���#�
� ���6����,0�;',1-4�6��16'(&'-4�/�1:&'.
,�� *(�,01-�,�� 6���C*��*� 6�8(/� 0;��,*&'� *� ?���� 6�-4�(,�?
A�1: �MB 

�����?������C*��*�6�8(/�0;��,*&'�*�?����6�-4�(,�?

�'&*��;1,*&*�:/���/?8#�D���+D,*-��6�?';*8�:*7�;�:0���;'.
,*/�7�#�&0+���;�6��-�:*���601)'3*�'-?*�6�'&01-�,*��,*��6�(.
3��'2��)*,*)'3*�'-?* ����+;,',*��6���C*��+;�,'6*7-*'�:0�.
�/?8-����6���(:0';*�,��,'��1:/,&/�N 

�����@�����+;,',*��6���C*��+;�,'6*7-*'�0;��,*&'�7
(3'��+D,1-4�;'�0�@-*�)�)�,0/�C��;2'(,�@-*

��'3*�'-?'� :0���;',*'�,'6*7-*�;����;�/&2'(�*�� ���-�1.
;*:01)� (3'� 6��16'(&/� <� K� $#�� &�)�� C12'C1� )�D3*;'� 6�
;-��@,*�?:�1)� �(6�;*�(,*)� (�C�',*/� 0�',:5��)'0��'
6���&:�0'20,*&�;��� 

�$4/1$������:0';*�,*��;1,*&+;��601)'3*�'-?*�6'�')�0�1-�,�?
,'67(/���:*3,*&*�)�!P�&�

�� �0��1)',1-4� ;1,*&+;� ;*('E� �+D,*-7� ;� ,':0';*����
���/3'0��'� A0'C � !B#� ,'0�)*':0� /&2'(� �')&,*701� -4'�'&0��1.
�/?�� :*7� 6�'&01-�,*�� *(�,01-�,1)*� ;'�0�@-*')*� ;2':,1)*
λ!#�λ��*��+;,',*��-4'�'&0��1:01-�,��6��1?)/?��6�:0'EJ

���=�Aλ!�R�λ�B��R�λ!λ��K�$ A!�B

&0+�8�)�D,'�6���&:�0'2-*E�(���+;,',*'J

( )1 22

1 2 1 2

1
1 0s s

λ + λ
− + =

λ λ λ λ
A�$B

'�6��/;��37(,*�,*/�>λ!>�??�>λ�>�(��/6��:�-��,*'

1

1
1 0s− + =

λ
A�!B

>�('0&�;�� )�D,'� �'/;'D1E#� D�� :6�2,*�,'� ?�:0� �'3�D.
,�@EJ

1
1 25

N

p−−λ ≈ β = =
λ

A��B

-��:0'?��:*7�6�0;*��(��,*�)�;�'?�),����6�;*8�',*'�0�',:.
)*0',-?*�A!PB�*�;:&'L,*&'�?'&�@-*�A!NB 

"�  ��
���� �

�����
�� ��	�����

A�����
	� 
��B C�

�':'(1�C��6�@��(,*����:0���;',*'�)�)�,0�)�A>��B�:*3,*.
&'�*,(/&-1?,������:0'21��)+;*�,��) *, �;�FG�#�!!#�!N#�G#
=#�GNH ���0�('�0'��'6�;,*'�;1:�&8�(1,')*&7�*�(/D8��(6��.
,�@E�/&2'(/�,'67(�;������'�� 2'0;�@E��601)'3*�'-?*� ���/.
3'0��'�6�7(&�@-*�F<NH ��'(8�>���:8�(/D���:-13'-?��)�)�,.
0/� �3�&0�1-�,���� *� 6�8(+;� :0�?','� ��'�� �)*�,,'� -�7:0�03*.
;�@E� ���� ,'6*7-*'� :0�?',' � �'3�01� *� ;'(1� )�0�(1
;1,*&'?8� �� �':0�:�;',*'� ���/3'0��+;� 6���&'L,*&�;1-4
��'��0'C�3*�:�3�&-?*�;�&0��+;�,'6*7-*'�:0�?',' 

��6�;1D:�1-4�6�;�(+;#�&�:�0�)�(1,')*&*�,'67(/#�(�
/&2'(/� ���/3'-?*� ;6��;'(�'� :*7� )�(/3'-?7� ;�&0��'� 6���.
:0���,,����A	I�B���'�����/3'0��1�:0�/)*�,*'�:0�?','�*�)�.
)�,0/� �3�&0�1-�,��� � �����38(� ,'?-�7@-*�?� :0�:�;',1-4
)�0�(���:0'2��')*�:�-��,1�;�6�'-1�FMH ���,*,*�?:�1)�'�01.
&/3�� :&�,-�,0��;',�� :*7� ,'� )�0�(�*�� �'6��6�,�;',�?
;�FGPH�*����;*?',�?�) *, �;�6�'-'-4�F��#��<#�!M#�!=H#��(�*�

 J = 0,69 kgm2 J = 0,2 kgm2 

KR 316,1345 315,9061 

Td 12,6581 12,6581 

λ1 –25,0001 –26,0001 

λ2 –9582,6 –9582,6 
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;� -�3/� /6��:�-��,*'� )�(�3/� )'0�)'01-�,���� ,'67(/� ;1.
&���1:0/?�� :*7� �(:6��7�',*�#� ��'�� ;� 6�'-'-4� F!<#� =$#� <H#
�(�*�� ,'� 6�(:0';*�� �+;,'9� :*3,*&'� *,(/&-1?,���� ;13*-�'
:*7� 6��1C3*D�,*�� 0�',:)*0',-?*� )�)�,0/� �3�&0�1-�,���� �(
,'6*7-*'� :0�?',' 

��)�0�(�*��/D1;'�:*7�)�(�3/�)'0�)'01-�,���� :*3,*&'
;�;*�/?8-1)�:1,-4��,*-�,*����;�&0���)�:0�/)*�,*'�:0�?'.
,'� /&2'(�*�� ;:6+2��7(,1-4 � ��,'-�'� 0�� �'6*:� �+;,'9� :*3.
,*&'� �� ;1&���1:0',*�)� )�0�(1� ;�&0��'� 6���:0���,,���
F�#��G#�GN#�!N#�!M#��P#�P#�=#�GG#��$H#��(�*�����-�1;*:08��:*8
/&2'(/�;:6+2��7(,1-4�?�:0�:0�/)*�9�:0�?','

�

0

.S Sd Sq S Sj

=

ψ = ψ + ψ = ψ = ψ

�'&*��6�(�?@-*��6��;'(�*�(��,':076/?8-1-4��+;,'9�F!<#
=$#�<HJ

S
Sd S Sd

d
u R i

dt

ψ
= + A�<'B

Sq S Sq mS Su R i= + ω ψ A�<CB

( )0 Rd
R Rd b m mS Rq

d
R i p

dt

ψ
= + + ω − ω ψ A�<-B

( )0
Rq

R Rq mS b m Rd
d

R i p
dt

ψ
= + + ω − ω ψ A�<(B

S S Sd RdL i L iμψ = + A�<�B

0 S Sq RqL i L iμ= + A�<5B

Rd R Rd SdL i L iμψ = + A�<�B

Rq R Rq SqL i L iμψ = + A�<4B

3

2e b S SqM p i= ψ A�<*B

m
e m

d
J M M

dt

ω
= − A�<?B

�� 6�;1D:�1-4� �+;,',*'-4� *� ;� ('3:��?� -�7@-*� '�01&/2/
/D1;',��:8�,':076/?8-����,'-��,*'J

���#���; " 6�(2/D,'� *� 6�6���-�,'� :&2'(�;'
;�&0��'� 6�8(/� :0�?','#� �'6*:',���
;��/-4�)1)�/&2'(�*��;:6+2��7(,1-4
�;*8�',1)��� ,Sψ

*� " *,(/&-1?,�@E� ;*�,*&'#
*� " *,(/&-1?,�@E� :0�?','#
*�μ " *,(/&-1?,�@E� ;�'?�),'#
�� " ���1:0',-?'� ;*�,*&'#
�� " ���1:0',-?'� :0�?','#


� " �3�&0��)'�,�01-�,'� :0'2'� -�':�;'
;*�,*&'#


� " �3�&0��)'�,�01-�,'� :0'2'� -�':�;'
:0�?','#

*� " *,(/&-1?,�@E� :0�?','#

� " �3�&0��)'�,�01-�,'� :0'2'� -�':�;'

;*�,*&'#
δ " &80��C-*8D�,*'#
ρ " &80�6�)*7(�1��:*8�:0�?','�'� ,Sψ

ω " 6�7(&�@E�&80�;'�;*�,*&'#
ω � " 6/3:'-?'�A6�7(&�@EB� ,Sψ
2

1
S R

L

L L
μσ = − " -'2&�;*01� ;:6+2-�1,,*&� ���6��:��,*' 

�'� 6�(:0';*�� )�(�3/� )'0�)'01-�,���� A�<B� ;1�,'-�'
:*7��+;,',*���+D,*-�&�;�

( )1 , , , , , ,
Sq

Sq Sq Sd S m mS
di

f i u i
dt

= ψ ω ω

-�13*�;�/6��:�-��,*/���;�K�:�A��;B�*�6��6�(:0';*�,*/�(���+;.
,',*'�A�<*B�/�1:&/?��:*7��+;,',*���+D,*-�&�;�

2

12
, , , , ,e e

Sq Sd S m mS
d M dM

g u i
dtdt

⎛ ⎞= ψ ω ω⎜ ⎟⎝ ⎠
A�GB

�':076,*��6���'2�D�,*/�1 �K�$#�(���+;,',*'� A�GB�6�(.
:0';*'� :*7� A�<?B � �:0'0�-�,*�� 6��1?)/?�� :*7� :0'28� ;'�0�@E
:0�/)*�,*'�ψ��K�-�,:0���'��6�)*?'�:*7�;621;�6�8(/���� ���
�)+;*�,1-4�/6��:�-��,*'-4��'6*:/?��:*7� 0�',:)*0',-?7J

1
2

2 3

( )
( )

( )
e

M
Sq

M s s
G s

u s s s

β
= =

+ β + β A�=B

�(�*�J

2 2

1 2 3
3 3

, , .
2 2

b S S R R S b S

S R S S

p R L R L p

L L L JL

ψ + ψ
β = β = β =

σ σ σ

>3'� ;*7&:��@-*� :*3,*&+;� &3'0&�;1-4� 6�;1D:�1� )�(�3
6�:*'('� ��:6�3�,�� ;'�0�@-*� ;2':,�#� -�� @;*'(-�1� �� ?���
�:-13'-1?,�?� (1,')*-� 

���'6����,0�;',����)�(�3/�A�=B�;*('E#�D�� ?����6�:0'E
?�:0� *(�,01-�,'� �� 6��1?708� ,'� �1:/,&/� ! � �� 0���� 6�;�(/
)�D,'�;1&���1:0'E�6��C3�)�
��(���601)'3*�'-?*�6'�')�.
0�+;� ���/3'0��'� )�)�,0/ � �� 6��16'(&/� :*3,*&+;� 6�8(/
6���)*�,,���� ,*�� ;1:076/?�� ���',*-��,*�� 6�-4�(,�?� 6�8.
(/#� ;*7-� )�D,'� 6��1?)�;'E� (�;�3,*�� )'2�� ;'�0�@-*
;:6+2-�1,,*&'�;��;��;:&'L,*&/�?'&�@-*

( )22 2
1 20
( ( )) ( ) ( ( ))c e e SqJ q M t q M t r u t dt

∞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎝ ⎠∫ � A�MB

����(�5*,*�;',*/�;'��;:&'L,*&'�?'&�@-*�6��1:076/?��:*7
(�����;*8�',*'�����*��C3*-��,*'�;�&0��'�;�)�-,*�9����/.
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3'0��'����*(�,01-�,*��?'&�(3'����/3'-?*�6�8(/�0;��,*&'�:*3,*.
&'� �C-�;�C/(,��� 

�� �'6��6�,�;',�?� )�0�(�*�� �601)'3*�'-?*� 6'�')�.
0�1-�,�?����/3'0��'��
�&�,*�-�,��?�:0�:0�:�;',*��5*30�/�;'�.
0�@-*� �'(',�?� 6@A�B� A�1: � GB � >�('0&�;�� ��,'-�'� 0�#� D�
:0�/&0/�'� /&2'(/� ���/3'-?*� )�)�,0/� �3�&0�1-�,���� ?�:0
*(�,01-�,'���6���(:0';*�,8�;�F!<#�=$#�<H#�'��+D,*-'�6�3��'
,'� �':0�:�;',*/� *,,�?� )�0�(1� �601)'3*�'-?* � �� -10�;'.
,1-4� 6/C3*&'-?'-4� ;1&���1:01;','� ?�:0� '63*&'-?'� 	
	�
>�	
������
�6'&*�0/����
��.	
��

��#�&0+�'�6�.
�;'3'� ,'� (�5*,*�;',*�� -�':/� ���/3'-?*� *� 6������/3�;',*'
�')&,*70����/&2'(/� ���/3'-?* 

?� ��
 ����	
��

�)+;*�,'� )�0�(�3��*'� ;� ���-�1;*:0�@-*� (�01-�1� �601.
)'3*�'-?*� ���/3'0��'� �>#� '� ,*�� �
#� (3'� �C*�&0/� *,��-1?,���
A�1: ��B� *��� 0����6�;�(/�)�D3*;��?�:0� 0/��':0�:�;',*��6�.
(�?@-*'�6���(:0';*�,����;�FGMH ���'�01&/3��6���(:0';*�,�
�':0�:�;',*��6��C3�)/�
��(���601)'3*�'-?*� 6'�')�0�1-�.
,�?� ���/3'0��'� )�)�,0/� �3�&0�1-�,���� :*3,*&+;� �3�&0�1-�.
,1-4 ��'6����,0�;',�����;*8�',*��(3'�,'67(+;��J

= :*3,*&')*��C-�;�C/(,1)*���'��:1,-4��,*-�,1)*���)'.
�,�:')*�0�;'21)*�A�C3*D�,'�6�:0'E�)�(�3/�"��1: �=B#

= :*3,*&')*� *,(/&-1?,1)*� :0���;',1)*� ;�(2/�� )�0�(1
>��.	I� 

���C1(;+-4�6��16'(&'-4��':0�:�;',��*(�,01-�,8�)�.
0�(�3��*7�*�/�1:&',��6�D8(',��;1,*&* �����(:0';*�,��?�(.
,8���)�D3*;1-4�(���':0�:�;',*'�)�0�(�(�C��/�;'��;:&'L.
,*&'� ?'&�@-*#� &0+�'� �;'�',0/?�� :&�&�;8� �(6�;*�(L� )�.
)�,0/��3�&0�1-�,�����C3*D�,8�(��5/,&-?*�;1&2'(,*-��? 

��:0';*�,*�� '3���10)+;� ���;*8�1;',*'� ���� ��:0'2�
�')*�:�-��,��) *, �;�F�=#�<G#�G!H#�'�C'(',*'�6��+;,';-��
�2�D�,�@-*� �C3*-��,*�;�?� *� �C*�D,�@-*� (3'� (1:&��0,1-4
/&2'(+;�(�/�*������7(/�A:0'C*3*�'-?'�6�7(&�@-*�:*3,*&'��C.
-�;�C/(,���B� �')*�:�-��,�� ;� F<MH � �� 6�'&01-�,1-4� :'.
)�:0��?8-1-4� /&2'('-4� ���/3'-?*� )�)�,0/� �3�&0�1-�,���
(�� ���;*8�',*'� ���#� &0+��� ?�:0� 6�(:0';8� 6��6�,�;',�?
)�0�(1#� )�D,'� ;1&���1:0'E� )�0�(7� ��;0�,'"�'64:�,'
�6*:',8�;�F!PH 

>�('0&�;�� *,5��)'-?�� (�01-�8-�� ;'(� ���/3'-?*� �
� )�.
)�,0�)� �3�&0��)'�,�01-�,1)� :*3,*&'� ��'�� &3':1-�,1-4
)�0�(��601)'3*�'-?*�)�D,'��,'3�LE�;�6�'-'-4�F<G#�<=#�<PH 
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�'(',*'� :1)/3'-1?,�� 6���6��;'(��,�� (3'� ,'67(/� 6�8(/
:0'2������,':076/?8-1-4�6'�')�0�'-4J

	��K�!P�&�#����7��K�GG$�I#�������K�GN��#

���K�!P$$��6)#����ω��K�!PP���'(Q:#�   ω$�K��$$#<��'(Q:#
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��K�*A��K�==�):#

ψ��K��#!�N�I:A�'(#�   λ��K����)'SQ��#������K�$#M��&�)�#

���K�N=�IQI#������K�=$����Q: 

�(*/.$*+.$

F!H �,(��:�,� � > � #� ������ � �J�-��� ��� �������2� *������ +��������
 ��8��� ��,�3�;��(��3*55:#���J����,0*-���'33#�!��$

F�H �*:�01�'�� J����������������$����!��������'��������������8 ��'�:�'.
;'#����#�!�P�

F<H �3''C?����� O #��'L)*��&�;:&*�� � #���3�-4�;:&*�� #�	;*��-�1,:&*
> #� ��2�)1?:&*� � J�/���$�� ���� �� �������� ������� ���;��� �������
���8��;���� :��� ���������� ����� ����T$=#�!!"!G $� �$$=#�>��:(�,#
���)',1#�6'����,��>#��$$G

FGH ��3(�'�
 #��':'��	 � J�
��������/��9�� ��������::#�!���
F=H ��:��� � J��1������	�����
���������������5��/��9�� ���#���,0*-�

�'33#��$$�
FMH �/?'� � 	 #� �'L)*��&�;:&*� � � J� /������ ���;��� �������� �:� 	�1
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