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Modelowanie 842��73�&'��;�3<�6��3�5��1����;0��������'
���� ��;0�;�3�1���� 1�=>�8*� 	����� ��>?����� �� =�3o�73
�4�1�����1<�6�;�/1�4��=�5�8�;0�2����8;0>=8�5����j;������'
3�5��1���� �=��0<�� 1�� ��;0�;�3�1�8� 1�=>�8� =�5�8� =���'
���11���� ��;�/�1���� �� =������11�4�� ��>;0�0/�3o?��*� @��'
1�4� A�40�� �B� 3� =����<?/�� 1�� ��2<�� ?3������ =���u��� �8B�
1�=>�73� 3<4���<;08�5�<�6� ;�/1�4�� �C��3�C8�1��� 3<�8'
;��� �7B1���� ������8� �����1������� 3� ��/8� =�/�p;��1��
3;4�D1�473� ��4�?��*� 
�6�1��350=/�35���/�05� ;5��oC���32�'
?��3�?��� ���8/��<�1�*��/�0���� 0�B� ���=�0�<3anie ��������'
;4�1�/;�<�6���0���;0���3�1���1�=>�����=�5�8�;0�2������;0
��4�1��C��������3;4���1�*���8�������8��n0�����0<38�5'
�<�����=����40�3�1���842��73��e�8/��������3��1<���1�'
=>����� ��;0� ��B/�3�?E� ��;0�;o3�1��� �0��<��1<�6� 3<1�'
473� 3� 842����6� =�/�3���� ;0erowania s�/1�4���� =�5�8
=������11���� F!
	G*� ��1��0�� =��731u�5�� ����/�� ��0�'
��0<��1�� �37�6� 1�=>�73H� ;�/1�4�� �bcowzbudnego =�5'
�8� ;0�2���� ��4/�04�3<��;�/1�4���� �ndukcyjnym zasilanym
z falownika przy wymu;��1<��=�5�����3��3;=72��>�1<�6
=�/�3<�6� F����/� ��0��atyczny w uk2������ 3;=72��>�'
1<�6�F���=GG��2�03����83�B<E���B�����/���C8�0<�6�1�=>�73
���5� ���10<��1���731�1������6�1�4�H

( )
( ) ( )e o

d t
J M t M t

dt

ω − (1)

���7B1����=�/�������<1���1��;=�;�C���3<03����1����omen-
tu elektrycznego Me*������ 0������04�35���B/�3�?E�;0�;�'
3�1���3��C8�1�=>���6� ���10<��1<�6� ������73��b;��3�0�'
�73�����1073��C��5B�1���[14].

�0�8408��� ���=�0�<3�1���� ;<;0��8� ;0���3�1��� 842����
&'��;�3<����;�/1�4�����C��3�C8�1<��C<2���8B�3<4orzy-
stywana w poprzednich publikacjach [15, 21] (rys. 1).
%2�B�1�� ��;0� �� 0����6� C/�473� A814���1�/1<�6H� 842��8

&'��;�3����� �C;��3�0���� ����� ���8/�0���� F=�>�4�?��� ����
=�5�8G*�	�/���C���I�=�3<B;����;0�8408�<���;0�����/�3a1��
���3�;4� =���03����1��� ;0�2�=�����14�3���� 0�4�� �C<� 8�<'
;4�E�842������8/�����;=�21���5�<��=0<��/1��1��5B�1�������
;0�C�/�����>�=�>�4�?���450�3��*

��
��������<42���3��;0�8408���;<;0��8�;0���3�1��
842����� &'��;�3<�

��1�1���;�<����0<48/�����3�B��;�>��=0<��/�����>�=ara-
metrów obserwatora z wykorzystaniem dyskretnego pro-
blemu liniowo-kwadratowego.
��4���=����?�������7B1������3��1�������1��1������=��'

C/��73��=�;�1<�6�3���?1����[15, 21]. Dodatkowo modelo-
wanie systemu sterowania przeprowadzono z zastosowa-
niem biblioteki FIXED-POINT TOOLBOX programu MATLAB-
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-SIMULINK*���4���C���1���=��3�/��5�1���4��?/e1���3=2<38
4��48� 43�10<������ =���03��1�473� �� ��42�d1�?��� �C/����'
1��3���=����;����1����4�?E���=���<��>����ulacji.

���	�����	������
��������
��������	
�	������������


=�;� ��0���0<��1<� 842��8� &'��;�3���� ��;0�2� �=��0<� 1�
����/8� F�<;*� &G� �� C���1���<�1<�� �/���10��� ;=�>B<;0<��
407�<� ;0�1�3�� 4��=����;� =���>��<� ;0�=1���� ;4��=/�4�'
3�1�������42��1�?��5��=�;8�[5, 8, 12, 15, 17–22].

��
���������/�A��<��1<�842��8�&'��;�3���

�����;0�3��� ;�>� ��� ��� =����5� 1�;0>=8�5����� 842��8
�7w1�I� �7B1���4�3<�6

1

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

1 2 1 2
0

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( )
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( )
( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

t
t t t t e

e s

s o

s
s

t

dI t
U t I t R L t

dt

d t
J M t M t D t t

dt

d t
J M t M t D t t

dt

dM t
k t t

dt

t t t t t dt

= + + ψ ω

ω
= − − ω − ω

ω
= − + ω − ω

= ω − ω

Δϕ = ϕ − ϕ = ω − ω∫

(2)

gdzie ks, D, Me(t), Mo(t), Ms(t) to odpowiednio: wspó2��<1'
1�4� ;=�>B<;0�?��� 3�28�� 3;=72��<11�4� 028���1��� ����I� �/�'
��108� ;=�>B<;0���������10��/�40�<��1<������10��b��5B�'
1������������10�;4�>���5�<*

�����	����
��������	� ���� �����
��!

�/�� /�1��3���� ;0����1��1���� ;<;0��8� ��5�2���� �=�sanego
równaniem

0

( ) ( ) ( )

(0)

x t Ax t Bu t

x x

= +

=

� ��

(3)

gdzie , ,n mx R u R∈ ∈

1�/�B<� �1�/�DE��<;4��01��=��3�� ;0���3�1��� FK jest macie-
��5�3����1��I����8/�0�����<;4��tnego)

( ) ( )u k Kx k= − (4)

��1���/��8�5���3;4�D1�4� ��4�?��

0

T T
cJ x (t)Qx(t) u (t)Ru(t) dt

∞
⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫ � � (5)

gdzie 0, 0T TQ Q R R= ≥ = >  [1–7, 9–11, 13, 16].

���C/����#�������3�5��1������?/��=���� ( , )A B� �  jest stabi-
lizowana, a para ( , )Q A� �  jest wykrywalna.


;01���5��3�����0��<����3�5��1���=��C/��8��#H

+G ��4�1�1����<;4��0<������ �731�1��� F9G� ��3;4�D1�4�� ��'
4�?���F:G����1�;0>=1���3<4���<;0�1����<;4��01�������
3���/8�3<�1����1����������<�>*���0���� 0����B��C<E
;0�;�3�1�����3<�1����1���;0���3�1����F�G*

&G ��4�1�1��� �<;4��0<������ �731�1��� F9G� �� =��<�>���
3;4�D1�4����4�?���3�=�;0�����<;4��01��

1
0

( ) ( ) ( ) ( )T T

k

J x k Qx k u k Ru k
∞

=

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ FJG

��1�;0>=1�����4�1�1����C/����I� ���10<��1��� ��4�3���'
0������=���3;���*���4��;=�;7C�=�;0>=�3�1�����;0���B/�'
3<� ��� 3<4���<;0�1��� 3� �=0<��/������� �C;��3�0��73
�����8/�0��73*

���;0�0<� ����2�1��� 0�4� ��=����40�3�1���� ;<;0��8� ��;0
1�jlepsze podczas stabilizacji w punkcie pracy x = 0.

Pra40<��1����;0�;�3�1���=��C/��8��#�3������1��1���6
;0���3�1��� ��;0���B/�3��=��8�8=�21��1�8��=0<��/���3a1�'
���;<;0��8�=�=������10����0���F�<;*�+G*�
10����0�����;0�=�25'
���1<����2731<��3<�?�����842��8�F3�=��<=��48�1�=>�73
�/�40�<��1<�6���;0�0��=�>�4�?E�/8C�=�2�Benie).

������� ���	�������

����;0�;�3�1���6� =��40<��1<�6� �C;��3�0��� =���8���3� ��'
�41�>0��� =>0/�� ;=��>B�1��� �3��01���� [14]*� %�� 3��/>�8� 1�
0�8�1�?��� 3<1�4��5��� ��� ;=�21��1��� 3��8148� ˆ( ) ( )x k x k=
w obserwatorze proponuje ;�>�3<4���<;0a1���3�40����C2>�8

ˆ( ) ( )x k x k− ����=�=��3<�����2�1����b;��3�0���*�����/8����'
1�>����C��48��1�����?���x(k) wy4���<;08���;�>�3�40���3<�?E
;<;0��8� ( ) ( )y k Cx k=  i wów���;�;<�1�2�C2>�8�3<1�;�

( )ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e k y k Cx k C x k x k= − = − (7)
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��/�B<�=���>0�E�����;<�1�2�C2>�8�FKG���B��C<E��731<�0
��B�/�� ˆ( ) ( ).x k x k≠  Taka sytuacja ma miejsce, gdy wektor
e(k) jest ortogonalny do wierszy macierzy C*� ������� 0�
��;0�0�����<1������������4��?/�1���;<�1�28��3��01e��*�"25�
�stymacji e(k) ��B1��3����1�E��;0�;8�5���acierz L. ��0�1
;=�;7C�8�<;48���;�>�;<�1�2�4���4����C2>�73�����/8*����>4�
0�4���8�=����?��8�=�3;0�����C;�rwator w za�41�>0���=>0/�
;=��>B�1��� �3��01���*

Proces doboru macierzy L� �C;��3�0���� ���=���<1�� ;�>
��� ���A�1��3�1��� ;<�1�28� C2>�8� FKG� ����� ��2�B�1���� B�
e(0) ≠ 0. Dla obiektu opisanego liniowym stacjonarnym
dyskretnym równaniem stanu

0

( 1) ( ) ( )

( ) ( )

(0)

( ) , ( ) , ( )n m r

x k Ax k Bu k

y k Cx k

x x

x k R u k R y k R

+ = +

=

=

∈ ∈ ∈

(8)

��=�;8���;�>��731�1����C;��3�0���

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ( ) ( ))x k Ax k Bu k LC x k x k+ = + + − (9)

gdzie ˆ( ( ) ( ))LC x k x k− ���;0�4���4��5�C2>�73�����/8*

��3<B;����731�1���1��=�0���C<�;<;0��8�4��=80���3�'
��������1�����;0�=���4;�0�2��E����=�;0���

ˆ ˆ( 1) ( - ) ( ) ( ) ( )x k A LC x k Bu k Ly k+ = + + (10)

�/�� 0�4��4��?/�1��� ;0�8408�<��C;��3�0����1�/�B<���C��E
��������4���4����C2>�8�L*� @�B�/�����3<�1����1����C;�r3�'
0����3<4���<;08���;�>�;<;0����8�/1<�[9, 14] w postaci

0

( 1) ( ) ( )

( ) ( )

(0)

( ) , ( ) , ( )

T T

T

n r m

x k A x k C u k

y k B x k

x x

x k R u k R y k R

+ = +

=

=

∈ ∈ ∈

� � �

� �

� �

� � �

(11)

407�����3<1�4������;0�;0�0<��1��;=��>B�1����3��01������'
�����<�3����1��I�K,�0��373���;���������4���4����C2>�8�L
3<�1�����;�>�����/�B1�?��

TL K= (12)

W celu doboru macierzy L wykorzystano dyskretny pro-
C/����#���1��;4�I���1<��6��<��10em sterowania.

�����������"�� ���	�������

����/� ��0���0<��1<� 842��8� &'��;�3���� ��B1�� �a=�;�E
3�=�;0�����731�1���;0�18

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

= +

=

� ��

� (13)

gdzie

1

2
1

( )

( )
( ) , ( ) ( ), ( ) ( )

( )

( )

s
t

s

t

t
x t y t t u t U t

I t

M t

ω⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ω
⎢ ⎥= = ω =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�����������=��<��8�5�=�;0�E

[ ]

1 1 1 1

2 2 2

1

0

01
0

, ,

1
0 0

0
0 0

1 0 0 0

e

p

e

s s

D D

J J J J

D D
A BJ J J K

L
L T
k k

C

Ψ− −⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−Ψ − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ − ⎥⎣ ⎦

=

� �

�

F+LG

��;0�E� �<;4��015� ;<;0��8� F+9G�3� ?����3�;48������"'
'�
���
���8�<;48���;�>����=����5�A814�����&�

t t- - s[A,B]=c2d(A ,B ,T ) (15)

C=[1 0 0 0] (16)

a ��������4���4����C2>�8�L�3<�1�����;�>�0</4���/���<s4��0'
1���� ;<;0��8� �8�/1���� �� 3;4�D1�4�� ��4�?��� FJG� ;0�;u�5�
A814��>�dlqr

' '
o[L,s,e]=dlqr(A,C,Q ,R) (17)

gdzie

T
1 2 3 4L=[l l l l ] (18)

Dla wyliczonych macierzy A, B, C, L dyskretny obserwa-
0���;0�18���B1����=�;�E�3�=�;0����F+-G*�%���11<���3�j?���'
3<��� �/�� 0�4� ;4�1;0�8�3�1���� �C;��3�0���� ��;0� =�>�4�?E
;�/1�4��ω1� �� 1�=�>���� ;0��8�5���Us natomiast wiel4�?�����
�;0<��3�1<�������10�;4�>���5�<� ˆ

sM ������=�>�4�?E���'
;�<1<���Coczej 2ˆ .ω

���	����
�	� ����� �� ����������!

���� =���03����1��� ;<�1�273� ��� �����<3�;0<�6� �1�/o��'
3<�6�=��;<�1�2<��<A��3����;0�4�1;�43�1��5�����/o3�1��
;0�2�=�����14�3���� 842��8� �C;��3�0���� ����� ���u/�0���
F=�>�4�?��� ����� =�5�8G*� �?�7�� ;<�1�273� �1�/��o3<�6
�;0�01<���;0�=������=�>�4�?���ω1������=�5�8�It silni4�*���>�'
4�?E�;�/1�4��;0�1�3��;<�1�2�3��?���3<����731���/���C;��'
3�0����� ��4� �� ���8/�0���� =�>�4�?��*��� 842����6� �����<3�'
;0<�6� ��B�� C<E� 3<=����3<3�1�� ��� =����5� =�5�1��<� 0�'
�6���0�<��1��� /8C� �14�����*� ��5�� ;�/1�4�� 1a0����;0� ��;0
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������
��	(�
��� 
� ������
�
��� �
�� &)*� %��% �� +,&�� &-+-

;<�1�2��� 3��?���3<�� ���8/�0���� =�5�8� �� =�>�4�?��*� ���'
��>?����� ��;0� 3<=����3<3�1<� ��� =����5� =���42��1�473
=�5��3<�6� /8C� =���03��1�473� ���*� %a;��<� =����40�3�'
1��� =���03��1�473� =������3<�6� ����� ��C��8� 3����1��I
;=��>B�I� �3��01<�6� ��� =�>�4�?��� kt oraz pr5du Y� ��;0�2<
=����;0�3��1��3�=���<�[5].
���� =���03����1��� ;<�1�273� �/�� =o0���C� ����/�3�1��

;0�2�=�����14�3������;0�2�=����;0awiony na rysunku 3.

��
��#������=���03����1���;<�1�273�1��=��<42������=�5�8
03��1�4��	��F3�1�3��;��6�=���1��0<=�3����4��;<

=���03����1<�6� ;<�1�273G

����03����1�� ;<�1�2<� �1�/���3�� 1�/�B<� ��=�3���1��
=��<��0�3�E����4�13��;���1��0�<C�;0�2�=�����14�3<*��2uB5
���0����842��<���=�;�38�5����407�������1���5�=������3��'
0�?��� ;<�1�273� =������3<�6� 1�� ��4��;� /���C� ����;�>t1<�6
82��4�3<�6���=�������28

(10) 1

1
1 1

2n
X −− ≤ ≤ − (19)

gdzie n – n-bitowe wektory informacji cyfrowej.


�=�3�����5� �1�� 3� ��4��;<;0����� /���C��� C�1��1<�
3�4��������=�21��1��3<������37�6*
���<��0�3�1�� ;<�1�2<� �1�/���3�� ��;0��5� =���03���o1�

1�� �<A��3�� ��� =����5� =���03��1�473� �M	� �� �4��?/o1��
�������/���?���� 1=*� +-'�� +&'� /8C� +J'C�0�3<�6*� 
C;��3a0��
��������8/�0�����=����40�3�1<���;0�2�3�0��61����/���C�;0a2�'
=�����14�3<�6� 9&'C�0�3<�6*� ��B1�� ��;0�� �C<� =��<� �=era-
cjach arytmetyki s0�2�=�����14�3��� ?/����E�=�2�Be1���=���'
��14������=�31�E������;0�2�?E*���/�B<�3�>��=���=�o3����E
;4�/�3�1���/���C*���=��<=��48�/���C�����;�>t1<�6�82��4�'
3<�6���42����;�>�=�2�B�1���=�����14��=o��>��<�C�0���an–1
i an–2, czyli an–1, an–2…a0*���1��3�B�82���4�1��32�?��3<
��B��<� =����;0�3�E� ��� =����5� �/o��<18� /���C<� C�1��1��
82��4�3��������3;=72��<11�4��;4�/�3����&k,� 0��=��<�3<'
4�1<3�1�8�����2�I�1�� 0<��82�m48�1�/�B<���=���>0�E�3<'
42��1�4�=�0>�owy k������/���C>�C�1��15�82��4�35*

����
��� ��������"
	

Symulacje przeprowadzono w pakiecie symulacyjnym
MATLAB-SIMULINK.

����03����1��� �1�/���3�'�<A��3�� ;<�1�273� F�<;*� 9G
����/���3�1�� 1�� C/�4��6� +J'C�0�3<�6� �� 3<4���<;0aniem
biblioteki FIXED-POINT TOOLBOX.
�<�8/�����=���=��3����1���/���37�6�=��<=��473����'

2�B�1�����;�J1 > J2 oraz J1 < J2.
������0�<� 842��8� 1�=>��3���� ��;0�2<� �����;z���1�

3�����048*��<4�1�1�� ����8�6� ��� =�>�4�?��� +J-� ���M;�� �
1�;0>=1����C��5B�1��842���8����3<������10����C��5B�'
1�����3��0�?����1����1�3���MN.

W tabelach 1 i 2 przedstawiono wyniki optymalizacji ob-
serwatora dla r7B1�������42��8���;���;�<1<���C��������;�/'
1�4�� �C��3�C8�1���*

�$%&'$����%�;0�3��1���3;=72��<11�473��/��842��8�?+�N�?&

�$%&'$����%�;0�3��1���3;=72��<11�473��/��842��8�?+�O�?&

��� �<;814��6� L,K� �����;����1�� =���C����� �����<3�'
;0��������;0<��3�1��=�>�4�?���450�3�����;�<1<� ��C�����
���������108�;4�>���5�����842��8�1�=>��3�����/��J1 > J2,
J1 < J2.

��
��(������C����������<3�;0���ω&�������;0<��3�1��
ω&��=�>�4�?���450�3�����;�<1<���C������=��<�?+N?&

L1 L2 L3 L4 J1>J2 
 0,9988 0,0047 –0,0205 0,0042 

Qo 

39000 0 0 0

0 1 0 0

0 0 8000 0

0 0 0 800

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

L1 L2 L3 L4 J1<J2 
 1,0799 11,5585 0,7219 –2,0688 

Qo 

250 0 0 0

0 38800 0 0

0 0 8000 0

0 0 0 8

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

ω&�

ω&

ω
&�
�ω
&�
�P
��
�M
;Q

0�P;Q
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��
��)������C����������<3�;0����8��������;0<��3�1���
8�������108�;4�>���5�����842��8�1�=>��3����=��<�?+�N�?&

��
��*������C����������<3�;0���ω&�������;0<��3�1��
ω&��=�>�4�?���450�3�����;�<1<���C������=��<�?+�O�?&

��
��+������C����������<3�;0����8��������;0<��3�1���
8�������108�;4�>���5�����842��8�1�=>��3����=��<�?+�O�?&

���������
�	

W pracy zaprezentowano cyfrowy obserwator LQ pra�8�5'
�<� 3� 842������ &'��;�3<�� �� ;�/1�4���� �C��3�C8dnym.
Wykorzystano dyskretny problem LQ do zaprojektowania
obserwatora zmiennych stanu, a takB�� ��4�1�1�� ��C��8
3����������<�3;4�D1�4����4�?��*

Z przeds0�3��1<�6�3<1�473��C/����1��3<�6���B1����'
83�B<E�� B�� ���42��� ����1073� C��32��1�?��� ��� �;0�t1<
3=2<3�1���/���10<�3�40����4���4����L�C2>�8��;0<�acji.

Na rysunkach 4 i 5 przedstawiono wyniki pracy obser-
watora dla przypadku J1 > J2, w którym� 842��� 1�=>��3<
�6���40��<�uje ;�>� �8B<��� �;�</������� ���731�� =�>�4�?��
450o3<�6���4�������108�;4�>���5����*
��� �<;8148� :� 3�����1�� ��;0� ��24�3�0�� ���C��B1�?E

=���>��<� ����10��� ;4�>���5�<�� 1�=>�8� �� ����10��
��03a���1<��� 1�0����;0� =����;� ��03����1��� =�>�4�?���ω2

przebieg�� =��3��2�3�*� �����;0�3��1�� C2>�<� 3<1�4��5
��1�e3��/4����3��0�?���3<�1���1�4���������<��C;��3�3�l-
no?��

1 12det( ) det([ ] ) 2,284 10 .n T
oW C CA CA − −= = − ⋅�

�� 0<=�3��� 4�;4���3��� ;0�8408���� ���8/����� ����10
;4�>���5�<�1�����;0�3<4���<;0<3�1<����0����=�3��8��;t1����
��B/�3�?E� �����=��40ycznego zastosowania.

Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono wyniki pracy obser-
watora dla przypadku J1 < J2. �42���1�=>��3<��3�=�����'
3��Istwie do przypadku J1 > J22� 1��� �6���40��<�8��� ;�>
�;�</acjami.
��=����;0�3��1<�6�3<1�4��6�C���I�;<�8/��<�1<�6�3�'

����1<� ��;0�3<;�4��=��������427��I�3<1i4��5�<� ��� ;0�2�'
=�����14�3���� ;=�;�C8� =���03����1��� ;<�1�273�3� �C;��'
3�0����*� ����04�3�� 3� =���C���8� ����108� ;4�>�a�5����
3�����1<� ��;0�C25��3�;0�1���8;0�/�1<���407�<� �7w1��B� ��;0
3<1�4����1�42���1���;�>�C2>�73�43�10<�����������1��3��/'
4����3��0�?���3<�1���1�4���������<��C;�rwowal1�?��

10det( ) 1,495 10 .oW −= − ⋅

�����	�

Silnik
P = 1 kW Ut = 220 V It = 5,75 A Uw = 220 V

Iw = 0,9 A Rt = 4 Ω Lt = 0,008 H n = 2000 
obr

min

λ=2
max

t

I

I

p = 50It 
A

s
      Kp = 51,3

V

V
        ψe = 0,97

Vs Nm
,

rad A

2

1
2

0.0167 kgm

0.0667 kgm
J

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

0�P;Q

8
��
�8

��
�P
�
�
Q 8�

8��

0�P;Q

8
��
�8

��
�P
�
�
Q

8�

8��

ω&�
ω&

ω
&�
�ω
&�
�P
��
�M
;Q

0�P;Q
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�,-./0&12&�
3456�
7&�89$-:

s
Nms Nm

D=0,04 k =53
rad rad

�,;&17��%&09-$<1,=/2� ,%/2.6&12$

2

2
2

0,0167 kgm

0,0667 kgm
J

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

�27&4$7>4$

P+Q �1���;�1�"*�*
*�������� @*"*H�0���!�+� ��"���+-� 1�"����2��������
!��,���*��1�/�3����	/�AA;���@�����10����(�//�+))-

P&Q �;0�����*����00�1���4�"*H���!�����$��"���++����
���!�(��@�����1'
0����(�//�+))K

P9Q 	�//����!*�*����;����	*�*H�1�"�����
���!��,���
(���3� ��4���=��1'
���'R��/���+))+

PLQ 	6�1� �*�� !��1��;� "*H� 0���!�+� ��!�+��$4���� ��"���+� �
���!�(
�=��1�'R��/���+)):

P:Q 	��=��/���*H�
���!��
��������������"�����*��"�������� ��������*�(
���473���4�<=0<�8���/1��1������+9+K���<��31��03����(�+))&

PJQ ����0�� �*�� �C�8//�6� 	*�� 	���1�� R*H�1�"���$2��������� ��"���+-� 
"
	"���������"*��1�/�3����	/�AA;���@�����10����(�//�+)):

PKQ ����0�� �*�� ��S�;� �*� (*H�0���!�+� 1�"���� ��*�+�����-� �,�� ��������$
��!�� ����(� 
���� ���1;��0��1� �1� �80���0��� 	�10��/� �	'+J� FJG�
F+)K&G�J+9,J&-

PTQ ����/�04���*H�@����
� �������"���"����A���+����
��"
�,� �� �+�!�"$
��!�� ����&
��
!�(��/�3����� %�;�<0� ��84�3<� ��/�0��61�4�� U/5;4����
���++T+��+))&

P)Q �3�4��1��4� (*�� ��S�1� �*H� 1�"���� 0���!�+� ��"���+� �
���!�(� ��3
 ��4����/�<�
10��;���1���+)K&

P+-Q ��S�;��*����6/8�0����*���06�1;��*H�0"��,����,�;������:�����!�+�+�"�$
�����!�+��$�������*�+�����(�
10*�@*�	�10��/�+9�F&G��F+)K+G�9L9,9J+

P++Q ��04�3;4�� �*H� �����+������� �
���!A�� �
"�!���"
�,(� ���;��3��
����+))+

P+&Q �<;�I;4���*H�8�����������������������"���"����������� ���"��!�

����&
��
!�*����473����(�+))T�F���=��3����40��;4�G
P+9Q 
��0���*H�4�������$��!����"���+��
���!�*����10����(�//�+)):
P+LQ ���4/8�4���*��
����6�3;4���*����1��;��*���<48/;4���*H�0��
!�+���$

����������������!�!�"������� &�"������
����������
!�����B"���

�������*������/5���/�40��0��61���1<�&--T,K
P+:Q ���4/8�4���*����1��;��*�������31�4��*H�8��������*�+��������!��""��

������������+�����!�����*���������"�������*�(����473���/�40��'
0��61�4�� �� �/�40��1�4��� ���� &J�� %�;�<0� +,&�� �<��31��03�� ��(
&--K

P+JQ ����� R*H�
+*����,!�� :��� 1�"���$2��������� 0���!�+������"*� �����/
��44����
1�*�+)):

P+KQ ���C�0��*H�
"�+���������A���������"���"�������� ��������*������� $
���"��!� ����&
��
!� �� ��*�+�����!�� �+��
��"
!�� �� ���!
�
!�*����'
�2�3����/�0��61�4������2�3;4��&--9�F���=��3����40��;4�G

P+TQ ��4/��;4���*���������4���*���0�<�6����@*��@�������*H�
���!��
���"�$
������+����
��"�*�*����473���<��31��03����(�+))J

P+)Q ��4/��;4�� �*�� @������ �*H�.
���"�� ��*��"��"��� �
"�!���� "����A�
�+����
��"
�,��� ��� �����*�(����473���4�<=0<� 8���/1��1������ T&9�
�<��31��03����(�+)T+

P&-Q ��1��;��*���<;�I;4���*H�8������!�����$������ ��"���+� �
���!� :��

���;�������,�����+��"������+�"*�*�����*��A����V-+�������&--+
P&+Q ��1��;��*�� ���4/8�4���*�� �����31�4��*H�)��������"�+$	"��*��+� 12

��"���+��:������$8�����
���!*����'���	-J�����0�����&--J

P&&Q %�/�?1<��*H�@����
�"������������� ���"��!������&
��
!�����+�����$
"
�,� �������������,� �
"�!���"
�,*� �/�3����� ��/�0��61�4�� U/5;4�
+))T�F���=��3����40��;4�G

�=2<1>2�H�&L*-)*&--)

��������	
��
�

������2�;�>�&J�=�D�����1�4��+)K:
��48*��08����84�I��<2�3���48�&---
3� �4������� �7�1����'(801�����
3� ���4�3��� 1�� �<����/�� �/�40��'
0��61�4��� �80���0<4��� 
1A����0<4�
���/�40��1�4�������40���1�4���,�3�&--:
��48*� @�;0�3� 0��4���� =�;�1��� ���=��'
3<� ��40��;4���*� %���8��� ;�>� ;0���'
3�1����842��73�&'��;�3<�6*

�'���/H��=���8;W�10����*=/

����������
����	�


������2� ;�>� &� /80���� +)K&� ��48*
�08���� 3<B;��� 84�I��<2� 3� ��48
+))K� 3� �4������� �7�1����'(801�'
�����3����4�3���1���<����/���/�4'
0��0��61�4����80���0<4��� 
1A����0<'
4�� �� �/�40��1�4�*� �0�=��I� 1�84�3<
��40���� 1�84� 0��61���1<�6� 8�<;4�2
3� &---� ��48*� 
�� =���5048� =���8��

3� ��0������ �80���0<4�� ��=>�8� �� ���5���I� �����<;2�'
3<�6���(*�%���8���;�>�;0���3�1�����<;4��01<��3�842�'
���6� 1�=>��3<�6*

�'���/H� ;��4/�W4�1�8=*��6*��8*=/

��	
�@��
��
�

���A�;��� 1���3<����1<� ��(�
8�<;4�2� ;0�=1��� 1�84�3�� ����;0��
�1B<1������ ��40���� 1�84� 0��61���'
1<�6� ����� ��40���� 6�C�/�0�3�1�'
���� ��=�3���1��� 3� /�0��6� +)JT�
+)KJ�������3�+))-� ��48�1���4���'
���� �7�1����'(801������ 3� ���4�'
3��*� 
C��1��� ��;0� 4����31�4���

��0���<� �80���0<4�� ��=>�8� �� ���5���I� �����<;2�3<�6*
%��10���;�3�1��� 1�84�3�� ��0<��5� �1�����/�40��1�4�� �� 1�'
=>�73� ��80���0<��3�1<�6*� �80��� K-� ��0<48273� J)� ��'
A���073�L-��=����3�I��/��=����<;28������T�=�0�1073*�@�;0
��2�14���� �8��=��1� ��3��� �/��0��1��;� �;;����0��1� ����

���*

�'���/H� 0�1��;W��6*��8*=/
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