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����������� �!"!�#$���%!&�!�'�(�$) *�(��"+�%�,��%&��&,)
��-$���.�$)������%)�'/.� 0�%%���-$��&"!$&"+� �1� 2��$�-
!$�"!$�*��%�!��%!&23") *�(��.�!&��,)���4.��&��#�,�%&"zne
�1� !����%�)$�.�$��� �#�� ���!&$� !� ��-$����)� �%.�'&�)
�4)����%�$&�.!�%/.�567�.&��-�21� ! ��'$)�$)��

�&��3� 21"��.�����#�"+��4.���.&"+�!.)1!,)���% �)e-
niow�8�%1��.�� ( )1, , ...,n Ni iψ ϕ � �1� ��"+��$&�)� "!1��,o8
.&�)�0 $,"2)�,��$�%-))�.!-#3�����%1�/.

( ) ( ), ,coE
∂ϕ = ϕ
∂

� � �
i

(2)

gdzie [ ]1 2 .Ni , i , ....., i=i  ��,�! 2����*�(���1��$��.!ajem$)�
!�#�($��)�$�#�(&�2����%�,�&��.�9� ,'�����0 $kcji skorelo-
wanych :;<��= $,"2�������-1�4&9�.&!$�"!�$��$��������.)�
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�����)� 	�� ��� ���� #����� ��� � �#� ��� ������#��������  ��#����� #��� ���������� �#�5���������� ������� ����� ����$��� �� ���&
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���� �������$����� �#��������� <������  ��������� ��� ���� �����&��������� �#� ������������� 9:=;)� 5��������<���� ���� <��$��� �#
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���	�����	��������������	�������������	����	nnego in-
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�����	E�����
����	�	������������
���	����	���E�������
�e������������	�
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∫ ∫ B H H
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������������ �������������
���	����������ego w obwo-
dzie magnetycznym w ogólnej postaci

( )rot rot =� � � (3)

gdzie ( )� � � �	��� ��	������� 3������� �	�������E���
��e-
�������4�����������������������5F6����
������������cych
hete����������� �� ���� ������������	���
� �y���������
����	���+4��*��	�����	����������������	G����������
����� �����
��������� �	� ����	
� ����������
���� �a-
kietów 3D.


� �����������������������	������
�����	��������������������������

7� 
��	���� ����������� 
������ ������ ���	
�	nnego
for
���������������������	������G� ������	H���D������
�������������	������E8��������
���	�����	�����������
�� nieliniowe charakterystyki ( )1, , ...,n Ni iψ ϕ  N-niezale�-
nych uzwo�	G�5�����96�����������������	���������	������
dem nie��	������ ������� ����� �����	
� ����������	�

	������znej.

( ) ( )1
, ,d

dt

−⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ϕ ∂ ϕ
= − − ω⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎣ ⎦ ⎝ ⎠

� � � �i
U R i

i
(4)

*�
	��� 		����
���	������� �	��� ���	E���� ���	�� �o-
chod���3���������	�	��������

( ) ( ), ,em coT E
∂ϕ = ϕ

∂ϕ
i i (5)

#	������� ������ �
�	������ ���������� �� ��
�	��o-
nych 3��������� �������	� ���� �����	�� �����		��	� ���
���w�	����������������	G��������
���������������	
�	��
���������������#���������	���	��������	�������������D
�-
�	����������������������	������E8��������
���etycz-
n	�����
�
���	���3��
��	����	��������E���:+;

�
�
Ψ

�

�
�
 Ψ2

�
���

Ψ
���

�
�
 Ψ

�

�
�
 Ψ

�

ϕ

�

�

�� �!���I,'����8 !.�2�<�.D$)�#)$)�.&���4.��!)�
��-$��&"!$&�����!&$&��#�,�%&"!$�2

"#$�!���?&������0��8)$����$��$��"�)#��)$���-$��)"�")%" )���0
�#�"�%)"���"+)$�

( )

( ) ( )

1, , ...,

, ..., , , ...
n

co N

co co n
n

E i i

E i E i
μ ρ ρμ μ

ϕ =

= ϕ α + ∑
(6)

gdzie ,i
ρ ρμ μα ��!$�"!�21����#)� �3�)�0�!3��%1� ���-$esu-

21"�-���#��ρ-tej harmonicznej wyznaczone przez ρ��� har-
mo����������	��������������	���������	���	�
���yny.
Roz���		��	�������
�	��������������	������������z�����
3���������	�	��������������	����D��	�	��=ouriera [2]. '�
�������� dla maszyny synchronicznej z wydatnobieguno-
wym �������	
��������
�����������szych harmonicznych
pola szczelinowego

( )
( ) ( ) ( )

1 1

10 1 12 1 1

, ,

cos 2 .....

co � �

� � � � �

E i

E i E i p

μ
ϕ α =

= + ϕ − α +
(7)

'�� �	����������	������
��	��������������5+6����u
�	G
skojarzony z n���
������	��	
�����������������������-
nego w postaci [7]

( ) ( )
1

1

1
cos sin

co co
n n n n n

E E
w k p p

p ii

μ μ
μ ρ

μμ

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥ψ = β − β⎢ ⎥∂ η∂⎢ ⎥⎣ ⎦

(8)

gdzie 
1n np p pμβ = α − α ���������������
��������������	-

������ ������o�	��� �� ����� �zwojenia n, natomiast

1
= .p p pμη α − ϕ  Dla maszyn o równomiernej szczeli��	

��������	��������	����������dnik we wzorach (7) i (8).

%� �	�����������������
�����������&����������
���������&���������������'
���	���������������'�	������

Pakiety polowe, np. MagNet, Opera, Flux, QuickField,
=	
 ��0� ����������� �������	� ���� 
���	����������	��
5F6 dla wprowadzonej geometrii obwodu magnetycznego
i za���������
���	G����������0�����������������������
��ady �	������J����	��������	������	��DA, indukcji pola
B oraz �����	��������H charaktery�����������	������	�
������E��� ����D�����	������ 3���
	�������bwodu mag-
�	�����	���� 4��������� ��� ��	�	������	� ��������� ����
�	�������������������	����������	����������	rgia pola
dla obwodu o nieliniowym materiale jest obliczana wg
wzoru

( )
V

E d dV= ∫ ∫H B B (9)

przy czym ( )rot ,  .= =B A H � � �  Natomiast dla mate�
�����������	��

21

2l
V

E dV= ν∫ B (10)
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>$ $7��*�"$4/�7/-')%-)'()�>)#)*�"#?7�� �!"#$*)@'�"/%-'/%&�*$4� (���

���������������� ���������	������������� ����	�	����
�
���dami

1 1 1

1

2

n

n
k

n

KN N
k k

l n nl
n n k V

E E dV
= = =

= =∑ ∑ ∑ ∫ A J (11)

gdzie Kn�K����������������������	
��������	����������

!��	��������� �	������	E���������������	� �����������
������	��	�	���������������	��������	�����������	���G�
����
������	�	rgii����������	�����	��

2co lE E E= − (12)

���� �()�*+,-�.�*,/012�3�*4��3567�.-���018,5+1-�*4
15,+��-960*�8-1:*��9�-,7�*+-�*4�6+218.;

%�������	� ����
�	��	� ���������	� �� ������
�� �������a-
����	� �	���E�	����� ��� ��������	� ��������� ���	������
wekto���	��������	�������� ��	����������������	G���
��������	�������5���
�deli 2D)

n n n
l

w A dlΨ = ∫� (13)

��������������	����������������������
����������	����
����������	�����	��
�������8���
�

1

2
nK

k
n n n

k

plw A
=

ψ = ± ∑ (14)

7�������
�����������0�����	���	����������������	�-
��E���59F60�����	���	��	������������	�
	�����ymienionych
�����	�0��������������������	������	�	����� �����	�	����
pola. Podstawo��� ��	���E8� 5+6�
��	� ��8� ���������� ��
uprzednim wyznaczeniu analitycznej funkcji aproksy-
mu���	�� 3�����	���	�	������>o��������8���������������
������	
�L9M0��������������N��	�������	��������������o-
������ �����	
� ������� )�	��������� 
	����� �	�������
���� 	�	����� :F;0������������������	�
���� ���	���������
 ����nge’a,� ��
���� ��	������	��� �������������� ���
����o��	���������������	�����������.���������	���������
���zkowania numerycznego, otrzymu�	����J

K ����
�	G�����������

( )

( )

( )

1

1

1

, ,

, � ���

, � ��� � �

n n N

co n n N

co n n N n

i , . ,i , . i

E i , . ,i i , i

E i , . ,i i , i i

ψ ϕ =

⎡= ϕ + −⎣

⎤− ϕ − Δ⎦

59,6

K ����������E�������
����	������	

( ) ( )

( ) ( )

( )

2
1

1 2

1 1

2
1

� �

� ��

co k N
kk k N

k

co k k N co k N

co k k N k

E i ,.,i ,.,i
L i ,.,i ,.,i

i

E i ,.,i i ,.,i E i ,.,i ,.,i

E i ,.,i i ,.,i i

∂
= ≈

∂

⎡≈ + − +⎣

⎤+ − ⎦

5926

K ����������E�������
����	�����	
�	

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

2
1

1

1

1

1

1

,., ,., ,.,
,., ,., ,.,

,., ,., .,

,., ,., .,

,., ,., .,

,., ,., ., / 4

co k l N
kl k l N

k l

co k k l l N

co k k l l N

co k k l l N

co k k l l N k l

E i i i i
L i i i i

i i

E i i i i i i

E i i i i i i

E i i i i i i

E i i i i i i i i

∂
= ≈

∂ ∂

⎡≈ + Δ + Δ −⎣

− − Δ + Δ −

− + Δ − Δ +

⎤+ − Δ − Δ Δ Δ⎦

59O6

)�����������8����
	�����		
	����
���	�����������j-
��E�������
����	�N×N,���	��� ��z�����8� �������	����
2N2+N razy.

Bardziej efektywne jest wyko��������	��������

1

N

n n co
n

i E E+
=

ψ =∑ (18)

����������	��	
���	���E���5996���59+6��7�	��

1

2
2

n

n

K
k

l n
l k

n
n n

E
E

i i
=ψ = =

∑
(19)

7�����	����	�
��	���8��	���������������������������
strumieni skojarzonych z uzwojeniami niezasilanymi.

��	� �()�*+,-�.��3567�.-���018,5+1-�*4
<1*419+=*�*4�19!<>)�51+<51�+.-�,

7����	���	����������	����������������	����	����D����
����� 3��
��������� 
��	�� ������������ Aby wyelimi-
����8���	������	��������	�����������������	����a-
dza �����	��
���������������
���	�����	����>�	������
�� rozdzieleniu wirnika i stojana lub zmianie ich materia��
oraz ewentualnie dodatkowo na wydzieleniu bieguna z jed�
��
���	��	���
������	��	
��7����������������	G�����
��������0�����������������8���������������������	��	��	�
�o���������������	�������	��	���D������������	�����o-
wiednio �������	��������� ���	���	��A������ ��������	���
����	ino�	���
�������������8������������	��	�����	���
���ików uzyska����� �	�� ����� ����� �� ���	
� ��� �����	�
������	�����	iny.�7����������������	�����
�	��	��������
��	���� ����� �nduk�����E��� ��������	���� �����	G� ��� ����
��������� ����a���� ������� �D������������� F�9� ��� �	��	�
�
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������owana do postaci modelu obwodowego. Dla modeli
jednoharmonicznych metody wyko���������	� ��	�	����
�������������������	��������	������	�����������������
���r���������������	��'���
�����
	����������ania strumie-
ni skojarzonych z elementarnymi uzwojeniami dla kolej-
nych harmonicznych jest w sposób naturalny dostosowana
do modeli wieloharmonicznych.

��3.5,365,

:9; "��������B�J�������	
�����������������7�������0�7'"�9PPF
:+; .������D"�B�J� ���	
������ ������� �	
��	���� �����������	

��������
�����������7�������0�7'"�+11Q
:F; '	��"�7�0�=�����=�)�0�4	
	������'�)�J�����������	��	��������


������	���	���������������������������
����������
�������

���������������������	������	
��(����"���������������>).�9190
'���9+0�9PR+0�QQQ9KQQ,9

:Q; .�������"�B�0�4����������>�J���
��������	���������������������� 


��������� � ����	��� �� ����)����S� 3��� �	�����	�����0� S��� O20
9PPF0�99,R�59K26

:,; 7���	����)�J�!���
��������	��	���������������������������	��"#

������������� �����
����� �	�	��� >���		������ �3� TU(� .�
�����

V�	����
���	���� >�	��
	��� ��� '����	��� %������W0� �>'%H+111
>����G�!������+1110�>"�"�.�>�����	���>����G�+1110�R9KRQ

:2; .�������"�0�.��������*�0�7���	����)�0�7	���	�D!�0�7���	�"�J��	 


��	����� ������� ����	���	� �� ������������	$��%� ������� ����

�����&
���������������'(����	�	��	
�������������	��>���	�
	������ ��� FP��� (��	��������� .�
�����
� ��� �	�������*�����	�0
.*��+11F�@��G���B�����0�.�

���	�0�Q,0�%4�#$*D>+RR�

:O; 7���	����)�J������������	
�������������������������������	
���
��	�����������������������������������>��	�����	�����	�������
��0�����+11,0����910�P1KPQ

7�������J�+2�1P�+112

)��
�7)#-�%&)

)����	��� 7�������� �	�����
�	������0�)���
������ �� �	��������
)@&�� $�� 9POO� ����� ��������	
����	
����� >���	������� !������
���	���4�������� ���7�����	� �)��
)@&��������9PRO��$�	���	��������
��(��������	��	����
	�����������
>��	
������	��������7�����	�(����

��	�����	�������	����!�
���	���	��>!��-��
��	�����
��	�
�����	
� 
������ 		����������� �� 		����
����������
�������� ����
������ �� ������� ��������
� �� �����

����������	��	
���	������E���
���	�����	��

	�
��J��	����	�X��3����	����

����� ��� ρ-tej harmonicznej. Wted�� ����
�	G� ����arzony
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0����������������������w�	��0��	�����
�
strumieni skojarzonych z uzwojeniami elementarnymi

=  n nρ
ρ

ψ ψ∑ (20)

przy czym na podstawie [4]

( ) ( )
( )

( )1 2 / /

1/ 1 2 /

=  
n

n

x kx

n n
kx x k

rl g x B x dx  
+ − π ρ +π ρρ

ρ ρ
=−π ρ + − π ρ

′ ′ψ ∑∫ ∫ (21)

#������������E���������	����������	����ρ�tej harmo-
�����	���	������	E����3������

( ) ( )j
=

2
nj x x

n ng x e
ρ ρ

ρ −ρν (22)

gdzie:
x K ����������������������	�����	���0
r K ���
�	G�E��dka szczeliny,
l K �����E8�����	���

#��������������	�����
�e����	�������������������	��
���	����	�����
�����
onicznych przestrzennych

( ) ( )= oj x x
B x B e ν −

ν
ν
∑ (23)

gdzie x0 jest punktem startowym.

.���
�	G�������� ������������������	��	
�		
	���r-
nym ρ��	�����
������	�������������������	����ν = −ρ-tej
���
������	��3���������������� ����������7�	��������5+96
�����
��	�����������������8

( )=2 n on n j x x
n

w k
rl B e

ρ

ρ ρ −
− ρψ

ρ
(24)

B	��� ���������	� ��
���� ���	E��	���	��� �����	���
��rmo��������� ��������� ��������� ���� 
���	�����	��
��������������������������	����� E������ ����	�����o-
��	����	�� ����� �����	������������������� �����	���� ��
��	���������
����znych [5].
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Polowe metody wyznaczania parametrów elektromagne-
tycznych modeli obwodowych maszyn elektrycznych po-
zwala�� ��� ����������� �����	�����������	� ��	��������
����zków ����
�	��������������������������	��	
����
���8�
agnetycznych w ferromagnetycznym materiale ob-
wodu magnetycznego. Zbiór parametrów elektromagne-
tycznych modelu �������	���������������	�����	�����
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