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Zagadnienie tautochrony

1. Wstep

Problem znalezienia krzywej zwanej tautochronq narodzit si¢ z potrzeby, by zegary na
statkach wskazywaly doktadny czas niezaleznie od ich kotysania. Ten doktadny czas umoz-
liwial okreslenie, na jakiej dlugoS$ci geograficznej statek si¢ znajduje. Krzywa ta okazata si¢
cykloida nazwana tak przez Galileusza (1504—-1642).

Roberwal (1602—-1675) wprowadzit krzywa pomocnicza i nazwat ja towarzyszkq cyklo-
idy. Francuski jezuita Honoré Fabry (1607-1688) autor artykutu Opusculum geometricum de
linea sinum, et cycloida Romae 1659 nazwat t¢ towarzyszke cykloidy linig sinuséw.

W ten sposéb sinusoida po raz pierwszy zjawila si¢ w literaturze. Cykloida (rys. 1), to
krzywa jaka zajmuja punkty kota toczacego si¢ po prostej, a sinusoida towarzyszka (rys. 2),
to miejsce geometryczne rzutéw tych punktéw na $rednice pionowa tego kota [5].

Rys. 1. Cykloida

Do mierzenia czasu Galileusz zaproponowal wykorzysta¢ ruch wahadtowy. Huygens
(1601-1665) na podstawie tej idei skonstruowal zegar. Jednakze zegar ten byl niedoktadny,
gdyz okres wahari zalezat od amplitudy.
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Rys. 2. Cykloida i sinusoida

Aby zapewni¢ izochronizm wahan, trzeba zmniejsza¢ dlugo$¢ wahadta ze wzrostem
amplitudy. Huygens wyliczyt ksztalt krzywej, po ktdrej powinien poruszaé si¢ koniec ogra-
niczonego odpowiednimi zaporami wahadta. Te krzywa nazwat tautochrong (rys. 3).

Rys. 3. Tautochrona

Okazalo sig, ze zapory te sa rowniez cykloidami. De 1I’Hospital (1661-1704) udowodnit,
ze tuk cykloidy jest tukiem o najwigkszej wytrzymaloSci na obciazenie. Galileusz postawit
problem znalezienia krzywej taczacej dwa rézne punkty A i B nielezace na tej samej wyso-
kosci, o tej wlasnosci, ze punkt §lizgajacy si¢ po niej, bez tarcia pod wptywem sity cigzkosci,
uczyni to w minimalnym czasie. Jan Bernoulli (1667—-1748) znalazt t¢ krzywa zwana brachi-
stochrong, okazala si¢ nia cykloida tozsama z tautochrona.

Ruch tautochroniczny jest to ruch, w ktérym punkt materialny pod dziataniem odpo-

wiedniej sity dociera po zadanym torze w tym samym czasie do pewnego stale obranego
punktu, niezaleznie od wyboru potozenia poczatkowego.
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2. Postawienie problemu
Rozwazmy naprzéd ruch tautochroniczny po prostej. Zakladamy, ze sita zalezy tylko

od potozenia punktu, a wigc od odcigtej na prostej. Site oznaczamy przez F(x), potozenie
poczatkowe przez xg; predkos¢ v w potozeniu poczatkowym réwna 0, masa m. Jest wigc

/dex:m—Vz .
X0 2

Oznaczmy

/x:Fdx: o(x)

Punkt docelowy x = 0. Bedzie wigc

m(flf)z =2[p(x) - ¢(x)], %= \/z Vo(x0) — o),

m dx
= \E NCOOEDER

Oznaczymy czas potrzebny, aby z xg dotrze¢ do 0 przez T. Bedzie wigc

7 - \/ﬁ J— S— (1)
2Jo o(x)—e(x)
Niech
() =z @)=z, x=y()
(y funkcja odwrotna do ¢)
m [0
I \E | )

Aby ruch byt tautochroniczny, powinno byc &y = = 0. Trudno$¢ polega na tym, ze gdy
rézniczkujemy (2), to wobec tego, ze gorna granica catki jest xo, nie tylko trzeba rézniczko-
wac funkcje podcatkowa, ale nadto nastapi wyraz dodatkowy: trzeba podstawic¢ gérna granicg
w — funkcje podcatkowa; ale wtedy bedzie O w mianowniku, wigc pochodnej obliczy¢ sig¢ nie
da. Astronom francuski Puiseux w r. 1850 podstawit zmienna z = zow.

Bedzie wtedy

P e
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Teraz mozna rézniczkowac:

|

/ Pgp—
\/7 LV (zow)wy/z0 + ¥ (zow) 2
/ dw =
dZo 1—w
V' (zow)

2 Jo V20 — ZoW

Wracamy do zmiennej catkowania z, kladac

dz
ow=z, dw=— .
20

Bedzie

dzo \/7/1”1”10\/%7_() dz=0"

Licznik funkcji podcatkowej musi by¢ stale réwny 0, bo gdyby byt zmiennego znaku, to

dr
biorac zqp bliskie 0, tak aby migdzy 0 i zo byl stalego znaku, otrzymalibySmy P, #£ 0. Jest
20

wiec:

, b, vyl
zl//’(z)+2ll/(z)—0, stad llf+2

przeto

1
1nl//’—|—§lnz=const, VZ-y' =C, v (z) =

Lecz wobec y(z) = x, bedzie

2 2

x=20\z, 1= cayli - 90) =,

e

A wiec sila jest proporcjonalna do odlegtosci od punktu docelowego (znak "—

skierowana ku 0).

3. Rozwiazanie problemu

F=-¢'(x)=--

2C

" bo musi by¢

Zagadnienia tautochrony tj. jaka krzywa jest tautochrona, jezeli sila dzialajaca jest sita

ciezkosci. Niech y = f(x), punktem tautochronizmu jest poczatek uktadu.

Rozwaza si¢ ruch po krzywej w zaleznosci od dtugosci tuku, ktéry punkt materialny
przebywa. Wobec tego zagadnienie jest jednoparametrowe, zmienng niezalezng jest tuk, wigc
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zalezno§¢ sity od tuku musi by¢ taka sama jak zalezno$¢ sity od odcigtej w przypadku ruchu
po prostej. Sita ci@ikos’:ci jest mg, lecz w ruchu po krzywej wchodzi tylko styczno$ciowa

sktadowa sily tj. —mg - A wigc réwnanie ruchu bedzie
dy 2
mg: o= s

k? stata dodatnia

o _ e
ds  mg s
Oznaczmy
ILZ — 12
mg ’
bedzie wigc y = s (stata catkowania rowna 0, bo dla s = 0 jest y = 0). Stad
_ VY ds V2 (&Y AN
b dy h dy 2y’ dy) — 2n2y’

Q\& %\*

dr\?  1-2n% 172h2 12wy
dy) —  2m%y 2y

Zmienimy zmienna: 2h2y = sin® a, stad

sin? o

= 3
Y=o 3)
1 [2h2cos?a 1
2h2dy:2sinoccosoc da, dx =~ ?7()25-—2~23inacosa da
2\ 2sin"a &
dy = 8¢ L smacosada—lcos o de, dx—i(l—i-cosZa) da
~ sina h h ~ 2h
7 (at 5 sin2a) )
x= sin .
Oznaczmy 20 = u, wtedy
x= —(u+sinu)
4h : )
y= m(1 —cosu)

To sa réwnania parametryczne cykloidy.
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Okazato si¢, ze Huyghens, ktéry twierdzit, ze tautochrona jest cykloida, wcale nie po-
dat dowodu, ze krzywa tauchrona musi by¢ cykloida, gdyz ten dowdd zostat podany dopiero
w XIX wieku. On tylko sprawdzit, ze ruch po cykloidzie pod dziataniem sity cigzkosci jest
tautochroniczny, a wigc nie byto wiadomo, czy nie ma jeszcze innych tautochron précz cy-
kloidy.

4. Konkluzja

Huyghens podat ciekawe zastosowanie samego odkrycia.

Niech punkt M bedzie zawieszony na nici, ktéra przy kolysaniu nawija si¢ na tuki cy-
kloidy. Wtedy krzywa, po ktérej porusza si¢ M, jest ewolwenta cykloidy. Lecz wiadomo, ze
ewolwenta cykloidy jest cykloida. A wigc punkt materialny M porusza si¢ pod dziataniem sity
cigzkosci po cykloidzie. Zatem ruch jego jest tautochroniczny, czyli bez wzgledu na to, czy go
wigcej czy mniej wychylimy, okres wahar bedzie taki sam. W ten spos6b Huyghens wynalazt
wahadto SciSle izochroniczne. Wiadomo zas, ze wahadto zwykte fizyczne jest tylko w przy-
blizeniu izochroniczne, gdy wychylenia nie sa duze. Oczywiscie jest to rezultat teoretyczny
idealny. W praktyce trzeba by zastapi¢ ni¢ tasma nawijajaca si¢ na walce cykloidalne, wigc
musiatoby wystapic tarcie niweczace tautochronicznosc¢ i izochronicznos$¢ okreséw wahan.

5. Mozliwe uogdélnienia

Rozwazania byly przeprowadzone przy zalozeniu, ze sita zalezy tylko od potozenia
punktu materialnego. Appel w swojej ksigzce wspomina, ze Lagrange rozwazal zagadnie-
nie tautochrony przy zatozeniu, ze sita zalezy od potozenia i od chwilowej predkosci. Nie
podaje jednak zadnych wynikéw, wigc nie wiadomo, co bylo uzyskane i czy byla zatozona
jakas specjalna zalezno$¢ od predkosci, co jak sadzg, jest bardziej prawdopodobne niz rozwa-
zanie zagadnienia bez okreSlenia jaka ma by¢ ta zaleznos¢. Takie zagadnienie byloby chyba
bardzo trudne nie tylko wéwczas dla Lagrange’a ale i teraz.
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