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Piotr Bania*

Warunki normalnosci zasady maksimum Pontriagina
dla zadan z ograniczeniami stanu koncowego

1. Wstep

Zasada maksimum Pontriagina (ZMP) jest warunkiem koniecznym optymalnosSci w za-
daniach sterowania optymalnego. Obecno$¢ ograniczen stanu koficowego moze powodowac,
ze sterowanie optymalne jest wyznaczane tylko przez ograniczenia zadania. Wéwczas mnoz-
nik Lagrange’a Ao, zwiazany z minimalizowanym funkcjonatem, jest réwny zeru, i méwimy,
7e zadanie jest nienormalne. W przeciwnym przypadku zadanie jest normalne. Uzywa sig¢
réwniez terminu normalnos¢ zasady maksimum (zob. Bettiol i Frankowska 2007). Pojecie
normalnosci zadania odgrywa zasadnicza rolg przy konstrukcji algorytméw optymalizacji.
Moéwiac w uproszczeniu, w zadaniu nienormalnym rozwiazanie lokalnie nie zalezy od mini-
malizowanego funkcjonatu (zob. Findeisen et al. 1980 s. 473). Warunki normalnosci podane
w niniejszym artykule sa ogélniejsze niz warunki znane w dostepnej literaturze (zob. np.
Fontes 2003, Ferreira i Fontes 2004).

Artykut jest zorganizowany nastgpujaco. W czesci pierwszej przedstawiono wersjg ZMP
dla klasy zadan z ograniczeniami na stan koficowy i czas sterowania. W czg¢sci drugiej przed-
stawiono przyktady zadan nienormalnych oraz podano i udowodniono warunek dostateczny
istnienia normalnego mnoznika Lagrange’a. W czgSci trzeciej omdowiono przypadki szcze-
gblne, w ktérych normalno$¢ zadania mozna sprawdzi¢ przed jego rozwiazaniem. W czgsci
czwartej podano przyktad, w ktérym w zaleznosci od warunku poczatkowego, wystepuja
ekstremale normalne, nienormalne oraz sterowania osobliwe.

2. Zasada maksimum Pontriagina

Ponizej podamy wersje zasady maksimum Pontriagina dla klasy probleméw sterowania
optymalnego z ograniczeniami na stan koficowy i czas sterowania, przy zadanym warunku
poczatkowym. Niech A C R bedzie ograniczonym i domknigtym przedzialem oraz niech
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[0,T] C A. Funkcje u : [0,T] — R™ bedziemy nazywaé sterowaniem. Zbiér dopuszczalnych
wartoS$ci sterowania jest okreslony jak nastgpuje

U= {V ER" upin <v < Mmax}aumin < Umax; Umin, Ymax € R" (1)
Zbiér sterowan dopuszczalnych jest okreslony relacja
Uyg={uecL”([0,T],R™) :u(t) e U}. )

Problem P. Nalezy znalez¢ tréjke (x,u,T) € W'([0,T],R") x Uaq X R§ , zapewniajaca mi-
nimum wskaZnika jakoSci

T

I,T) = [ LGale),u(0)dr +((T), ) ®
0

przy ograniczeniach

(1) = f(x(2),u(t)), t € [0,T], x(0) = xo, ©)
u€ Uy, ()
ax(x(T) <0, k=1,2,...r,r>1, (©6)
Tmin—T <0, (N
T —Tmax <0, 0 < Thpin < Tinax, (3)
gdzieL:R"XR" -+ R, g:R"XR—R, f:R'"XR" = R" c,:R"—=R [

Bedziemy zaktadac, ze funkcje L, g, f, cx, wystgpujace w problemie P, spetniaja jeden z
dwéch podanych ponizej zestawéw zatozen.

Zalozenia CAl. Funkcje L, g, f,cy sa ciagte wzgledem wszystkich argumentéw, pochodne
czastkowe Ve f(&,0), VeL(&E,v), istnieja i sa ciagte dla wszystkich (§,v) € R" x R™ oraz
pochodne Veg(&,7), Vig(&,7), Veck(§), istnieja i sa ciagle dla wszystkich & € R", 7 €

R ke {1,2,...r} "
Zalozenia CA2. Spetnione sg zatozenia CAl oraz pochodne czastkowe V,f(&,v),
VoL(&,v) istnieja i sg ciagle dla wszystkich (£,v) € R" x R™. m

Przez rozwiazanie réwnania (4) bedziemy rozumieé¢ funkcje x € W'([0,T],R"),

spetniajaca réwnanie (4) dla prawie wszystkich ¢ € [0, T] i taka, ze x(0) = xo.

Definicja 1 (rozwiqzania dopuszczalnego w problemie P, Alekseev et al. 1987). Jezeli x jest
rozwiqzaniem rownania (4) ze sterowaniem u € Uy, spetnione sq ograniczenia (5-8) oraz
[0,T] CintA, to trdjke (x,u,T) nazywamy rozwiqzaniem dopuszczalnym problemu P. m
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Definicja 2 (minimum lokalnego w problemie P, Alekseev et al. 1987). Rozwiqzanie dopusz-
czalne (x,i,T) nazywamy lokalnie optymalnym rozwiqzaniem problemu P, jezeli istnieje
liczba € > 0, taka Ze dla dowolnego rozwiqzania dopuszczalnego (x,u,T), spetniajqcego
warunki

T —T|<e, |x(t)—x(r)| <&, V&t €[0,T]N[0,T],

spetniona jest nierownosé J (x,u, T) > J(%,i, T). [

Sterowania przedzialami ciagle. Poniewaz przestrzen L™ jest bardzo ,,bogata", to w dal-
szych rozwazaniach begdziemy zaktadaé, ze sterowanie u jest funkcja przedziatami ciagta
oraz ze u(t) € U. Przyjmujemy umowe, ze funkcje przedziatami ciagle maja skoriczong liczbg
punktéw nieciagtosci w kazdym przedziale skoiczonym, sa ograniczone, prawostronnie cia-
gte w [0,T) oraz lewostronnie ciagle w punkcie 7. Zbidr sterowan spetniajacych powyz-
sze warunki bedziemy oznaczaé przez PC([0,T],U). Zbidr ten jest podzbiorem przestrzeni
L=([0,T],R™). Bedziemy zaktadaé, ze minimum w problemie P jest osiagane na sterowa-

niu # € PC([0,T],U). Wéwczas rozwiazanie réwnania (4) jest funkcja rézniczkowalng we
wszystkich punktach, w ktérych sterowanie jest ciagle. Definiujemy hamiltonian

H(y,x,u,20) = ¢ f(x,u) — AgL(x,u) ©9)

gdzie v € W'([0,T],R") oraz Ay € R. Funkcje W, oraz mnoznik Ay odpowiadajace rozwia-
zaniu optymalnemu, oznaczamy przez W i Ay. Warto$¢ hamiltonianu (9) w chwili 7, obliczona

na rozwiazaniu optymalnym, oznaczamy przez H(¢t) = H(W(t),x(t),u(t), Ao).

Twierdzenie 1 (warunki konieczne optymalnosci dla problemu P, zasada maksimum Pon-
triagina). Jezeli spetnione sq zatozenia CAl, tréjka (X,u,T) jest rozwiqzaniem optymal-
nym problemu P, takim ze u € PC([0,T],U), to istniejq mnozniki Lagrange’a Ay > 0,
k=0,1,2,...,r+2 oraz funkcja sprzezona w € WH=([0,T),R"), takie ze:

a) spetniony jest warunek nietrywialnosci

r+2
Y >0, (10)
k=0

b) dla wszystkich t € [0, T] zachodzi warunek maksimum hamiltonianu

Vve Ua H(V(t)ax(t)anO) < H(W(l‘),f(l‘),ﬂ(f),lo), (1 1)
c) funkcja sprzezona W spetnia dla prawie wszystkich t € [0,T), réwnanie sprzezone

V= —V,.f(X0)V+ AoV,L(% ), (12)
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d) spetnione sq warunki transwersalnosci

<|

(T) = —AoV.g(®(T),T) - Z WVer(x (13)
H(T) =AVrg®X(T),T) = i1+ Arsa, (14)

e) spetnione sq warunki komplementarnosci

AerE(T)) =0,k=1,2,...,r, (15a)
Zri1(Tin —T) =0, (15b)
Zria(T = Tinax) =0, (15¢)
f) funkcja H(t) jest stata dlat € [0,T]. n

Liczby A, k €{0,1,2,...,r+2}, bedziemy nazywa¢ mnoznikami Lagrange’a w proble-
mie P oraz bedziemy pisaé A = [Ao, A1, ..., A-42] . Dowéd twierdzenia znajduje si¢ w pracach
Alekseev et al. 1987, s. 214-236, Ioffe i lehomirov 1974. Warunki konieczne optymalno-
$ci dla problemu P, bedziemy oznacza¢ skrétem WKO. Problem P jest na ogé6t niewypukty
i moze mie¢ nieskoficzenie wiele rozwiazan optymalnych. Trojke (¥,%,T) spelniajaca WKO
dla problemu P bedziemy nazywac ekstremala. W problemie P liczba ekstremal moze by¢
nieskonczona.

3. Warunki normalnosci problemu P

Zajmiemy si¢ warunkami normalnosci problemu P (Fontes 2000a, Malanowski 2003).
Jezeli A9 > 0, to dzielac mnozniki A, k =0, 1, 2, ..., r+ 2 oraz funkcje ¥ przez A9 > 0
widzimy, ze tw. 1 bedzie prawdziwe dla Ay = 1. Mozemy zatem przyjaé, ze Ao € {0, 1}.

Przyklad 1 (nienormalne zadanie sterowania optymalnego). Nalezy znalez¢é minimum
wskaznika jakoS$ci

Joru, T) T+/ (tV2drult) € [-1, 1],
na trajektoriach systemu

21(1) = 0,5,%(1) = u(t),x1 (0) = 0,x2(0) = /5,
przy ograniczeniu stanu koficowego

c(x(T)) = x1(T)* +x2(T)* = 1 <0.
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Tréjka (£(¢) = [0,5t, V/5—1]T, a(t) = —1, T =4/,/5) jest jedynym rozwiazaniem dopuszczal-
nym i jednoczesnie optymalnym, a tw. 1 zachodzi dla Ag = 0, A; > 0, y; (1) = —4A, / V5,

Yy (t) = =24 / /5. Istnieje nieskoniczenie wiele mnoznikéw Lagrange’a i funkcji sprzezo-
nych odpowiadajacych rozwiazaniu optymalnemu. |

Przyklad 2 (nienormalne zadanie sterowania optymalnego, z doktadnie jednym rozwiqza-
niem i nieskoriczonq liczbq ekstremal). Nalezy znaleZ¢ minimum wskaZnika jako$ci

T
Jou, T) =T+ / w(t)2de,u(r) € [~2, 2,
0
na trajektoriach systemu
X1(1) = 0,%2(1) = u(t),x1(0) = 1,x2(0) = —1,

przy ograniczeniu stanu koiicowego

c(x(T)) =x1(T)? +x2(T)* =1 <0. (16)
Zbiér sterowan i horyzontéw zapewniajacych spetnienie (16), jest okreslony warunkami

/OTu(t)dtzl,T>O,u€L°°([0, T1,U). (17)

Hamiltonian jest rtowny H = you — Aou?. Réwnania sprzezone maja postaé Yy =0, yp = 0.
Warunki koricowe na zmienne sprzezone sg dane réwnosciami y(7) = =24, ya(T) =
0. Rozwiazanie réwnan sprzgzonych wynosi v () = —2A;, y(t) = 0. Jezeli Ap = 1, to z
réwnosci (14) mamy 14 ii(T)? = 0, co jest niemozliwe. Jezeli Ay = 0, to H(t) = 0, dla
wszystkich 7 € [0, T] i kazda tréjka (x, u, T) spetniajaca (17), spetnia WKO podane w tw. 1.
A zatem istnieje nieskoriczenie wiele ekstremal. Tréjka (¥(¢) = [1, t — 1|Ta(t) =1, T = 1)
jest jedynym rozwiazaniem zadania oraz J(, i, T) = 2. Istnieje nieskoriczenie wiele mnozni-
kéw Lagrange’a i funkcji sprzezonych odpowiadajacych rozwiazaniu optymalnemu. Ponie-
waz Y, = 0, to rozwiazanie optymalne jest osobliwe, a rzad osobliwosci jest nieskoficzony
(zob. Bonnard 1997). Wszystkie trajektorie fazowe odpowiadajace rozwiazaniom dopusz-
czalnym, leza na odcinku x; = 1, xp € [—1, 0]. Zasada maksimum nie daje informacji o
sterowaniu optymalnym. [

Przyklad 3 (nienormalne zadanie sterowania optymalnego, w ktorym WKO sq spetnione
zaréwno przy Ao = 0, jak i przy A9 = 1). Nalezy znalez¢ minimum wskaznika jakoSci

T
Joru, T) = T+/0 (1 (1) = Dt +p(xi (T) — 12, p > 1,
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na trajektoriach systemu

x1(1) = uy (t),%(t) = uz(1),x1(0) = 0,x2(0) = —1,u1(¢) € [0, 1],u2(r) € [-1, 1],
przy ograniczeniu stanu koficowego

c(x(T)) = (x1(T) + 1)* +x2(T)* -1 <0.

Tréjka (¥(¢) = [0, t — 1]T, @(t) = [0, 1]T, T = 1) jest rozwiazaniem zadania oraz J(%,i, T) =
p. Hamiltonian jest rtéwny H = yjuj + Youy — Ao(x; — 1). Réwnania sprzezone maja postaé
= Ao, Y» = 0. Warunki koricowe na zmienne sprz¢zone sg dane réwnosciami y;(7T) =
(p)n() 2.1) l[/z( ) = 0. Jezeli )\0 =01 )4 > 0, to 1[11( ) = —211, l_VQ(l) =0, I:I(t) =0i
WKO sa spetnione. Jezeli Ag = 1i A =p+0,5,to Wi (r) =1 -2, Yo(r) =0, Ht) = 1
WKO sa réwniez spetnione. A zatem WKO sg spetnione zaréwno przy Ay = 0, jak i przy
Ao = 1. Zasada maksimum nie daje informacji o sterowaniu u,. Istnieje nieskoriczenie wiele
mnoznikéw Lagrange’a i funkcji sprzgzonych odpowiadajacych rozwiazaniu optymalnemu. m

Klase ekstremal normalnych oznaczamy przez N (normal). Klas¢ ekstremal nienormal-
nych oznaczamy przez A (abnormal). Oprécz tego wyrézniamy podklase Ay, ekstremal
nienormalnych, w ktérych WKO sg spetnione zaréwno przy A9 = 0, jak i przy Ap = 1 oraz
podklase Ao, ekstremal nienormalnych, spetniajacych WKO tylko przy Ay = 0. Zachodza
oczywiste réwnosci A = AgUAo,1 1 Ag(1Ag/1 = 0. Niech beda spetnione zatozenia tw. 1
i niech tréjka (%, i, T) spetnia WKO dla problemu P. Przyjmujemy nastgpujaca definicjg.
Definicja 3 (ekstremali normalnej, nienormalnej i normalnosci problemu P).

1) (%, i, T) € A= (%, i, T) spetnia WKO dla problemu P, przy Ay = 0,

2) (x, i, T)EN &(x, T)¢A

3) (% a, T) €Ay = (&, i, T) € A i nie spetnia WKO dla problemu P, przy A9 = 1,
4) (%, a,T) €Ay @( u, TYeAi(x, a, T)¢A,

Ekstremalg spetniajqcq 1) nazywamy nienormalnq. Ekstremalg spetniajqcq 2) nazywamy nor-
malnq. Problem P jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy kaida jego ekstremala jest nor-
malna. W przeciwnym przypadku problem P jest nienormalny. [ ]

W przyktadach 1 i 2 wszystkie ekstremale sg klasy Ag. W przyktadzie 3, ekstremala jest
klasy Ag ;. Ekstremale klasy A1, maja podobne wiasnosci jak ekstremale klasy Ag. Dlatego,
pomimo iz ekstremale klasy Aj/; mozna uznac za normalne, z punktu widzenia konstrukcji
algorytméw optymalizacji wygodniej jest przyjac, ze ekstremale te sa nienormalne.
Definicja 4 (wariacji sterowania u). Niech u € U,y. Funkcje Su € PC([0,T],R™), takq ze
u—+ ou € Uy, nazywamy dopuszczalng wariacjq sterowania u. Zbior

Uua(u) = {8u € PC([0,T],R™): u+8uc€ Uy}, (18)

bedziemy nazywac zbiorem dopuszczalnych wariacji sterowania u. ]
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Definicja 5. Niech bedq spetnione zatozenia CA2. Rownaniem wariacyjnym dla problemu P,
nazywanmty rownanie

Sxi=(Vof (%) 8x+ (V. f(% ) 6u, §x(0) =0, Sue Uy(i), <0, T|. (19)

Definicja 6. Zbiorem ograniczen aktywnych w punkcie koricowym nazywamy zbior
A={ke{l,2, .., r+2}:

(ck(X(T)=0nke{1,2, ., THV (k=r+1AT =Tyin) V(k=r+2AT = Tyax) }

Niech
VC](()E(T)) On><1 On><l
Sk = 0 k=12, .., 1841 = 1 ,Spy2 = 0o . (20)
0 0 1
n
Definicja 7. Stozkiem dodatnim w punkcie koricowym nazywamy zbior
T={EeR":E=Y ousi, 4 >0, Y o >0}, gdy A#0,
keA keA
t={0}, gdy A=0. ]
Definicja 8 (funkcjonatu Lagrange’a). Funkcje
L : W= ([0,T],R") x (L[0,T],R™) x R x W'=([0,T],R") x R""> - R,
L(x,u, T, y,A Zo/ L(x,u)dt + Aog(x( —l—/ v (x,u))dt+
+Zz’kck( T)) + A1 (Tonin — T) + Ar12(T — Tinax) (21
k=1
nazywamy funkcjonatem Lagrange’a dla problemu P. [

Do dalszych rozwazan wygodnie jest przyjac nastgpujace oznaczenia

Vif =Vef(§,0)]e—y 0 Vaf = Vo f(§,0)]e—x),
ViL=VeL(E,0)le= )s Vil = Vo L(8, V) |e—a(r) v=u(r)»
= L(x(T),u(T)), fr— ( ( ),u(T)),gr = g(x(T),T),
Ck,T =Ck(x(T)) Ver =Veg(&, T)le—xr),c=1>
Verr = Veer(8)le—xr), Vrer = Veg(&, T)|e—x(r), =1
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Ponadto przyjmiemy umoweg, ze kreska nad danym wyrazeniem b@dzie oznaczatla, ze
jest ono obliczane na sterowaniu optymalnym, np. Véy 7 = Vecr(8)|e_g (7). Przy powyzszych
oznaczeniach, pierwsza wariacja funkcjonatu Lagrange’a jest okreslona wzorem

SL(x,u, T, y,A)(8x, Su,8T) = Ag fy (VL) "8x+ (VL) Su)dt + AoLr ST+
+ Ao(Vrer8 T+ (Ver) (8 x(T) + fr8T))+
+ T (85— (Vof)T8x— (Vo f) TS u)dr+
+ Yie1 A (Ver, )T (8x(T) + fr8T) 4 (Ary2 — Ay 1) 8T.
(22)

Pierwsza wariacj¢ funkcjonatu Lagrange’a, obliczang na rozwiazaniu optymalnym be-
dziemy oznacza¢ przez

SL(8x,6u,8T) = SL(%,aT,¥,A)(8x,8u,8T). (23)

Lemat 1. Niech bedq spetnione zatozenia CAl. Jezeli WKO dla problemu P sq spetnione przy
Ao =0, to:
1) ke {1,2, ,r}, takie ze cx(X(T)) =0, 2)¥}_ 17Lk>0 3)Ct £0.

Lemat 2. Jezeli tréjka (%, i, T) jest rozwiqzaniem optymalnym problemu P, takim Ze
i € PC([0,T],U), ¥ jest optymalng funkcja sprzezong, dx >0, k=0, 1,2, ..., r+2 sq
optymalnymi mnoznikami Lagrange’a oraz spetnione sq zatoZenia CA2, to dla wszystkich
Su € Uyq(it)oraz dowolnych wariacji stanu 8 x i horyzontu 8 T zachodzi nieréwnos¢

SL(6x,6u,8T)>0. (24)

Dowody lematéw 1 i 2 znajduja si¢ w dodatku A.

Twierdzenie 2. Niech bedq spetnione zatozenia CA2 i niech tréjka (%, i, T) bedzie (lokalnie)
optymalnym rozwiqzaniem problemu P, takim ze ii € PC([0,T],U). Jezeli ekstremala (%, i, T)
Jjest nienormalna to:

1) istnieje wskaznik k € {1, 2, ..., r}, taki e cx(X(T)) = 0 i istnieje & € CT, takie ze
2) [fERT)LAT)T ~111E=0i

3) W e U, [(F(R(T),v) — f(&T),a(T)))T 00] & >0

4) You € Uad(ﬁ) rozwiqzanie rownania wariacyjnego (20) spetnia warunek

[8x(T)T00] & >0. =

Dowéd twierdzenia 2. Zaktadamy, ze ekstremala (X, i, T) jest nienormalna, a zatem WKO
dla P sa spetnione przy A9 = 0. Punkt 1) wynika bezposrednio z lematu 1. Niech

Ver(#(T)) 0] [0

r - -
é = Z Ak 0 +A1 | 1] +A4420
k=1 0 0 1
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Z lematu 1 i z definicji stozka C* wynika, ze CT #£0i & € CT. Z (9), (13) i (14) otrzymu-
jemy f(&(T),a(T))T i_ 4 Ver(®(T)) — Ar1 + Arg2 = 0, co mozna zapisaé w réwnowaz-
nej postaci [ f(#(T),a(T))T —1 1] & =0, stad 2). Z warunku maksimum hamiltonianu (11)
w chwili koinicowej i ze wzoru (13) mamy

r
k=1

co mozna zapisaé w rdwnowaznej postaci
W e UL [(f(R(T).v) — f(E(T),a(T)))T 00] & >0, stad 3).

Niech 8 u € U,4(i) i niech funkcja 8 x spetnia réwnanie wariacyjne (20). Podstawiajac w réw-
nosci (23) Ao = 0, 8T = 0 i korzystajac z lematu 2 mamy §x(7)TY5_, 4 Ve (%(T)) > 0,
co mozna zapisaé w réwnowaznej postaci [ x(T)T 0 0] & > 0, stad 4). n
Komentarz. Z warunkéw 1-4) wynika, ze w zadaniu nienormalnym, punkt koficowy tra-
jektorii optymalnej musi leze¢ na brzegu zbioru dopuszczalnego oraz, ze za pomoca matej
zmiany sterowania lub horyzontu nie mozna wprowadzi¢ trajektorii do wnetrza zbioru do-
puszczalnego.

Zaprzeczajac tezie twierdzenia 2, otrzymujemy warunki dostateczne normalnosci zadania.

Twierdzenie 3. Niech bedq spetnione zatozenia CA2 i niech tréjka (%, i, T) bedzie (lokalnie)
optymalnym rozwiqzaniem problemu P, takim ze i € PC([0,T],U).

Jezeli zachodzi co najmniej jeden z warunkow

1) cx(%(T)) <0, dla wszystkich k € {1, 2, ..., r},

2) VE e CF [f(R(T),a(T))" —11]E#0

3) VEeCt, Ivel, [(fE(T),v)— f(R(T),a(T)))" 00]& <0

4) V&€ € CT, 38u € Uyy(i), takie ze rozwiqzanie réwnania wariacyjnego (20) spetnia
warunek [x(T)T 00] & <0,

to ekstremala (%, i, T) jest normalna. [

4. Przypadki szczegdlne

Z twierdzen 2 i 3 wynika, ze sprawdzenie normalnos$ci zadania jest na ogét mozliwe do-
piero po jego rozwiazaniu. Ponizej rozwazymy, wazny z punktu widzenia zastosowan przy-
padek szczegdlny, w ktérym normalnos$é zadania mozna stwierdzi¢ bez jego rozwigzywania.
Bedziemy zakladac, ze w problemie P wystgpuje tylko jedno ograniczenie stanu koficowego
(r =1), oraz ze horyzont moze by¢ dowolnie duzy (T,x = o).
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Twierdzenie 4. Niech bedq spetnione zatozenia CA2, oraz niech r = 1, Tiax = oo. JeZeli dla
kazdego & spetniajacego warunek c1 (&) = 0, istnieje wektor v € U, taki ze

(Ver(€)'f(&,v) <0, (25)

to problem P jest normalny. [

Dowéd. Przypusémy, ze ekstremala (¥, it, T) jest nienormalna., oraz ze i € PC([0,T],U). Z
lematu 1 mamy ¢ (¥(T)) = 0. Bezposrednio z (27) Ve (X(T)) # 0. Na mocy twierdzenia 2,
istnieje wektor & € C™, taki ze

[f(x(T),a(T))" —11]& =0, (26)

WeU,[(f(&(T),v) — f(X(T),a(T)))" 00]& >0. @27)

Zal6zmy ze oba ograniczenia sa aktywne. Z definicji stozka C* mamy

5 = [061 Vck(X(T))T [07) O]T,(Xl >0,00 > 0,01+ a; > 0. (28)

Jezeli ap > 0, to na mocy (28) otrzymujemy o f(X(T),i(T))"Ve1 (%(T)) = o > 0, skad
a; > 0.Niech n = (&1, &, ..., )T = a1 Ve (%(T)). Z nieréwnosci (29) mamy

YWeU, f(&(T),v)"'n > f(&T),a(T))"n > 0.

Z zatozenia (27) mamy f(%(T),v)Tn < 0 dla pewnego v € U. A zatem f(¥(T),v)Tn >0
i jednoczesnie f(%(T),v)Tn < 0 co jest niemozliwe. Jezeli ograniczenie horyzontu nie jest
aktywne, to ap =0, oy > 0, oraz f(#(T),#(T))™n = 0 i ponownie otrzymujemy sprzecznosé.
Stad wniosek, ze kazda ekstremala jest normalna, zatem P jest normalny. [

Rozpatrzymy teraz zadanie, w ktérym celem sterowania jest doprowadzenie stanu sys-
temu (4) do pewnego otoczenia punktu réwnowagi. Tego typu zadania sa czgsto spotykane
w praktyce. Zaktadamy, ze system (4) ma zerowy punkt réwnowagi, tzn. f(0,0) = 0, oraz ze
0 € intU. W systemie (4) stosujemy sprzezenie zwrotne u = K(x), gdzie funkcja K : R* — U
jest ciagta i1 K(0) = 0. Wéwczas réwnanie (4) moze by¢ zapisane jako

x=f(x,K(x)). (29)

Niech funkcja V : R" — R, spetnia warunki V € C'(R"), V(0) =0, V(&) >0dla & #0
orazniech Q = {£ e R": V(&) < a}, o > 0, @ € R. Jezeli istnieje liczba a > 0, taka ze dla
kazdego & € Q\{0}spetniony jest warunek

(VV(E)Tf(E.K(E)) <0, (30)
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to V jest funkcjonatlem Lapunowa systemu (31) w zbiorze 2 (zob. Mitkowski 1991, s.117).
Jezeli V jest funkcjonatem Lapunowa systemu (31) w zbiorze Q2 oraz w problemie P przyj-
miemy r = 1, Tpax = 0, ¢1(x) = V(x) — a, to z (32) i twierdzenia 4 wynika natychmiast,
ze problem P jest normalny. Zbiér €2, funkcje K oraz funkcjonat Lapunowa V mozna skon-
struowaé nastgpujaco. Niech A = V, £(0,0)T, B =V, f(0,0)T, gdzie f oznacza prawa strong
roOwnania (4). Jezeli para (A, B) jest stabilizowalna, to istnieje macierz K, taka ze macierz
Ak = A+ BK jest wyktadniczo stabilna oraz réwnanie Lapunowa

AYH+HAg = —G, gdzie G=G" >0, (31)
ma dokladnie jedno rozwiazanie H = HT > 0 (zob. Mitkowski 1991, s. 81). Niech
K(x) = Kx.

Jezeli macierz Ag jest wyktadniczo stabilna oraz macierz H spetnia (33), to V(x) = x'Hx,
jest funkcjonatem Lapunowa systemu (31) w otoczeniu zera. Biorac dostatecznie mata liczbg
a > 0 oraz przyjmujac ci(x) = xT Hx — a widzimy, ze problem P jest normalny. Liczbe o
mozna wyznaczy¢ metodami numerycznymi (zob. np. Bania 2008, s. 114-120).

5. Przykiad

Rozwazamy system opisany réwnaniami

—w(x2),X2 = u,x1(0) = x01,%2(0) = x02, (32)

(
( ) ((Xz— ) _1)27 gdyx2€[b—l,b+1],
( ) 0, gdyx2§§[ —1,b—|—1],b:1,5,u€[—1,1].

Nalezy znalez¢ minimum wskaZnika jakosci

Jx,u,T)=T (33)
przy ograniczeniu stanu koficowego

c(x1(T),x2(T)) = x1(T)* +x2(T)> -1 <0 (34)

Jezeli c(xo1,x02) < 0, to rozwigzanie zadania jest trywialne i = 0, T = 0. Dalej bedziemy
zaktadad, ze ¢(xo1,x02) > 0. Szukamy sterowania, ktére doprowadza stan systemu (34) do
brzegu kuli jednostkowej w najkrétszym czasie. Do wyznaczenia struktury sterowania opty-
malnego wykorzystamy twierdzenie 1, a nastgpnie przeprowadzimy prosta optymalizacje
czas6w przelaczen. Hamiltonian wynosi

H=—yiw(x)+ you (35)
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Réwnania sprzezone maja postaé
V1 =0, Yo =w (x)y1, yi(T) = —2Mxi(T), yo(T) = —2Mx2(T) (36)
Z warunku maksimum hamiltonianu mamy

1, gdy ya(r) >0,
—1, gdy y»(r) < 0.

u(t) =

a) b)
2 2y
x,=15
15 2 15
x2=1,5
1 1
0.5 0.5
0 o0
05} -0.5
A .
15 15
2 0 1 2 3 2 0 1 2 3
Xl )(1

Rys. 1. Trajektorie systemu (34) przy sterowaniu: a) +1 i b) —1 oraz prosta x, = b i zbiér
dopuszczalnych stanéw koficowych c(xy,x2) <0

Niech ® C [0, T] bedzie przedziatem o niepustym wngtrzu. Jezeli
ya (1) =0, dla wszystkicht € © 37

to warunek maksimum hamiltonianu nie pozwala wyznaczy¢ sterowania optymalnego. M6-
wimy wéwczas, ze sterowanie jest osobliwe w przedziale czasu @ (zob. Bonnard 1997).
Poniewaz funkcja y» znika w @, to réwniez jej pochodne wzgledem czasu znikaja. Aby
wyznaczy¢ sterowanie osobliwe rézniczkujemy réwnos¢ (39) dwukrotnie wzgledem ¢ oraz
korzystamy z réwnar stanu i réwnan sprzezonych

(1) = w (x2(1)) wi (1) =0, (38)
() =w" () v (Hu(t) =0,t € O. (39)

Z twierdzenia 1 wynika, ze y; nie moze znika¢ w przedziale ®. Z warunkéw istnienia
osobliwosci skoficzonego rzgdu (zob. Bonnard 1997), z réwnosci (39)—(41) i z tw. 1 wynika,
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ze w przedziale osobliwosci muszg byé spetnione warunki w'(x2(r)) = 0, w”(x2(¢)) # 0,
xy € (b—1,b+1) stad x»(¢) = b, oraz sterowanie osobliwe us(t) = 0, t € ©. Sterowanie
optymalne moze przyjmowac co najwyzej trzy wartosci —1, 0, 1, a sterowanie osobliwe moze
wystapi¢, gdy trajektoria optymalna ma punkt wspdlny z prosta x, = b. Analizujac rysunek
1, mozna tatwo zauwazyc¢, ze liczba przetaczen jest nie wigksza niz dwa, oraz ze sterowanie
optymalne moze mieé nastgpujace struktury

a)+1,b)—1,¢)+1,0,-1,d)=1,0,-1,¢) 0, -1.

Jezeli struktura sterowania jest poprawnie dobrana, to wskaznik jakosci (35) zalezy tylko
od co najwyzej dwoch czaséw przetaczen i horyzontu. W przypadkach c i d optymalny ho-
ryzont i czasy przelaczen sterowania mozna dobra¢, minimalizujac pomocniczy wskaznik
jakosci

011,02, T) =T +p(c(x(T))—1)3,0< 1 <1, < T.

Liczba p > 0 jest odpowiednio duzym wspétczynnikiem kary, a 7j i 7» oznaczaja czasy
przetaczen sterowania. W przypadku e wystgpuje jedno przetaczenie. W przypadkach a i b,
pomocniczy wskaznik jakosci jest funkcja jednej zmiennej — horyzontu. W oparciu o powyz-
sza ideg mozna skonstruowaé metode numeryczna, ktéra optymalizuje czasy przetaczeri oraz
w razie potrzeby dodaje nowe przetaczenia (szczegéty zob. Szymkat i Korytowski 2007, Ba-
nia 2008 rozdz. 6). Na rysunku 2 pokazano trajektori¢ i sterowanie optymalne oraz funkcje
v, dla xg; = 3, xop = —3. Zgodnie z zasada maksimum, poza przedziatem osobliwosci znak
sterowania i znak funkcji y» sa takie same. W przedziale osobliwosci funkcja y, znika, a
sterowanie jest wyznaczane z warunkow (39-41).

a) b)

0.6f

Y2
4L \ 0.4f
~

0.2r

-0.21
-0.4r
-0.6F
-0.8f

K]S JR—
6

Rys. 2. Trajektoria czasooptymalna (a) oraz sterowanie czasooptymalne i funkcja y, (b) przy warunku
poczatkowym xg; = 3, xpo = —3



42

Piotr Bania

Na rysunku 3a pokazano wartosci sterowania optymalnego w zaleznoSci od stanu wyli-

czone metodami numerycznymi (zob. Szymkat i Korytowski 2007, Bania 2008). Na lewo od
linii C nie istnieja rozwigzania zadania. Na potprostej L; sterowanie jest osobliwe. Na linii
C, dla x; € (0,5,1,5) sterowanie zmienia znak, a dla x, € (0,0,5] jest rtéwne —1. Na rys. 3b
pokazano trajektorie odpowiadajace wszystkim rozwiazaniom nienormalnym. Mozna tatwo
sprawdzi¢, ze zaden z warunkéw normalnosci podanych w twierdzeniu 3 nie jest spetniony.

a)

b)
2-
L
..... S, 1.5
/ u=-1
u=0 10
05 -
u=-1
<0 u=0, T=0
-0.5
u=+1
1+
u=+1 u=+1
15 u=+1 -1.5f
2 2
1 0 1 2 3 1 0 1 2 3

Rys. 3. Wartosci sterowania optymalnego (a) oraz trajektorie odpowiadajace rozwiazaniom
nienormalnym (b)

-1 0 1 2 3

Rys. 4. Trajektorie czasooptymalne. Strzatkami zaznaczono kierunek ruchu

Na rysunku 4 pokazano trajektorie czasooptymalne przy réznych warunkach poczatko-

wych. Na rysunku 5 pokazano optymalne wartosci wskaZnika jako$ci w zaleznosci od wa-
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runku poczatkowego. Funkcje t¢ nazywa si¢ funkcja optymalnej jakoSci lub funkcja wartosci
(value function). Funkcja optymalnej jakoS$ci jest nieciagta. Nieciaglo$¢ wystepuje na pétpro-
stej x1 = 1, x» < 0,5 odpowiadajacej rozwigzaniom nienormalnym. Na pétprostej L i na linii
C) funkcja optymalnej jakosci jest nierézniczkowalna.

Rys. 5. Funkcja optymalne;j jakosci

6. Whnioski

W artykule podano i udowodniono warunki dostateczne normalnosci zasady maksimum
Pontriagina dla zadan z ograniczeniami stanu koficowego. Z przeanalizowanych przykladéw
wynika, ze istnieja zadania, w ktérych warunki konieczne optymalnosci sa spetnione za-
réwno przy Ag =0, jak i A9 = 1 (zob. przyktad 3). Nie istnieje zatem ostry podzial na zadania
normalne i nienormalne. Nienormalno$¢ zadania wystgpuje czesto, gdy trajektoria optymalna
w punkcie koficowym jest styczna do brzegu zbioru dopuszczalnych stanéw koncowych. Eks-
tremale nienormalne moga wystgpowaé na granicy obszaru tych warunkéw poczatkowych,
dla ktérych nie istniejg rozwiazania zadania. W zadaniach nienormalnych na ogét istnieje
nieskonczenie wiele mnoznikéw Lagrange’a i funkcji sprzezonych odpowiadajacych rozwia-
zaniu optymalnemu, a liczba ekstremal moze by¢ nieskoriczona (zob. przyktady 1 i 2). Opty-
malna warto$¢ wskaznika jakoSci moze by¢ nieciagla funkcja warunku poczatkowego (zob.
Frankowska 2002), a punkty nieciaglo$ci moga wystepowac na trajektoriach nienormalnych.
Wynika stad, ze trajektoria i sterowanie optymalne zaleza na ogét w sposéb nieciagly od wa-
runku poczatkowego. Modyfikujac nieco ostatni przyktad mozna pokazac, ze optymalny stan
koicowy moze réwniez zaleze¢ w sposéb nieciagly od stanu poczatkowego, a zatem wrazli-
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woS$¢ trajektorii optymalnych na zmiany warunkéw poczatkowych moze by¢ nieskoriczona.
Moga istnie¢ rozwigzania jednocze$nie nienormalne i osobliwe (zob. przyktad 2).

Istnieje zwiazek pomigdzy sterowalnoscia systemu (4) i wystgpowaniem nienormalnosci
zadania. Jezeli linearyzacja réwnania (4) jest sterowalna w kazdym punkcie (£,v) € R" x U,
to problem begdzie normalny. Nienormalno$¢ zadania moze by¢ sygnalem ostrzegajacym
o btednym sformutowaniu problemu. Wykrywanie nienormalnosci zadania lub stwierdze-
nie, ze zadanie jest normalne odgrywa istotna rolg¢ w konstrukcji numerycznych algorytméw
optymalizacji dynamicznej. Jezeli bowiem postugujemy si¢ algorytmem, bazujacym na tw. 1
w postaci normalnej (A9 = 1), a zadanie jest nienormalne, to nie mozna stwierdzi¢ czy otrzy-
mane rozwiazanie spetnia warunki konieczne optymalno$ci. Pomimo wielu préb autorowi nie
udato si¢ skonstruowaé przyktadu zadania normalnego, w ktérym zaden z warunkéw normal-
nosci (zob. tw. 3) nie bylby spelniony. Mozna zatem postawié hipotezg, ze podane warunki
normalnosci sa jednocze$nie konieczne i dostateczne.

Dodatek A.

Dowéd lematu 1. Przypusémy, ze Ay = 0 i Vk, cx(#(T)) < 0. Wtedy z (15a) otrzymujemy
A =0dlak=1,2, ..., r.Namocy (9), (12), (13), (14) i (15d) mamy ¥ =0, A, = A2 =0.
Stad 4 =0 dla k =0,1, 2, ..., r+2, co jest sprzeczne z warunkiem (10), méwiacym
ze Z/:erO A« > 0. Poniewaz co najmniej jedno ograniczenie jest aktywne, to Ct # {0}.
Przypusémy, ze A =0i 4 =0dlak =1, 2, ..., r, wtedy z (9), (13) i (14) wynika, ze
W(T) =0, H(T) = 0. Na mocy (8), (15b) i (15¢) mamy A, = A, > = 0. Stad Ax = 0 dla
k=0,1,2, ..., r+2, co jest sprzeczne z warunkiem (10). |

Dowéd lematu 2. Catkujac przez czesci wyrazenie fOT T8 dt i pamigtajac, ze §x(0) = 0,
otrzymujemy

T T
/ qﬂ&xd;:qﬂmaxm—/ WS xdr. (40)
JO 0

Wstawiajac to wyrazenie do (23) i korzystajac z (12), (13) i (14) widzimy, ze wyrazenia przy
Ox,0x(T) 10T znikaja, stad

SL(8x, Su,8T) = —/()T((Vufq‘/—)t{)Vui)Téu)dt. 41)

Z zatozeii CA2 i z (9) wynika, ze pochodna V,H (W, %,ii, Ag) = V,.f ¥ — AgV,.L, jest dobrze
okre§lona. Podstawiajac to wyrazenie do (43), otrzymujemy

SL(8x, 5u,8T) = — [T (V,H((1),2(t),(t), ho))T Su(t))dr, gdzie Su € Uyy(a). (22)

Z warunku maksimum hamiltonianu (11) i z wypuktosci zbioru U wynika, ze nieréwno$¢

H(@(t), x(t),a(r) + tdu(r)) < H(P(1), (1), (1)), (42)
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jest spelniona dla wszystkich 7 € [0, 1], 8u € U,y (i), t € [0,T] . Korzystajac z nieréwnosci
(45) i z definicji pochodnej hamiltonianu wzgledem u, otrzymujemy

(VL H (1), 5(2), (1)) w8 ut) + o(tS u(r)) < 0.

Przechodzac do granicy 7 — 07 mamy (V,H(W(t),x(t),a(t))) S u(t) < 0 dla wszystkich
t€[0,T) i ducUya). A zatem SL(8x,8u,8T) > 0 dla wszystkich Su € U,y (i) oraz
dowolnych wariacji stanu 6 x i horyzontu 6 7. n

Dodatek B. Oznaczenia

H > 0 — macierz dodatnio okreslona, H™ — macierz transponowana do macierzy H
L=(A, R") — przestrzefi funkcji mierzalnych istotnie ograniczonych na odcinku A C R,
znormg ||&]]e = esssup | ()]

teA

Wl=(A, R") — przestrzefi funkcji absolutnie ciagtych na odcinku A C R, z norma

1811, = max ([[]]e, [I5]]o-)

x|z = VxTHx — norma wektora w R" z macierza wag H = H' > 0; |x| = |x|;
R — przestrzen liczb rzeczywistych

Ry ={t € R: t >0} — zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych

PC(]0,T],R™) — przestrzeni funkcji przedziatami ciagtych o wartosciach w R™

T
Viq(x,y,2) = (5—27 aa—fz, ey %) — gradient funkcji ¢ wzgledem zmiennej x
oNi(x) ., Ifmlx)
axl axl
V.f(x) = . — transponowana macierz Jacobiego funkcji f : R" — R"
9fi(x) .. dfmx)
oxy, ox,
x, gdy x > 0,
(x)4 = =
0, gdy x < 0.

intU — wnetrze zbioru U
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